Digitized  by  the  Internet  Archive 

in  2010  witii  funding  from 

University  of  Ottawa 


Iittp://www.arcliive.org/details/s4nouvellesannal02pari 


NOUVELLES  ANNALES 


DE 


MATHÉMATIQUES. 


NOUVELLES  ANNALES 


DE 


MATHÉMATKiUES 


JOURNAL   DES  CANDIDATS 

AUX  ÉCOLES  SPÉCIALES,   A  LA  LICENCE  ET  A  L'AGRÉGATION, 


REDIGE    PAR 


C.-A.    LAISANT, 

Docteur  es  Sciences, 
Kérolilciir  et  examinaleur  d'admission  a   IKoole  Poljlcchniqiie. 


X.   ANTOMARI, 

Docteur  es  Sciences,  ancien  élève  de  IKoolc  Normale, 
l'rolesseur  de  Mathémati(iues  spéciales  au  lycée  tarnot. 


E.  DUPORCQ, 


Ancien  élève  de   l'Kculc  Polytechnique, 
Ing-énieur  des  Télég-raplies. 


Publication  fondée  en  1842  par  Gerono  et  Terquem, 

ET  CONTINUEE  PAR  GeRONO,  PROUHET,  BoURGET,  BrISSE  ET  M.  ROUCHÉ. 


QUATRIEME  SERIE. 
TOME  II. 

(LXI«    VOLUME    DE    LA    COLLECTION.) 


PARIS, 
GAUTHIER-VILLARS,  IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

1)U     ISUKEAU    DES    LONGITUDES,    DE    l'ÉCOLE    PO  L  VÏ  ECU  M  Q  U  E, 

Qiini  des  Graiids-Aiiguslins,  55. 

190^2 

(Tuiis  droits  rr^('rïcs.) 


/ 


NOUVELLES  ANNALES 


DE 


MATHÉMATIQUES. 


[R6] 

ll\E  PREMIÈRE  LEÇO\  DE  DYXAMIQIE  C); 

Par  m.  Emile  PICARD. 


1.  Étudions  d'abord  le  mouvement  d'une  portion  de 
matière  assez  petite  pour  qu'on  puisse  la  regarder,  sans 
erreur  sensible,  comme  réduite  à  un  point;  c'est  ce 
que  nous  appellerons  un  point  matériel.  Cette  étude 
ne  peut  être  entreprise  sans  faire  certaines  liypotlièses 
et  sans  admettre  certains  principes,  qu'il  est  impossible 
de  vérifier  directement  et  dont  seulement  des  consé- 
quences plus  ou  moins  lointaines  sont  réellement  sus- 
ceptibles d'être  contrôlées  par  l'expérience.  Sans  entrer 
ici  dans  aucun  détail  historique,  qu'il  me  suffise  de 
citer  Galilée,  Descaries,  Huyghens  et  Newton,  comme 
les  créateurs,  à  des  litres  divers,  de  la  science  du  mou- 
vement. 

Principe  de  V inertie.  —  Il  comprend  deux  parties  : 
1°  Quand  un   point  matériel  est   (mi   repos  dans  l'es- 


(')  Celte  leçon  est  la  première  leçon  de  Dynamique  que  je  fais 
depuis  i8g^  à  l'École  Genlralc  dans  mon  cours  de  Mécanique  i;éné- 
raic. 
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pace,  il  reste  en  repos  si  aucune  action  extéiieure  ne 
s'exerce  sur  lui. 

2°  Quand  un  point  matériel  est  en  mouvement  dans 
l'espace,  son  mouvement  est  rectiligne  et  uniforme  si 
aucune  action  extérieure  ne  s'exerce  sur  lui. 

Il  résulte  de  là  (jue,  si  le  mouvement  d'un  point  ma- 
tériel n'est  pas  rectiligne  et  uniforme,  certaines  actions 
extérieures  s'exercent  sur  lui,  et  ceci  est  en  queiijue 
sorte  une  définition.  On  donne  le  nom  an  forces  à  ces 
actions  que  l'on  regarde  comme  produisant  ou  modiliant 
le  mouvement  d'un  [)oint  maléiiel. 

2.  Avant  de  passer  à  un  second  principe,  nous  allons 
poser  d'abord  la  notion  de  champ  de  forces  constantes. 
Une  portion  déterminée  de  l'espace  sera  dite  un  champ 
de  forces,  si  un  point  maléiiel  abandonné  à  lui-môme  en 
\\\\  point  arbiti-airede  ce  cliamp  ne  reste  pas  en  repos.  Le 
cliamp  de  forces  sera  dît  constant,  si  un  point  matériel 
abandonné  en  un  point  quelconque  sans  vitesse  initiale 
et  à  un  instant  cjuelconque  décrit  toujours  la  même 
trajectoire  (transportée  seulement  parallèlement  à  elle- 
même)  et  de  la  même  manière.  La  pesanteur  olFre,  dans 
le  vide  et  pour  un  espace  assez  petit,  un  exemple  de 
cliamp  constant. 

(>'tte  notion,  acquise,  nous  posons  maintenant  le 
second  piincipe,  dans  l'énoncé  dutjuel  //  ne  s'agit  que 
de  champ  de  forces  constantes. 

Si  un  point  matériel  se  trouve  à  la  fois  dans  plu- 
sieurs champs  de  forces  constantes,  le  mouvement  que 
prend  le  point  à  paitir  d'un  certain  instant  s'obtient  en 
conij)osa/it  cinémaliqacment  le  mouvement  rectiligne 
et  uniforme  du  à  la  -vitesse  initiale  et  les  mouvements 
(pie  produirait  chacun  des  champs  s'il  agissait  seul 
sur  Ir  point  matériel  partant  du  repos. 
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Ainsi,  supposons  qu'un  point  matériel  occupe  à  un 
moment  t  la  position  A  avec  une  vitesse  V„  et  qu'il  se 
trouve  à  la  fois  dans  deux  champs  de  forces  constantes. 
Soit  B  la  position  qu'occuperait  au  bout  du  temps  f-i-  9 
le  point  matériel  soumis  seulement  au  premier  champ 
et  abandonné  en  A  sans  vitesse;  soit  de  même  B'  la  po- 
sition correspondant  au  second  champ  dans  les  mêmes 
conditions,  soit  enfin  B"  l'extrémité  du  segment  obtenu 
en  portant  une  longueur  VqB  sur  la  direction  de  la  vi- 
tesse Vq.  On  obtiendra  la  position  véritable  du  mobile  au 
temps  t  -t-  9  en  faisant  la  somme  géométrique  des  trois 
vecteurs  AB,  AB'  et  AB". 

On  voit  que  chaque  champ  agit,  en  quelque  sorte, 
comme  s'il  élait  seul  et  si  le  point  n'avait  pas  eu  une 
vitesse  initiale  Voi  aussi  le  principe  précédent  peut-il 
être  appelé  le  principe  de  V indépendance  de  l'effet 
des  forces  et  du  jnouvement  anlérieurement  acquis. 
Mais  dans  l'application  du  principe,  sous  la  forme  que 
nous  venons  de  lui  donner,  il  est  essentiel  de  se  rap- 
peler (pi'il  s'agit  seulement  de  champ  de  forces  con- 
stantes. 

3.  Supposons  en  particulier  qu'il  n'y  ait  qu'un  seul 
champ.  On  devra  composer  le  déplacement  VqO  dû  à  la 
vitesse  acquise  avec  le  déplacement  résultant  de  l'action 
du  champ  sur  le' point  placé  en  A  et  partant  du  repos. 
Soit  r  la  trajectoire  du  point  matériel  placé  en  A  au 
temps  t  sans  vitesse  initiale,  trajectoiie  qui  sera  par- 
courue suivant  une  certaine  loi.  On  peut  se  représenter 
le  mouvement  de  la  manière  suivante  : 

Imaginons  que  la  courbe  F  se  déplace  d'un  mouve- 
ment de  translation  unifoime  avec  la  vitesse  Vq,  pen- 
dant que  notre  mobile  se  déplace  sur  la  courbe  suivant 
la  loi  convenable^  on  aura  ainsi  la  trajectoire  véritable. 
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Pour  le  cas  simple  qui  précède,  on  peut  imaginer  fa- 
cilement des  vérifications  expérimentales  du  priiicipe. 
Dans  un  wagon  animé  d'un  mouvement  de  translation 
uniforme,  un  point  pesant  abandonné  sans  vitesse  rela- 
tive rencoiîlre  le  plancher  du  wagon  toujours  au  même 
point,  cjuelle  C|ue  soit  la  \itesse  du  mouveunMit  de  trans- 
lation. H  doit  bien  en  être  ainsi,  d'après  le  second  prin- 
cipe, puisque  la  trajectoire  relative  du  point  tombant 
par  rapport  au  wagon  est  la  trajectoire  du  point  quand 
le  wagon  reste  au  repos. 

4.  Le  second  principe  nous  permet  de  trouver  la  na- 
ture du  mouvement  d'un  point  matériel  daus  un  champ 
de  forces  constantes.  On  a  vu  en  Cinématique  que,  si  un 
point  a  un  mouvement  relatif  par  rapport  à  un  système 
animé  d'un  mouvement  de  translation,  l'accélération 
absolue  du  point  est  la  somme  géoujétrique  de  l'accé- 
lération relative  et  de  l'accélération  d'entraînement. 
Appliquons  ce  résultat  à  notre  problème  actuel,  où  le 
mouvement  de  translation  de  la  courbe  F  est  uniforme; 
l'accélération  absolue  du  mobile  à  l'instant  /  +  ()  sera 
égale  à  son  accélération  relative  sur  la  courbe  F.  Fai- 
sons, en  particulier,  ô  =  o;  l'accélération  absolue  du 
point  au  temps  t  sera  égale  à  l'accélération  qu'a  au  dé- 
part le  point  matériel  partant  du  repos  et  soumis  au 
champ  considéré.  Elle  a  donc  une  valeur  constante,  et 
nous  arrivons  ainsi  à  ce  résultat,  très  important,  que  le 
niouveniejit  d'un  point  matériel  dans  an  champ  de 
forces  constantes  est  un  mouvement  dont  V accéléra- 
lion  est  constante.  On  aura  donc 

177^  ~"'  dt^  ~"'^'         'di^  ""'■ 

Si  le  [)oiut  part  du  repos  et  est  placé  à  l'origine,  on  dé- 
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duil  de  là  immédiatement 


at^  P<2  Y«2 


1  -^ 


La  trajectoire  sera  rectiligne  ;  eu  la  prenant  comme  axe 
des  ^,  on  aura  a  =  [i  =  o  ;  et  nous  avons  finalement 


'/2 


Le  mouvement  est  unifoimément  accéléré  et  d'accé- 
lération v.  La  direction  de  la  droite,  trajectoire  du 
point,  sera  dite  la  direction  du  champ  de  forces. 

5.  Le  point  matériel  A  restant  toujours  le  même, 
les  dilférents  champs  de  forces  se  distingueront  les  uns 
des  autres  par  leur  direction  et  l'accélération  du  mou- 
vement. Nous  prendrons,  comme  mesure  des  forces 
agissant  sur  le  point  déterminé  A  dans  chacun  de  ces 
champs,  des  quantités  proportionnelles  aux  accéléra- 
tions, 

T.     f'     ••• 

et,  si  l'on  aj^pelle/,  /',  .  .  .  ces  forces,  on  aura  par  dé- 
finition 

Y         ï' 

et  elles  auront,  par  définition,  pour  directions  les  direc- 
tions de  ces  accélérations. 

Nous  pouvons  facilement  trouver  le  champ  résultant 
de  la  superposition  de  deux  champs  de  forces  constantes. 
Supposons  (|u'un  point,  partant  du  repos,  soit  placé  si- 
mullanénKmt  dans  deux  champs  de  forces  constanKîS. 
Quel  mouveiuent  prendra-t-il  i^  Supposons  que  O.r  re- 
présente la  direction  du  premier  champ,  et  Oy  la  direc- 
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lion  du    second   cliamp.   Si  le  premier  champ  agiasait 
seul,  on  aurait  par  rapport  aux  deux  axes  0:i:  et  Oy  la 

trajectoire 

Y/2 

37  =   ' j  V  =  O, 

et  si  le  second  champ  était  seul  actif 
37  =  o,         y  =  - —  • 

•^  2 

Donc,  quand  les  deux  champs  agissent  simultanément, 
on  a,  d'après  le  second  principe 

2  -^  '2 

Le  mouvement  est  donc  encore  uniformément  accé- 
léré, et  l'accélération  est  la  somme  géométrique  des 
deux  accélérations  y  et  y',  d'où  se  déduit  de  suite  la 
règle  du  parallélogramme  des  forces. 

6.  La  définition  dynamique  de  la  force  dans  un 
champ  constant,  que  nous  venons  de  donner  en  ayant 
égard  au  mouvement  produit,  n'est  pas  celle  qui  s'est 
présentée  la  première  au  point  de  vue  historiqu(!.  L'idée 
de  force  provient  de  la  notion  de  l'elfort  que  nous  fai- 
sons quand  nous  supportons  un  fardeau,  ou  tirons  sur 
une  corde  fixée  par  exemple  à  un  clou.  Si  nous  pou- 
vions évaluer  avec  précision  l'effort  fait  pour  supporter 
différents  poids,  nous  pourrions  nous  servir  de  ceteffoit 
pour  mesurer  les  forces.  Mais  un  cfTort  est  aussi  une 
cause  de  déformation;  appliqué  à  un  corps  solide,  il  en 
change  la  figure.  Soit  considéré  un  ressort  parfaitement 
élastique,  et  montrons  comment  il  va  pouvoir  servir  à 
mesurer  les  forces  au  point  de  vue  statique.  Plaçons- 
nous  dans  le  champ  de  la  pesanteur  à  Paris,  et  prenons 
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une  n.aliùre  déterminée  bien  ho.uogène,  du  plaline  par 
exemple.  En  suspendant  au  ressort,  dont  on  a  oriente 
l'axe  moyen  dans  le  sens  de  la  verticale,   des  quantités 
croissantes  de  platine,  nous  avons  des  déformations  va- 
riables-, or,  prenons  eomme  unité  de  force  \  acUon  sia- 
tique  sur  le  ressort  d'un  volume  déterminé  de  platine. 
Nous  admettons  tout  naturellement  que,  pour  un  volume 
double,  l'aetion  statique  sur  le  ressort  est  double  et  ainsi 
de  suite.  Nous  avons   ainsi  un   instrument   (dynamo- 
n.ètre)  qui  se  trouve  gradué  et  avec  lequel  nous  pouvons 
évaluer  les  actions  statiques.   Or  reprenons  notre  point 
matériel  A  de  tout  à  l'heure,  et  considérons  un  cbamp 
de  forces  constantes-,  avec  le  ressort,  dont  on  place  1  axe 
xnoyen  dans  le  sens  du  cbamp,  et  en  fixant  à  son  extre- 
nûté  le  point  A,  nous  pouvons  évaluer  l'action  statique 
du  champ  sur  le  point  A.  Nous  avons  donc,  pour  ^.J/.- 
renis  champs,    cUfférenies  actions  statiques  ;  d  ou  une 
seconde  définition,  qui  est  statique,  de  la  jorce  agis- 
sant sur  le  point   A  dans  chacun  des  chan.ps.   Nous 
regardons   comme    un   résultat   expérimental   que    les 
nombres  représentant  les  forces  envisagées  au  point  de 
vue  dynamique  et  au  point  de  vue  statique  sont  pro- 
portionnels. 

C'est  là  un  résultat  capital. 

7  Nous  n'aidons  jnsquici  considéré  quun  seul  point 
matériel  A.  Pour  tout  autre  point  matériel,  on  peut 
refaire  les  mêmes  expériences;  il  s^agit  de  comparer 
les  points  matériels  les  uns  aux  autres.  U  ny  aurait 
aucune  difficulté  si  la  matœre  se  présentai,  à  nous  sous 
une  forme  unique;  on  pourrait  parler,  comme  le  tai- 
sait Newton  dans  la  définition  de  la  masse,  de  la  quan- 
Lité  de  matière.  Mais  on  sait  que  la  matière  se  présente 
à  nous  sous  un  certain  nombre  de  formes  irréductibles 
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les  unes  aux  autres,  au  moins  dans  l'état  actuel  de  la 
science.  O/-  F  expérience  apprend,  ce  qui  va  être  pour 
nous  absolument  fondamental,  que  dans  un  même 
champ  V accélération  du  jnouuement  produit,  quel  que 
soit  le  point  matériel,  est  la  même.  C'est  ce  qu'on  ex- 
prime, pour  le  champ  de  la  pesanteur,  en  disant  que 
tous  les  corps  tombent  avec  la  même  vitesse  dans  le 
vide,  ce  qui  veut  dire  qu'un  morceau  de  fer  et  un  mor- 
ceau de  cuivre,  par  exemple,  prennent  dans  le  vide  un 
mouvement  uniformément  accéléré  dont  l'accélération 
est  la  même. 

Ceci  posé,  plaçons-nous  dans  nu  champ  déterminé 
d'ailleurs  quelconcpie,  et  suspendons  différents  points 
matéiiels  à  l'extrémité  de  notre  ressort  gradué.  Nous 
dirons  que  ces  points  ont  des  masses  égales,  s'ils 
donnent  au  ressort  la  même  flexion.  II  est  aisé  de  voir 
que,  si  deux  points  matériels  amènent  la  même  flexion 
dans  un  certain  champ,  ils  amèneront  une  même  flexion, 
quoique  différente  de  la  première,  dans  tout  autre 
champ;  en  elïet,  les  flexions  indiquent  des  forces  que 
nous  avons  vues  ètie  proportionnelles  aux  accélérations, 
et,  puisque  les  accélérations  sont  les  mêmes  dans  \\n 
même  champ  pour  tous  les  points  matériels,  si  la  flexion 
est  la  même  pour  deux  points  dans  un  certain  champ, 
elle  sera  la  même  dans  tout  autre  champ.  De  la  défini- 
lion  de  deux  masses  égales  résulte  la  délinilion  d'une 
masse  double,  triple,  ...  d'une  autre.  Une  masse  sera 
double,  pai"  exemple,  d'une  autre,  si  elle  donne  dans 
tout  chamj)  une  déformation  correspondant  à  une  action 
statique  double.  Nous  sommes  donc  ainsi  conduit  à 
attribuer  aux  différents  points  matériels  M,  M',  .  .  .  des 
coefficients  m,  /;/',  ..  .  que  nous  a])pellerons  les  masses 
de  ces  points;  c'est,  pour  le  moment,  un  système  de 
nombres  proj)orliointels. 
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8.  11  résulte  de  tout  ce  qui  précède  que,  dans  un 
même  champ,  les  forces  agissant  sur  deux  masses  iné- 
gales sont  proportionnelles  à  ces  masses.  D'autre  part, 
les  Ibrces  agissant  dans  diflerents  champs  sur  un  même 
point  matériel  sont  proportionnelles  aux  accélérations 
des  mouvements  produits.  On  en  conclut  que,  dans  deux 
champs  d'accélérations  y  et  y'  et  pour  deux  points  de 
masses  m  et  m',  les  forces  F  et  F'  sont  propoi  tionnelles 
aux  produits  wy  t^t  /n'v'.  Nous  avons  donc 

F         m  Y 

F'  "^  w^'  ■ 

On  peut,  pour  un  point  déterminé  M',  prendre 
F'=  tn'(  \ 

on  aura  alors,  pour  tout  autre  point, 
F  =  /«Y, 

c'est-à-dire  que  le  nombre  mesurant  la  force  est  égal  au 
produit  du  nombre  m  mesurant  la  masse  par  le  nombre 
mesurant  l'accélération. 

Si  l'on  prend  en  particulier  le  champ  de  la  pesanteur, 
dans  un  lieu  déterminé,  à  Paris  par  exemple,  la  force 
du  champ  sur  un  point  de  masse  m  peut  être  prise 
égale  au  poids  de  cette  masse;  on  écrira  donc 


g    désignant    l'accélération    de     la    pesanteur    à    Paris 
{g=  9™»8i  évalué  en  mètres). 

9.  Pour  avoir  des  évaluations  numériques  de  forces 
ou  de  masses,  il  faut  avoir  fait  choix  d'un  système 
d'unités.  Un  tel  système  peut  être  pris  arbitrairement, 
pourvu  cpjc  le  nombre  mesurant  la  force  soit  égal  au 
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produil  du  nombre  mesurant  la  masse  par  le  nombre 
mesurant  l'accélération.  On  prend  généralement  comuie 
unité  de  temps  la  seconde  de  temps  moyen.  En  Méca- 
nique appliquée,  le  mètre  est  le  plus  souvent  pris  pour 
unité  de  longueur  et  l'unité  de  force  est  le  kilogramme- 
force,  c'est-à-dire  le  poids  à  Paris  d'une  masse  étalon 
de  platine  déposée  aux  Aicliives.  Dans  ces  conditions, 
il    est   facile  de    trouver  ce   que   sera    la    masse    unité; 

puisque 

P 

m  =  -  5 

ce  sera  la  masse  d'un   point   matériel  qui  pèse  à  Paris 

En  Physique  générale,  on  a  préféré  un  autre  système. 
L'inconvénient  du  système  précédent  est  que  riiniléde 
force  (kilogramme-force)  (îst  une  quantité  dont  la  dé- 
linition  exige  l'indication  d'un  lieu  déterminé.  La  masse 
d'un  corps,  qualité  physique  inhérente  à  ce  corps,  se 
trouve  alors  représentée  par  des  nombres  diflférents 
suivant  que  le  kilogramme-force  se  trouve  rapporté  à 
un  lieu  ou  à  un  autre  de  la  Terre. 

Le  système  usité  en  Physique  est  le  système  dit  C. G. S. 
L'unité  de  longueur  est  la  longueur  du  centimètre. 
L'unité  de  masse  est  la  masse  du  gramme,  c'est-à-dire 
la  masse  de  la  millième  partie  de  l'étalon  de  platine  (jui 
représente  le  kilogramme.  D'après  la  formule 

F  =  m-,', 

on  voit  que  l'on  aura  F  =  i ,  si  jh  =  i  et  v  =  i  .  L'unité 
de  force,  c'est-à-dire  la  force  représentée  par  un,  est  la 
force  agissant  sur  la  masse  d'un  gramme  dans  un  champ 
dont  l'accélération  est  égale  à  un  centimètre.  Celte 
unité  de  force  s'appelle  une  dyne.  11  est  facile  de  trouver 
le  rap[)orl  entre  la  dyne  et  le  [)oids  du  gramme  à  Paris. 
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Ou  a,  d'après  la  formule  fondamentale, 

Poids  du  gramme  à  Paris  =  981  dynes         (puisque  m  =  i). 
Donc  la  dyne  vaut  à  peu  près  1"'^  à  Paris. 

10.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  des  champs 
de  forces  constantes.  Quand  un  point  n'est  pas  animé 
d'un  mouvement  à  accélération  constante,  que  pouvons- 
nous  regardt;r  comme  étant  la  force  agissant  sur  lui? 
Soient  ]M  la  position  du  mobile  de  masse  m  au  temps  t 
sur  sa  trajectoire  et  p»  sa  vitesse  à  cet  instant;  soit  de 
plus  M'  sa  position  au  temps  t  +  A/.  Nous  allons  cher- 
cher quelle  force  constante  devrait  agir  sur  le  point  r?i 
placé  en  JNI  au  temps  t  avec  la  vitesse  u  pour  qu'il  se 
trouve  en  IM'  au  temps  t  +  Ai.  Rappelons-nous  une  des 
définitions  de  l'accélération  :  si  l'on  porte  sur  la  tan- 
gente en  M  dans  le  sens  du  mouvement  une  lon- 
gueur MM"  égale  à  t^  Af,  le  vecteur     ,     a  pour  limite 

l'accélération.  Or,  si  nous  considérons  une  force  con- 
stante agissant  sur  le  point  M  partant  du  repos,  le  point 
décrira  pendant  le  temps  Ai  un  segment  de  droite  MN 
dans  la  direction  de  la  force,  et  en  appelant  y  l'accélé- 
ration correspondant  au  champ  constant,  on  aura 

MN=-y.\t  ou         '!  =  ^=Y' 

'^  m' 

la  force/* sera  égale  à  jny  et  la  direction  du  champ  sera 
celle  de  MN.  D'autre  part,  d'après  le  second  principe, 
on  obtiendra  la  position  du  point  au  temps  t.  -h  A/,  en 
transportant  le  segment  ININ  parallèlement  à  lui-même 
de  manière  que  M  vienne  en  M";  on  en  conclut  de  suite 
que  MN  est  égal  et  pai-allèle  à  M"M'.  Si  nous  considé- 
rons maintenant  le  mouvement  léel  du  point  comme  la 


(  I^  ) 

limite  d'une  succession  de  mouvenienls  (iiscontinus  ana- 
logues à  celui  que  nous  venons  d'envisager  pendant  le 
temps  très  petit  It,  nous  serons  tout  naturellement 
conduit  à  regarder  comme  représentant  la  force  au 
temps  î  la  limite  de  la  forcée".  En  désignant  donc  par  (F) 
l'accélération  de  M  au  temps  t,  et  en  désignant  par  (F) 
la  force,  on  aura  l'égalité  géométrique  fondamentale 

(F)  =  (,nr). 

Le  vecteur  qui  représent(>  la  force  ne  dififère  donc  du 
vecteur  qui  représente  l'accélération  qne  par  le  facteur 
positif  m.  En  désignant  par  X,  Y,  Z  les  composantes  de 
la  force,  on  aura,  d'après  l'égalité  précédente 

^  '  df^  df^  '  dV- 

11.  Il  peut  sembler  au  premier  abord  que  les  égalités 
précédentes  déjinissent  tout  simplement  X,  Y,  Z,  et  l'on 
peut  se  demander  quel  intérêt  elles  présentent.  Elles  ne 
seront,  en  effet,  utiles  pour  renseigner  sur  le  mouve- 
ment du  point  m  et  permettre  de  prédire  ce  mouvement, 
que  si  l'on  connaît  autrement  que  par  ces  égalités 
mêmes,  X,  Y,  Z.  Indiquons  immédiatement  quelques 
exemples  simples  pour  fixer  les  idées  sur  ce  point 
capital. 

Voici  d'abord  un  premier  cas  où  l'identité,  par  nous 
admise,  entre  les  points  de  vue  statique  et  dynamique, 
montre  l'importance  des  formules  précédentes.  Suppo- 
sons que  nous  ajons  affaire  à  un  champ  de  force  où  la 
force  puisse  être  mesurée  statiquement  à  un  instant 
quelconf|ue  et  se  trouve  être  seulement  une  fonction 
des  cooi données  (.r,  y,  z)  du  point  m.  Nous  pourrons 
alors  dans  (i)  regarder  X,  Y,  Z  comme  des  fonctions 
connues  de  x,  y,   z,  et  l'intégration  du   système  (i), 
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pour  une  posilioii  initiale  donnée  et  une  vitesse  initiale 
donnée,  nous  donnera  le  mouvement  du  point  corres- 
pondant à  ces  données  initiales.  Ainsi,  pour  prendre  un 
exemple  liés  simple,  soit  un  point  placé  à  l'extrémité 
d'un  ressort.  Le  point  se  trouve  à  l'origine  sur  Taxe  Ox, 
quand  le  ressort  est  à  l'état  naturel .  On  (end  le  ressort; 
l'expérience  montre  que  la  foice  à  appliquer  au  point 
pour  le  maintenir  en  équilibre  est  proportionnelle  au 
déplacement,  c'est-à-dire  que  la  force  exercée  par  le 
ressort  sur  le  point  est  représentée  par  —  [Ji.r  ([Jt.^  o). 
On  a  donc  l'équation  dilTérentielle 


'dn 
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dont  l'intégration  fait  connaître  le  mouvement  du  point. 
En  posant  —  =  A-,  on  aura  l'équation 

dont  l'intégrale  générale  est 

X  =  A  coskt  H-  B  sinA7, 

A  et  B  étant  des  constantes  arbitraires.  Supposons  que 
le  point  soit  abandonné  au  temps  /  =  o  sans  vitesse  ini- 
tiale à  la  distance  a  de  l'origine.  On  devra  avoir 

d.r 
X  =  a,        -y-  =  o         pour         /  =  o, 

ce  qui  détermine  immédiatement  tes  constantes  A  et   13 
A  =  «,        B  =  o, 

et  l'équation  du  mouvement  est 

X  =  a  cosAt. 


(  »4  ) 

12.  Il  peut  arriver  que  X,  Y,  Z  puissent  être  déter- 
minées dans  d'aulres  conditions  en  fonction  de  x,jk  et  z. 
Supposons  que  l'on  ait  un  champ  dans  lequel  on  ait 
observé  des  mouvements  particuliers,  et  que  les  valeurs 
de  X,  Y,  Z  déduites  des  équations  (i)  puissent,  pour 
ces  mouvements  particuliers,  être  mises  sous  la  forme 
de  fonctions  déterminées  de  x,y,  z.  On  pourra  admettre 
qu'il  en  est  ainsi  pour  tous  les  mouvements  se  produi- 
sant dans  le  champ,  et  alors  l'intégration  des  équa- 
tions (i)  donnera  le  mouvement  dans  tous  les  cas 
possibles.  Nous  verrons  bientôt  que,  en  partant  du 
mouvement  des  planètes  satisfaisant  aux  lois  de  Kepler, 
c'est-à-dire  de  certains  mouvements  particuliers,  Newton 
a  été  conduit  à  la  loi  de  la  gravitation  universelle 5  c'est 
là  un  exemple  de  la  circonstance  qui  vient  d'être  in- 
diquée d'une  manière  générale. 

13.  D'autres  circonstances  peuvent  encore  se  pré- 
senter. On  est  conduit  quelquefois  à  regarder  dans  les 
équations  (i)  les  composantes  X,  Y,  Z  de  la  force 
comme  fonctions  non  seulement  de  x^y\  z,  mais  aussi 

T     dx     dy     dz     -,,  ,    .  , 

de  -1-  }  -^,  -r-'  11  est  clair  que, .dans  ce  cas,  ce  ne  seront 
dt     dt     dt  T      ' 

pas  des  expériences  statiques  préliminaires  qui  pourront 
nous  faire  connaître  X,  Y,  Z.  Ce  ne  pourront  être, 
comme  au  paragraphe  précédent,  que  des  observations 
dynamiques.  Un  exemple  en  est  fourni  par  l'étude  du 
mouvement  d'un  projectile  dans  l'air.  Il  y  a  une  résis- 
tance de  l'air  sur  laquelle  nous  ne  savons  rien  a  priori. 
Je  suppose  (]u'un  grand  nombre  d'expériences  aient  été 
faites;  la  photographie  instantanée  permet  de  savoir 
dans  quelles  conditions  le  point  parcourt  sa  trajectoire. 
On  peut  donc  regarder  comme  connues  la  vitesse  et 
l'accélération  à  chaque  instant;  de  là  se  déduisent,  par 
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les  équalions  (i)  elles-mêmes,  les  valeurs  de  X,  Y,  Z 
eu  dehors  de  la  pesanteur  et  par  conséquent  la  résistance 
de  l'air.  On  constate  alors  que,  dans  certaines  conditions 
de  grandeurs  de  la  vitesse,  cette  résistance  est  une  cer- 
taine fonction  de  la  vitesse.  Le  résultat  acquis  dans  ces 
expériences  déterminées  est  regardé  (entie  les  mêmes 
limites  de  grandeurs  des  vitesses)  comme  général,  et 
le  mouvement  de  tout  point  ni  peut  être  obtenu  par 
Tintégration  du  système  (i),  dans  lequel  on  a  rem- 
placé X,  Y,  Z  par  des  expressions  fonctions  connues 
de  la  vitesse. 

14.  Des  cas  de  nature  différente  de  ceux  que  nous 
venons  d'examiner  se  rencontrent  encore  dans  la  dyna- 
mique du  point  matériel.  Le  point  peut  être  assujetti  à 
certaines  liaisons,  à  rester,  par  exemple,  sur  une  surface. 
Par  le  fait  de  cette  liaison,  une  certaine  force  se  trouve 
agir  sur  le  point;  ce  sera  encore  à  l'expérience  à  faire 
connaître  certaines  propriétés  de  cette  force  de  liaison, 
de  façon  que  le  système  des  trois  équations  (i)  achève 
de  la  déterminer  en  même  temps  qu'elles  permettent  de 
déterminer  le  mouvement  du  point  sur  la  surface. 

Ces  divers  exemples  suffisent  pour  donner  une  pre- 
mière idée  de  la  véritable  signification  des  équations  (i). 
On  la  comprendra  mieux  encore  par  l'étude  des  divers 
problèmes  que  nous  allons  bientôt  traiter. 

;  15.  Nous  terminerons  en  donnant  quelques  défini- 
"  lions  relatives  au  travail  iV une  force.  L'ascension  d'un 
poids  exige  un  certain  travail:  celui-ci,  économique- 
ment, est  proportionnel  au  produit  du  poids  P  à  sou- 
lever par  la  hauteur  H;  nous  prendrons  donc  pour 
expression  du  travail  le  produit  PII.  On  prend  en  Méca- 
nique appli(iuée,  comme  unité  de  travail,  le  kilograin- 
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mètre;  c'est  le  travail  correspondant  à  l'élévation  d'un 
kilogramme  à  Paris  à  la  hauteur  d'un*  mètre.  Si  P  est 
évalué  en  kilogrammes  et  H  en  mètres,  le  produit  PH 
représentera  des  kilogramnièlres.  Quelles  fjue  soient  les 
machines  employées,  quel  que  soit  le  genre  de  travail 
qu'elles  accomplissent,  ce  travail  peut  toujours  être 
assimilé  à  celui  d'un  poids  soulevé  à  une  certaine  hau- 
teur et  peut  par  conséquent  être  évalué  en  kilogram- 
mètres. 

Dans  le  système  C.G.S.,  l'unité  de  travail  s'appelle 
Verg.  L'erg  est  le  travail  accompli  par  une  djne,  le 
chemin  parcouru  étant  i*^".  On  obtient  l'expression 
d'un  travail  en  ergs,  en  multipliant  la  force  exprimée 
en  dynes  par  le  chemin  parcouru  exprimé  en  cen- 
timètres. Exprimons  en  ergs  le  kilogrammètre.  Le 
gramme -force  vaut  981  dynes;  donc  le  kilogramme- 
force  vaut  981000  dynes.   Par  suite 

le  kilogrammètre  =  981000  X  100  ergs  =  98100000  ergs, 

ce  qui  peut  encore  s'écrire 

=  g,8i  X  lo''  ergs. 

On  voit  donc  que  l'erg  est  une  très  petite  fraction  du 
kilogrammètre;  aussi  n'emploie-t-on  pas  en  Physique, 
comme  unité  pratique  de  travail,  l'erg  qui  est  trop  petit, 
mais  l'erg  multiplié  par  lo"  ;  cette  unité  pratique  s'ap- 
pelle an  joule.  D'après  l'égalité  précédente,  i  joule 
est  égal  à  i  kilogrammètre  divisé  par  9,81;  c'est  donc 
environ  -^  du  kilogrammètre. 

La  notion  de  travail  ne  suffit  pas,  à  elle  seule,  pour 
faire  connaître  d'une  manière  complète  les  propriétés 
d'une  machine,  car  la  question  de  temps  n'y  joue  aucun 
rôle.  On  appelle  puissance  mécanique  la  quantité  de 
travail  pendant  une  seconde.  J^'industric  a  adopté  pour 


unité  de  puissance  le  cfieval-vapeur.  I^e  cheval-vapeur 
correspond  à  un  travail  de  ^5  kilogrammètres  par 
seconde.  Eu  Phvsiquc  et  dans  les  industries  électriques, 
l'unité  pratique  de  puissance  mécanique  correspond  au 
travail  de  «/t  joule  par  seconde;  on  l'appelle  un  watt.  Le 
kilowatt,  qui  vaut  looo  watts,  est  très  usité.  Exprimons 
un  cheval-vapeur  en  kilowatts:  un  cheval-vapeur  corres- 
pondant à  y5  kilogrammètres  correspond  à 

7")  >:  9,81  joules  ; 
il  est  donc  égal  à 

7">  X  9,8(  watts, 
c'est-à-dire  à 

0,07")  X  9,81  kilowatts. 

On  peut  dire  que  le  cheval-vapeur  vaut  à  peu  près|  de 
kilowatt. 
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SIK  LE  DÉPLACE1IE\T  D'L\E  FIGLUE  SOLIDE; 

Par  m.   Gh.   MÉRAY, 

Professeur  à  {"Université  de  Dijon. 


1.  La  |)ropriété  de  tout  déj)lacenient  d'une  figure 
solide  de  pouvoir  être  réalisé  par  une;  translation  et 
une  rotation  successives,  dont  la  direction  et  l'axe  sont 
parallèles  quand  leurs  amplitudes  ne  sont  nulles  ni 
l'une  ni  l'autre,  est  un  fait  aussi  simple  qu'il  est  capital 
en  Cinématique.  En  y  revenant  [)ar  hasard,  j'ai  donc 
été  étonné  de  nen  trouver  partout  que  des  démonstra- 
tions émiettées  sur  des  cas  particuliers  artificiellement 
séparés,  constituant  pour  le  plus  général  une  progres- 
sion de  raisonnements  détournés,  laissant  des  vues  peu 
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nelles,   et  je   proposerai    la  méthode  suivante  qui  me 
semble  directe  et  plus  intuitive. 

2.  Ajant  d  abord  rappelé  l'axiome  consistant  en  ce 
que  deux  figures  solides  égales  entre  elles  sont  super- 
])osées  dans  toutes  leurs  parties  dès  que  trois  points 
non  en  ligne  droite  dans  V une  ont  été  amenés  à  coïn- 
cider respectivement  avec  leurs  homologues  dans 
rautre,  ja  nommerai  a  {fig-  i)  la  position  initiale  d'un 
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point  quelconque  de  la  figure  qui  s'est  déplacée,  a'  sa 
position  finale,  b  le  point  de  la  première  position  de 
la  figure  avec  lequel  se  confond  le  point  «'  de  sa  seconde, 
puis,  de  même,  h'  la  position  finale  de  b,  c  le  point  de 
la  première  position  avec  lequel  b'  se  confond,  c'  la 
position  finale  de  c,  enfin  d  et  d'  les  positions  initiale 
et  finale  du  point  de  la  figure  coïncidant  primitivement 
avec  c' .  Comme  le  dé[)lacemeiit  de  toute  la  figure  amène 
sa  paitie  abcd  sur  a  b'c' d\  la  ligne  brisée  abcdd'  (ou 
bien  encore  aa' b' c'd' )  est  régulière,  en  ce  sens  que  ses 
côtés  aa' ^  bb' ,  cc\  dd'  sont  tous  égaux  entre  eux,  aiiîsi 
(pie  leurs  angles  plans  de  sommets  b  (ou  a'),  c  [on  //), 
d  (Ou  c')  et  aussi  cpie  les  angles  dièdres  abcd,  a' b'c'd'. 
Il  V  a  mainlrnai.il  à  distinguci-  les  (-as  suivants. 


(  -9  ) 
3.  Les  (fuatre  points  «,  h,  c,  d  tic  sont  pas  clans  un 
même  plan,  cas  auquel  il  eu  est  de  même  pour  a\  h\  c\  d' 
puisque  ces  deux  figures  soûl  égales,  excluaul  celui  où 
trois  cousécutifs  de  ces  ciuq  points  seraieut  eu  ligue 
droite  et  cet  autre,  à  plus  forte  raison,  où  deux  cousé- 
cutifs coïucideraieut. 

I.   Deux  demi-droites  pm^  p'  m'  (  fi  g.  ■?.'),  ayant  pont- 


plus  courte  distance  le  segment  pp'  compris  entre  leurs 
origines,  forment  une  figure  qui  admet  pour  axe  de 
symétrie  la  bissectrice  orj  de  l'angle  '/-wit'  compris 
entre  les  parallèles  totji,  oj|j.'  menées  à  pni^  p' m'  par  le 
milieu  co  de  pp  .  Si,  en  outre,  les  points  m,  m'  p/is  sur 
ces  dend-droites  sont  tels  (pie  les  angles  pmni' ,  p' m' m 
soient  égaux,  ils  sont  symélricpies  par  rapport  à  l'axe 
dont  il  s'agit;  en  particulier,  cet  axe  coïncide  ai'ec  cor,, 
droite  joignant  les  milieux  de  pp'  et  de  mm' . 

1°  Le  plan  u.(o;j.',  parallèle  aux  deux  droites  yjm,y>' m' 
à  la  fois,  est  perpendiculaire  à  leur  plus  courte  dis- 
tance/?/>';  la  Lisseclrice  (i)'j  qui  ap[)articnt  à  ce  plan 
jouit  donc  de  la  même  propriété,  et,  coiuiue  elle  est 
axe  de  symétrie  pour  les  demi-droites  wa,  o)-/,  la  ligure 
pm p' m'  se  réapplique  sur  elle-même  eu  p' m' pm^  a[)rès 
une  rolal  ion  d'un  demi-tour  exécnh'e  autour  de  l'axe  urj  : 
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car  p  \i<'iil  en  p'  et  />'  en  />,  parce  (jue  mn  =  top'  el  que 
la  droite  pi>>p'  est  une  perpendiculaire  à  l'axe,  et  les 
demi-droites  pm^  p' m!  viennent  en  p' m\  pni  à  cause  de 
ceci  et  de  ce  que  les  parai lèles  wijl,  cou.'  aux  premières 
viennent  en  totj».',  tou.  parallèles  aux  dernières. 

2"  L'égalité  des  angles /;w77i',  p'm'm  entraine  évidem- 
ment celles  de  ;j.|  (.o/zi),  jj-'w/?/,,  angles  formés  respecti- 
vement avec  oJ^Mj  (Jemi-droite  opposée  à  wu.,  et  cojjl', 
par  co/y;,,  parallèle  menée  par  (o  à  l'une  ou  à  l'autre  des 
directions  de  muî .  Cette  droite  (ow,  est  donc  située 
dans  le  plan  mené  perpendiculairement  à  celui  de 
l'angle  [jl,io|/  par  la  bissectrice  co«  de  cet  angle,  c'est- 
à-dire  dans  le  j)lan  mené  par  to  perpendiculaireuienl 
à  l'axe  co'j,  puisque  la  bissectrice  extéiieure  to«  de 
l'angle  aojui'  est  perpendiculaire  sui*  l'autre  (o-j.  La 
droite  /;/Wi'  est  donc  située  dans  quelque  plan  perpen- 
diculaire aussi  à  l'axe  tou,  et  les  points  /h,  /«'  sont 
symétriques  puisqu'ils  sont  ainsi  les  intersections  des 
droites  symétriques  pm,  p' m'  par  un  plan  symétrique  à 
lui-même. 

IL  Maintenant  {Jîg-  i),  nous  mènerons  les  bissec- 
trices des  angles  abb\  bec',  cdd',  en  remarquant  que 
deux  consécutives  ne  peuvent  être  dans  un  même  plan 
à  cause  de  l'hypothèse  caractérisant  le  cas  (jue  nous 
traitons,  et  que  les  demi-angles  découpés  par  elles  dans 
les  angles  A,  r,  d  sont  tous  égaux  entre  eux  ainsi  que  ces 
derniers  le  sont  les  uns  aux  autres.  JNous  construirons 
ensuite  les  perpendiculaii  es  communes  [ij^',  yy'  aux 
deux  premières  bissectiices  et  aux  deux  dernières,  per- 
pendiculaires dont  la  complète  détermination  de  cha- 
cune assure  l'égalité  des  (juadrilatères  gauches  èc^y, 
^'c'|3'v',  puis  nous  joindrons  les  milieux  //,  u  des  seg- 

UM'IllS    bc,     ,J"'. 
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La  sviuéuie  par  rapport  à  «  u ,  du  quadriialèrc 
gauche  /'cj^y,  aux  angles  droits  ^,  y,  aux  angles 
égaux  &,  c  (1)  donne  cY  =  è[3,  puis  =è'P'  à  cause 
de  légalité  des  quadrilatères  6c ^y,  è'c'^'y',  et  les 
points  (3'.  Y  coïncident  forcément,  puisque  b'  et  c  ne  sont 
que  deux  notations  d'un  même  point.  La  même  égalité  de 
ces  deux  quadrilatères,  combinée  avec  cette  circonstance 
que  le  premier  peut  être  réappliqué  sur  lui-même 
en  cbYi^  f«  cause  de  sa  symétrie  absolue  par  rapport  à 
l'axe  u'j  {loc.  cil..),  entraine  celle  des  fignres  Z»'c'(3'y', 
cZ»y,j  et  par  suite  leur  superposition  complète  après  une 
demi-révolution  de  la  première  autour  de  h' 9J  pris  pour 
axe;  car  alors  les  trois  points  Z>',  ^',  c',  non  en  ligne 
droite  dans  la  première,  tombent  en  c,  y,  b  (les  deux 
premiers  restant  en  réalité  immobiles)  parce  que  l'on  a 
b'c'=cb  et  que  la  bissectiice  b' fj  (notée  encore  cy) 
est  un  axe  de  symétrie  pour  l'angle  bec'  (2).  En  parti- 
culier, l^'v'  se  superpose  à  y^,  d'où  la  conséquence  que 
le  segment  [ii'y'  égal  à  [iy  est  aussi  son  simple  prolonge- 
ment. 

Dans  le  déplacement  de  la  figure  considérée,  la 
droite  ^y^'y'  ne  fait  donc  que  se  réappliquer  sur  elle- 
même,  puisque  deux  de  ses  points  distincts  |j,  y  viennent 
tomber  en  [j',  y'  que  nous  venons  de  voir  appartenir  à 
la  même  droite,  et  le  déjjlaceinent  en  question  peut 
é\ndeminenL  être  réalisé  par  une  translation  de  direc- 
tion parallèle  à  celle  droite  et  d'amplitude  ^[3',  suivie 
ou  précédée  d'une  rotation  autour  de  cette  même 
droite,  capable  d'amener  le  plan  b[ir  en  /^'[i'y'- 

On  lemarquera  que  tous  les  points  de  la  fignre  se 
déplacent,  car  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe  mené 
par  l'un  quelconque  d'entre  eux  se  transporte  delà  lon- 
gueur Î^Jj',-^  o  dans  la  direction  de  cet  axe. 

Si,  |)ar  les  moyens  iudi(juf''s  pour  la  tracer,  on  pro- 
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lonse  dans  les  deux  sens  et  indéfiniinen-t  la  ligne  hrisée 
gauelie  régulière  ahcâd\  on  constatera  immédiatement 
qu'elle  est  inscrite  dans  une  hélice  avant  l'axe  pour 
âme,  et  que  le  déplacement  étudié  correspond  à  la  réap- 
plicatiou  de  cette  ligne  hélicoïdale  .  .  .  ahcd  .  .  .  sur 
elle-même  eu  ...  a' h' c' d' .  .  .  .  De  cette  ohservatiou  ou 
conclurait  facilement  que  les  hélices  sont  les  seules 
lignes  gauches  qui  soient  susceptibles  de  glisser  indéfini- 
ment sur  elles-mêmes. 

-4.  Les  (jualye  points  a^  Z»,  c,  d  sont  dans  un  même 
plan,  mais  non  en  ligne  droite,  cas  auquel  n\  Z»',  c',  d' 
sont  sur  le  même  plan,  excluant  celui  où  deux  consé- 
culifs  de  ces  cinq  points  coïncideraient. 

Nos  trois  bissectrices  {Jig,-  3)  tombent  dans  le  même 


plan,  et  les  choses  restent  les  mêmes  que  ci-dessus 
(3,  II),  à  cela  près  que  |i,  y,  y'  se  confondent  en  un 
seul  point  o,  pied  sur  le  même  plan  d'une  perpendicU' 
laire  identique  à  la  perpendiculaire  commune  à  ces 
trois  droites.  L! amplitude  de  la  Iranslaùon  est  nulle,, 
et  le  déplacement  peut  être  réalisé  par  une  simple 
rotation  ayant  toujours  pour  axe  cet  te  perpendiculaire 
commune,  auec  une  aniplitude  capable  d'amener  oh 
en  ob\ 

Il  est  évident  que.  sauf  ceux  de  l'axe,  naturellement 
immobiles,  tous  les  autres  points  de  la  figure  se  dé- 
placent. 
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o.  Les  trois  points  a.  b,  c  sont  en  ligne  droite,  mais 
a,  h  ne  coïncident  pas,  ni  par  suite  b,  c. 

Un  point  quelcoiuiue  de  la  iigiire  se  déplace  néces- 
sairement alors,  car  la  droite  ab  {Jîg.  4)  se  réapplique 


sur  elle-iuènie  en  a' b'  et  tout  plan  perpendiculaire 
subit  évidemment  une  translation  d'amplitude  aa' ^^  o 
dans  le  sens  de  cerie  même  direction  aa! .  Soient  ensuite 
m  un  point  étranger  A  la  droite  ab,  et  m'  sa   position 

finale. 

Si  na\  mm'  ne  sont  pas  dans  un  même  plan,  la  con- 
struelion,  à  partir  de  m,  d'une  ligne  brisée  mnpqq'  ana- 
logue à  la  ligne  abcdd'  du  n"  2  montrera  que  cette  ligne 
est  gauche  et  que  l'on  se  retrouve  dans  le  cas  discuté 
au  n°  3,  11;  seulement  l'axe  de  rotation  et  de  glissement 
est  noté  ici  par  abc. 

Si,  au  contraire,  aa',  mm'  tombent  dans  un  mênie 
plan,  les  segments  am,  a' m'  ne  peuvent  manquer  de  s'y 
trouver  aussi,  et  (-omme  le  déplacement  amène  les  trois 
points  a,  b,  m.  non  en  ligne  droite,  en  a\  /»',  m',  les 
segments  am,  am'  sont  égaux  ainsi  que  les  angles  bam, 
b'a'm'.  W  s'ensuit  (jue  le  segment  mm'  est  parallèle  et 
égal  à  aa',  puis  que  le  déplacement  considéré  peut  être 
réalisé  par  une  simple  translation  de  mêmes  direction 
et  amplitude  que  ce  segment  aa  . 

6.   Les  points  a.  b  {ou  a')  coïncident.  —  Nous  con- 
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sidérerons  alors  un  autre  point  m  de  la  figure,  sa  posi- 
tion finale  //i',  et  nous  ferons  les  distinctions  suivantes  : 

J.  Le  point  m'  ne  coïncide  pas  avec  m.  —  En  con- 
struisant la  ligne  brisée  mnpqtf'  comme  il  a  été  expliqué, 
ci-dessus  (o),  ou  verra  immédiatement  qu'elle  est  plane, 
car  autiement  (3,  II)  tous  les  points  de  la  figure  se 
déplaceraient,  et  a'  ne  se  confondrait  pas  avec  a  (il 
ne  serait  pas  difficile  d'établir  ce  point  directement); 
en  outre,  ses  côtés  ne  peuvent  se  prolonger  les  uns  les 
autres,  car  les  points  ni^  n,  />,  </,  </',  tous  distincts,  en 
ligne  droite  et  en  nombre  >-  2,  seraient  éqnl distants 
d'un  même  point  a,  ce  qui  est  impossible.  On  retombe 
ainsi  sur  le  cas  d'une  simple  rotation  (4-);  l'axe  passe 
nécessairement  par  le  point  a  (ou  a'),  puisque  ce  point 
se  déplacerait  s'il  n'était  pas  sur  l'axe  (/Z»/c/.). 

II.  Le  point  ni'  coïncide  avec  m.  —  1°  Si  un  troi- 
sième point  A'  non  situé  sur  la  droite  ani  se  déplace,  on 
est  ramené  immédiatement  au  cas  précédent  (I),  et  cette 
nième  droite  est  l'axe  de  rotalion  puisque  deux  de  ses 
points  n.  ni  sont  immobiles. 

2"  Si  h  ne  se  déplace  j)as  non  plus,  il  en  est  de  même 
pour  la  totalité  de  la  figui-e  considérée,  puisque  ses  trois 
points  <7,  tn.  k  non  en  ligne  droite  demeurent  immo- 
biles (2j. 

7.  Les  considérations  précédentes  fourniraient  tout 
aussi  bien  une  solution  du  problème  : 

Trois  points  non  en  ligne  droite,  n,  e,  h,  étant 
donnes  ainsi  cpie  trois  autres  a',  e',  //  foi  niant  une 
figure  égale,  trouver  la  rotation  et  la  translation 
dont  l'exécution  successive  amène  le  triangle  aeh  en 
coïncidence  avec  n  e  h' , 
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Car  la  construction  facile  des  droites  a' ci!' ,  é e!' ,  h' h" , 
placées  relativement  au  triangle  a'e'h' comme  au',  ee', 
hh'  le  sont  respectivement  par  rapport  au  triangle  abc, 
donne  les  trois  angles  rectilignes  aa'a",  ee'e\  hh' h"  àonl 
la  discussion  conduit  rapidement  au  hut.  Par  exemple, 
si  deux  de  ces  angles  sont  propres,  il  y  a  une  rotation 
dont  l'axe  est  immédiatement  fourni  par  la  perpendicu- 
laire commune  à  leurs  bissectrices;  etc.  Mais  je  me 
bornerai  A  cette  indication  en  laissant  de  côté  d'autres 
artifices  plus  expéditifs  dans  certains  cas  particuliers. 


m  mmmi  au  coloxel  mamheim. 


Un   émouvant   liommage,    sans    précédent   à   l'Ecole 
Polytechnique,  y  a  été  rendu  le  i4  décembre  dernier  a 
M   lecolonelMannheim,  récemment  admis  à  la  retraite 
comme  professeur  du  Cours  de  Céométrie.  11  s'agissait 
de  la  remise  au  regretté  professeur  d'un  souvenir  otlert 
par  l'École  Polytechnique  :  la  cérémonie  qui  a  eu  lieu 
à  cette  occasion,  dans   le  grand  amphithéâtre  de  phy- 
sique, sous  la  présidence  du  Ministre  de  la  Guerre,  a 
été  véritablement  imposante  et  touchante;  elle  a  ete  en 
l'honneur  du  très  éminent  géomètre  une  vraie  manifes- 
tation à  laquelle  se  sont  associés  un  grand  no.nbre  de 
généraux,  de  membres  de  l'Institut  et  d'anciens  élevés 
de  l'École.  Le  général  Debatisse,  commandant  1  Lcole, 
a  pris  le  premier  la  parole  pour  retracer  en  excellents 
termes  la  carrière  militaire  de  M.  Mannheim  et  rappeler 
les  services  qu  il  a  rendus  à  l'Armée  par  ses  ingénieuses 
découvertes  commencées  alors  qu  il  était  encore  sous- 
lieutenant   élève    d'Artillerie    h    Met/..    M.    Mercadier, 
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dirccleur  des  Eludes,  a  dit  ensuite  ce,  qu'avait  été  la 
carrière  du  professeur,  poursuivie  sans  interruption 
pendant  /{i  ans.  ]M.  Rouclié  a  apprécié  les  Travaux 
scientiliques  du  savant  et  l'a  ijloriiié  de  la  création  de 
la  Géométrie  cinématique,  merveilleux  instrument  dont 
M.  Mannlieim  a  su  tirer  de  si  élégantes  méthodes.  Enfin, 
le  major  des  élèves  a  adressé  au  maître  les  adieux  de  ses 
derniers  élèves. 

Le  Ministre  s'est  levé  à  son  tour.  Sa  vibrante  allocu- 
tion a  été  accneillie  par  des  applaudissements  répétés, 
quand  il  a  dit  :  <(.  On  a  parlé  du  f^rand  mérite  de  celui 
(]ue  je  m'honore  d'avoir  compté  au  nombre  de  nies 
maîtres,  il  ne  faut  pas  oublier  non  plus  jusqu'à  quel 
point  il  a  été  homme  de  (  œur.  »  Les  bravos  ont  couvert 
la  voix  du  général  André. 

Le  colonel  Mannlieim,  très  ému,  a  enfin  remercié  les 
souscripteurs  du  témoignage  bienveillant  qui  lui  était 
apporté.  11  a  terminé  par  quelques  conseils  d'une  haute 
élévation  :  ((  C'est  la  dernière  fois,  a-t-il  dit  mélanco- 
liquement, <jue  je  parle  dans  cette  enceinte  :  j'en  profite 
pour  adjurer  les  élèves  de  continuer  à  travailler  pour  le 
bon  renom  de  notre  grande  Ecole,  pour  celte  institution 
dont  la  prospérité  contribue  directement  à  la  gloiie  de 
la  Patrie.  » 

L'amphithéâtre  n'a  jamais  dû  retentir  d'applaudis- 
sements plus  entbousiasles.  Tous  les  anciens  élèves  de 
l'Ecole  s'y  associeront  de  grand  cœur,  car  le  colonel 
Mannlieim,  si  sympathique  à  tous,  est  de  ceux  qu'on 
n'a  pu  approcher  sans  les  aimer;  son  dévouement  à  tout 
ce  qui  louche  à  l'Ecole  Polyteclini(|ue  ne  pouvait  rece- 
voir de  récompense  qui  lui  allât  |)lus  droit  au  cœur.  Elle 
est  le  couronnement  d'une  carrière  vouée  avec  le  plus 
complet  désinléi-esseaieut  à  la  Science,  que  M.  Man- 
nlieim aime  vraimenl  comme  un  artiste  aime  son  art. 


'>-,  \ 
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Psiil,  ini(Mix  que  lui,  n'a  jamais  cultivé  la  Géomélrie 
poni"  sa  beauté  propre,  qu'il  met  si  harmonieusement 
eu  évidence  par  Félégance  de  sa  méthode  et  par  la 
concise  précision  de  sa  form(^  La  lecture  des  Principes 
et  développements  de  Géométrie  cinénuitique  procure 
de  réelles  sensations  esthétiques. 

La  Rédaction  de  ce  journal  s'associe  très  vivement 
aux  hommages  qui  vienneiit  d'être  rendus  au  colonel 
Mannheiui  ;  elle  ne  peut  oublier  que  l'éminent  géouiètre 
n'a  pas  cessé  depuis  bien  longtemps  d'être  un  des 
plus  fidèles  amis  des  Nouvelles  Annales,  et  elle  espère, 
d'ailleurs,  qu'il  leur  conlinuera  longtemps  encore  l'Iion- 
neur  de  sa  précieuse  collaboration. 

Nouvellement  admis  à  la  rédaction  de  ce  jouinal,  je 
suis  personnellement  lieureux  de  pouvoir  inaugurer 
mon  entrée  en  service  par  un  très  respectueux  salut 
à  celui  de  nies  anciens  maîtres  dont  la  bienveillance  a 
toujours  été  le  plus  ferme  appui  de  mes  modestes  tra- 
vaux. 

Pour  la  Rédaction  des  Nouvelles  Annales, 

Erjnesï  Dupoucq. 


[F2h] 

WTERPKÉTATIOi\  PAR  L'AIUE  D'll.\  SECTEUR  GAICHE 
DE  L'ARGUMENT  DES  FO^'CTION&  ^i 

Par  m.  g.  FONTKNÉ. 


Nous  emploierons  les  notations  du  Traité d'Halj^lieu,, 
qui  sont  celles  adoptées  dans  h;  Tableau  publié  par  les 
Nouvelles  Annales,,  sauf  que  Ton  a  conservé  o)  et  1.0^ 
au  li<,'u  de  w,  et  (0,3,;  dans  rexcellent  Opuscnle  de 
M.  Cil.  Henry,  les  rôles  des   indices    1  et  3,  sont  inter- 


(  ^8  ) 
vertis,  et  Ton  peut  le  regretter  au  poiiït  de  vue  de  la 
tradition.  Je  rappelle  que  l'on  a 

e'i)i "  a' (  (0/  —  u  )        e-'O ."  a' (  w,-  -+-  u) 

g'j  u  =  = • 

a'  (Jii  c  Wi 

Relativement  aux  fonctions  dn,  en,  sn,  on  a,  avec 

fi  — ''3=1. 

,  uo  II  j'i  II  G'K 

dn  U  =  — = — ,  en  u  =  ,  su  m  =  » 

C3  u  C3  »  s'a  J< 

et  les  périodes  de  ces  fonctions  qui  ne  donnent  pas  lieu 
à  des  semi-périodes  (quand  ou  les  regarde  comme  des 
fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce) 
sont  respectivement 

2t0,,       2Wj,       2103, 

les  fondions  étant  prises  dans  l'ordre  dn,  en,  sn.  On  a 
encore,  avec  ej  —  es  =  i  naturellement, 

/   Cl  u        . 

I    =  i     d  n  (> 

l    <j  u 

I   ^2  u        ,  . 

<    =  kl  cni>         {Il  —  wj  =  t;  ). 

ï   a"  u 

f  a'3M 
=  k    sn  i> 

On  a  d'ailleurs 

É-i— 63=1,  c 

I  4-  /c'2 


^3=A^ 

^1  —  «"2=  /c'-, 

3        ' 

3 

Les  formules  relatives  à  l'homogénéité  permettraient 
de  ne  pas  faire  l'iiypotlièse  r?,  ^ — ^3=  1  pour  les  fonc- 
tions d  auxquelles  on  lattache  dn,  en,  sn  (c'est  le  point 
de  vue  adopté  par  Halphen).  On  poserait  alors 

Cl—  e3=  M-.         e2—es=M-/x-,         . .  .  ; 


(  '^-O  ) 
la    quaiilité    M    est   appelée    imdùplicaleur .    J'ai    sup- 
posé  M  =  I ,    mais   il  peut  y   avoir  avantage  à   ne    pas 
faire  cette  hypotlièse. 

i.  Une  biquadratiqne  gauclie  qui  est  rintersection 
de  deux  quadriques  ayant  leurs  axes  suivant  Ox.  Oy, 
Oz  est  représentée  par  les  équations 

x"^  y'-  z'- 

où  nous  supposerons,  comme  on  peut  le  faire, 

<'!-+-  ^2-^63  =  o; 

si  l'on  représente  par  (Z»-,  c'-),  (c-,  a'-),  ( Vf-,  Z>'-)  les 
carrés  des  demi-axes  des  trois  coniques  qui  sont  les  pro- 
jections de  la  couibe  sur  les  plans jO 2,  sO.r,  .rOj^, 
on  a  : 

(    62= — '^-(e^_— e:i),  \    c-    =  —  Y' '''3 — "^i '•  (   <^'  = — a-(  Cj  —  e.,), 

(    c'-=       Y^<^2 — ^3),         (    a'2  =       oL^ie^ — ei  ),  {  h''^=       p-('<?: — «2  »• 

La   représentation  paramétrique   de    la   courbe    peut 
s'efTectuer  par  les  formules 

^  +  ^1  =  |t  +  ^2  =  ,^  -+-'';*  =  ,1'  «> 

la  fonction  pu  étant  celle  qui  répond  à  l'équation  dillé- 
rentielle 

J)'2=:   4  (p«_^,)  (pjf  _£..)(])«  —  ^3); 

x^  j)%  '  sont  des  fonctions  uniformes  de  /<,  et  l'on  a 


X       a",  Il 

y 

'^^_ii 
> 

ô            3'3« 

Y         0-  u 

X     Y   3 
p  II  ^—l-  ^    - 

a    p   Y 

dx             y 

îdii, 

1 

dy 

z   X 

du, 

Y  a 

dz            X    Y 

Si    A    est   un    point    ii\(;  de    la   couibe,    "SI   un    point 


(   -o   ) 
courant,    ou    a  pour   la   difTérentielIe   cIS  de   l'aire  co- 
nique AOM 

4  (  dS  /2  =(yds  —  ^  dy  )2  + .  .  . 

Donc,  sons  la  condition 

(i)  b'^c'--h  c-a- -^  a'-b'-=  o, 

ou  aura 

(9.  )  Il  —  i/o  =       ■  -—  =  •?■  i5, 

y/ —  (  eib^c--^  e^c-a'^-T-  e^a^b^ 

en  désignant  par  S  le  rapport  de  l'aire  S  à  celle  que  re- 
présente le  radical. 

i"  ylvec  "o  =  f»:  V Clive  est  comptée  depuis  une  direc- 
tion asyniptotique.  Comme  on  a 


on  peut  écrire 

a  =  y/«a'  e        -    jW],  .  .  ., 

et  les  iormulcs 

37    _    j  1  M    _    Cil"   J^OJi «  ) 

a  ■j  II  ^lOi  j'« 

devieniicDl 

■'■""-  V  ^ 
(3)     -7=-= — ^ — »  •••  (,H  =  2b). 
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2"    Avec   iio^=  t'^3  1   l'origine  des  ai/ es  est  dans  le 
plan  z  =  o.  Si  l'on  fait  alors 

ei  —  <?:t  =  I , 

ou  a  d'abord 

\   b  =  3 /a,  (   c    =  Y,  (    a   =  xA';', 

I   c'=-;/c,  \  a'  =  xi,         )   b'  =  p/c'; 

en  gai'dant  seulement  a',  Z»,  c',  la  condition  (i)  peut 
s'écrire  (en  vue  du  cas  de  dégénérescence  ^0=^3 
ou  A'  1=  o  ) 

(i  )  b^c--\ j-^ =  o, 

et  l'on  a,  en  posant  u  —  o);,  r=  v", 

—  =  i  (Int".  -^  =  /."/  cn(^  -  =  /:  sn  c, 

a  ■  ?  7 

ou  encore 

(3')  —,  =dn2S'  v  =cn'iS\  --,  =51126', 

a  b  c 

l'origine  des  aires  étant,  comme  on  l'a  dit,  dans  le 
plan  z  =  o. 

2.  Si  la  biquadratique  dégénère  en  un  sjstèine  de 
deux  coniques,  on  a  par  exemple  fo=  S;t,  et  l'on  est 
dans  un  cas  de  dégénérescence  pour  p//,  'in.  En  outre, 
(1)3  devenant  inlini  et  l'aire  S'  cotu[)tée  depiiis  le 
plan  z  =  o  restant  Unie,  l'arguinent  u  =  103+  iS' prend 
ici  des  valeurs  infiniment  grandes  lorsqu  on  approche 
du  cas  limite,  et  le  début  du  calcul  précédent  devient 
illusoire;  il  (aul  imaginer  (juc  l'on  a  écrit 

—,  -^  Cy—  .  . .—  ]Mt  —  j)(  oj;,  H-  r  )  =  e^—  /.'-sn-t', 
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puis,  que  l'on  a  transposé  e^  et  divisé  par  A-  qui  tend 
vers  zéro;  cela  revient  à  dire  que  l'on  doit  partir  des 
foimules  (3')  avec  ti  —  (03  ou  t^  au  lieu  de  2  S'.  11  y  a  là 
un  fait  général  qui  mériterait  d'èlie  signalé.  D'après  la 
condition  ()'),  ou  aura 

si  l'on  a 

a'  =0         ou  b-  =  c'- 

(|j  et  Y  sont  infinis);  dans  le  premier  cas  on  a  une  co- 
nique double  dans  le  plan  x  =  o,  avec 

o  b  c 

dans  le  second    cas  on   a  deux  cercles  dans   les   plans 
.r  =  dz  a' . 

11  est  superflu  de  remarquer  que,    pour  e,  =:  e^  par 
exemple,  les  foimules  exactes 

X  Tn  V  -r^  z  .       -— 

—,  =  cosab  ,  V  =  ces 2  b  ,  —  =  sin-ib 

a  b  c 

ne  rentrent  pas  dans  les  formules  (3')  ;  ces  dernières  for- 
mules sont  pour  ce  cas 


a'        Chu  b        Chu 

et  Ton  a  d'ailleurs 
—  du 


Th  H, 


2(iS'  —  -^, —  j  u  —  locr  nép.  laiifr  (  -^  -+-  S'  )  ; 

Chu  01  n  y  ^  j 

on  peut  encore  écrire,  d'après  une  formule  due  à  M,  Lai- 
sant, 

Tli  -  —  tangS'. 
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3.   Si  la  biquadralique  est  sphérique,  on  a,  on  appe- 
lant R  le  rayon  de  la  sphère, 

or  on  a  en  général 

4 ( rfS )-  =c  (Api/,  -f-  B )  ( (5^« )2, 

et,  dans  le  cas  actuel, 

4(C?S)2=    f  —  Rlp«   +    R2Vg,g.^jt2J   (rfti)2. 

La  condition  (i)  est  donc  ici  R  =  o,  ce  qui  donne  na- 
turellement (7S  =  o  :  Le  cas  d' une  biqiiadratique  sphé- 
rique doit,  donc  être  écarté. 

11  j  a  toutefois  exception  pour  le  cas  déjà  rencontré 
d'une  biquadratique  formée  de  deux  cercles;  cette 
exception  ne  peut  s'offrir  qu'en  remplaçant  pu  par 
e:i-+- k-sn^  if,  avec  f  =  z/  —  co^  ;  la  condition  (i)  est 
alors  R'  A-  =  o,  et  l'on  peut  laire  k  =  o. 

Note.  —  On  aurait  pu  remplacer  la  fonction  pu  par 
une  fonction   cpw  satisfaisant   à  l'équation  différentielle 

o'2  u  —  4  M-  (  'y  u  —  e\  )  ('jju  —  e',  )  (v^u  —  e'^  ), 

en  remplaçant  dès  le  début  e  par  e'  sans  supposer 

e\  -t-  e',  -4-  gj  =  o. 

Cette  fonction  a  un  pôle  double  w,  et  les  deux  séries 
de  valeurs  de  u  (.\m  correspondent  à  une  même  valeur  de 
la  fonction  sont  deux  séries  identiques  lorsque  la  fonc- 
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lion  iloit  avoir  l'une  des  quatre  valeurs 

(  a)  -T..     e\ .     e'.2.     e'.^  : 

Il  est  alors  congru  à  l'une  des  valeurs  doubles 

(  P)  M',        (V  +  tO],        iV  -r-  Mo.        »'  -T-  (O.-j. 

Il  y  a  dégénérescence  de  ou  lorscjue  deux  des  quatre 
quantités  (a)  sont  égales,  et,  quand  on  doit  supposer 
que  l'un  des  e'  devient  infini,  ou  que  le  polynôme  du 
troisième  degré  en  au  se  réduit  au  second  degré,  on  ne 
peut  pas  prendre  pour  cp//  une  fonction  pu;  on  peut 
prendre  alors  ziii  -^^  s\n-u.  Cette  remarque  se  lie  à  celle 
du  n^a. 


[M6c] 

THÉORÈMES  SIK   UKS   COURBES   PEAGES 
DE    GEi\UE    un    01!    ,v/o. 

Pab  m.  g.  fontenk. 


1.  Théorème  I.  —  Soient  P  el.  (^  Les  deux  points 
doubles  d'une  quartique  binodale,  ou  deux  points  quel- 
conques d'une  cubique,  ou  deux  points  pris  dans  le 
plan  d'une  conique  :  appelons  conique  associée  à  la 
courbe  que  l'on  considère  toute  conique  passant  en  P 
et  Q.  .SV  r  on  prend  sur  la.  courbe  les  points 

1    A,,      Ai.      \,.      A,. 
]  I!,.      B.,.      B.,     Bi, 

*"  je,,    r.,,    c„    c., 

[   D,,     Do,     D,.     Dv, 

tels  que,  d' une  part,  les  quatre  points  A  sont  à  une  co- 
nique associée  a,  les  quatre  points  R  sont  à  une  conique 
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associée   !j ,    /es  c/ualfe  points  C   sont  à   une   conique 
associée  y,   et,    d'autre  part,    les  quatre  points  fi' in- 
dice i  sont  à  une  conique  asso(;iée  i  pour  ?  ==  i ,  a,  3,  4i 
il  arrive  que  les  quatre  points  D  sont  à  une  conique 


associée  o. 


Pour  une  quarliqnc  bicirt-ulaire,  P  et  Q  sont  les 
points  cycliques;  pour  une  cubique  circulaire  ou  une 
conique,  P  et  Q  peuvent  être  les  points  cycliques;  une 
conique  associée  est  alors  un  cei-cle. 

On  peut  se  donner  arbitrairement  les  ueuf points  A,, 
Ao,  A3,  B,,  Bo,  B;,,  c  (>2,  C3,  ce  qui  conduit  à  énoncer 
le  théorème  en  disant  :  Les  coniques  associées  a,  [3,  v, 
qui  passent  respectivement  par  les  trois  points  A, 
par  les  tiois  points  B,  par  les  trois  points  C,  cou- 
penfencore  la  courbe  en  A4,  B-, ,  C-,  ;  les  coniques  asso- 
ciées I,  2,  3  qui  passent  respectivement  par  les  trois 
points  d'indice  i,  par  les  trois  points  d'indice  2,  par 
les  trois  points  d'indice  3,  coupent  encore  la  courbe  en 
D,,  D21  1^3»  alors  la  conique  associée  4  qui  passe  en  A4, 
B4,  C4,  et  la  co7iique  associée  oqui  passe  en  D(,  Do,  D;,, 
rencontrent  encore  la  courbe  en  un  même  point  D4. 

Le  théorème  se  démontre  immédiatement  pour  une 
(juartique  binodale  ou  une  cubique  en  considérant  les 
arguments  elliptiques  des  points  de  la  courbe,  (jui  est 
de  genre  ««•,  pour  une  conique,  en  supposant  que  P  et 
Q  sont  les  points  cycliques,  on  prendrait  les  arguments 
circulaires  (angle  excentrique  employé  par  Joachim- 
sllial). 

Citons  ce  cas  particulier,  qui  généralise  un  théorème 
de  Joachimsthal  : 

Les  cercles  1,  2,  3,  4,  osculaleurs  à  une  quartique 
bicirciilaire,  ou  à  une  cubique  circulaire,  ou  à  une 
conique,  aux  quatre  points  oit  elle  est   coupée  par  un 
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cercle  (a=  J3  =  y),  coupent  encore  la  courbe  en  quatre 
points  qui  sont  à  un  cercle  rj. 

Il  y  aurait  lieu  de  considérer  les  seize  autres  points 
d'intersection  des  coniques  a,  [i,  y,  o  avec  les  co- 
niques 1 ,  2,  3,  4- 

2.  Théorème  II.  —  Soient  P,  Q,  R  trois  points  triples 
d'une  sextique,  ou  deux  points  doubles  et  un  point 
triple  d'une  quintique,  ou  deux  points  doubles  et  un 
point  quelconque  d'une  quartique,  ou  trois  points  d'une 
cubique,  ou  deux  points  pris  dans  le  plan  d'ujie  conique 
et  un  point  de  la  conique  :  appelons  conique  associée  à 
la  courbe  toute  cotnque  passant  en  P,  Q,  R.  Si  l'on 
prend  sur  la  courbe  les  points 

l    A,,      A„      A:,, 

(2)  B,,      B,,     B„ 

'      G,,  Go,         C;i, 

tels  que,  d'une  part,  les  tiois  points  A  sotit  à  une 
conique  associée  ct^  les  trois  points  B  sont  à  une  conique 
associée  ^,  et,  d'autre  paît,  les  trois  points  d'indice  i 
sont  à  une  conique  associée  i  pour  ?  =  i ,  2,  3,  i7  arrive 
que  les  trois  points  G  sont  à  une  conique  associée  y. 

On  peut  se  donner  arbitrairement  les  quatre  points  A|, 
A„B,,B2. 

La  courbe  est  de  genre  un,  ou  de  genre  zéro  si  c'est 
une  conique,  et  le  tbéorème  se  démontre  comme  le 
précédent. 

3.  Rattachement  du  théorème  II  à  un  cas  particu- 
lier du  théorème  I.  —  Pour  une  quartique,  ou  une 
courbe  de  degré  moindre,  le  tbéorème  II  est  un  cas 
particulier  du  tbéorème  I. 
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Si,  en  elFet,  dans  le  théorème  I  on  suppose 

D,  =  A4==R,        D,=  Bi=R', 

on  a 

D3  =  G4  =  R", 

la  conique  associée  RR'R"  coupe  encore  la  courbe 
donnée  en  D4  ;  plus  parliculièremenl,  les  trois  points 
R,  R',    R"   peuvent    se    confondre,    conformément    au 

Tableau 

Al,     Ai,     A3,     R, 

B,.  B2,  B3,  R, 
C],  C2,  G3,  R, 
R,      R,      R,      Dv, 

et  l'on  a  le  théorème  (I  pour  une  quartique  ou  une 
courbe  de  degré  moindre. 

Pour  une  cubique,  les  coniques  considérées  passent 
par  trois  points  P.,  Q,  R  de  la  courbe.  On  peut  en  par- 
ticulier supposer  ces  trois  points  en  ligne  droite,  et  les 
coniques  sont  formées  de  la  droite  PQR  et  d'une  droite 
quelconque;  on  obtient  alors,  les  points  P,  Q,  R  s'éli- 
minant,  un  théorème  bien  connu  relatif  à  deux  systèmes 
de  trois  sécantes  dans  une  cubique,  conformément  au 
Tableau  (2);  enappliquant  la  transformation  du  second 
ordre  à  ce  dernier  théorème,  on  obtient  intégralement 
le  théorème  II. 

Voici  un  exemple  du  théorème  II  pour  lequel  nous 
laisserons  de  côté  la  sextique  et  la  quintique  : 

Les  points  d'osculation  A,,  A2,  A3  des  trois  cercles 
osculateurs  i,  2,  3  que  ion  peut  mener  à  une  quar- 
tique bicirculaire,  ou  à  une  cubique  circulaire,  ou  à 
une  conique,  par  un  point  R  delà  courbe,  déterminent 
un  cercle  (a  =  Ti  =  v)  qui  passe  en  R. 

Ce  théorème,  ((Ui  généralise  un  théorème  de  Joachim- 


(  38  ) 
sllial,  renti'e  d'ailleurs  dans  celui  qui  a  été  donné  à  la  fin 
du  n°  1  ;  le  cercle  8  est  ici  le  cercle  osculaleur  en  R. 
Dans  les  Nouvelles  Annales  (^o,"  série,  t.  IV,  p.  Spi), 
Abel  Transon  a  rattaché  par  la  projection  gauche,  qui 
est  une  transformation  du  second  ordre,  le  théorème  de 
Joachiinsthal  pour  une  coni(jue,  ou  plutôt  le  transformé 
homographique  de  ce  théorème,  au  fait  que  les  trois 
points  d'inflexion  dune  cubique  nodale  sont  en  ligne 
droite:  il  part  de  la  conique  et  prend  comme  points 
principaux  les  points  P,  Q,  R,  de  sorte  que  la  conique, 
passant  en  R,  donne  une  cubique  nodale  (plus  une 
droite),  tandis  que  les  coniques  qui  passent  en  P,  Q,  R 
donnent  des  droites;  on  a  vu  plus  haut  le  développe- 
ment de  cette  idée. 

4.  Démonstration  géométrique  du  théorème  I pour 
le  cas  d'une  coni(iue.  —  Le  théorème  général  du  n"  1 
est  facile  à  établir  géométriquement  pour  une  ellipse, 
en  supposant  que  P  et  Q  sont  les  points  cycliques;  il 
suffît  de  considérer  l'ellipse  comme  projection  d'un 
cercle.  A  quatre  points  A,  B,  C,  D  de  l'ellipse  situés 
sur  un  cercle  correspondent  quatre  points  «,  h ,  c,  d  du 
cercle  projection,  tels  que  les  trois  couples  de  côtés  du 
quadrangle  obtenu  ont  leurs  bissectrices  parallèles  à 
deux  directions  déterminées,  ou,  simplement,  tels  que 
les  droites  ad  et  hc^  par  exemple,  font  avec  une  direc- 
tion OT)  des  angles  égaux  en  sens  contraires  :  nous  dirons 
que  les  quatre  points  «,  /»,  c,  d  sont  associés  sur  le  cercle 
pour  la  direction  xy .  Si  l'on  considère  d'aboid  trois 
cordes  a,  a-,,  h\h-2,  C|  fo,  et  si  l'on  tléteiinine  les  points  d^ 
et  d^  respectivement  associés  aux  points  «,,  ^,,  C(  et 
aux  points  «21  l^2-i  <^zi  '1  ^'sL  aisé  de  voir  (|ue  la  direction 
de  la  cord(;  d ^  dn  dépend  sculenicnl  des  directions  des 
cordes  primitives,  et  non  di'  leur  jiosilion  ;  à  l'égard  de 
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la  corde  rt,<^<o,  par  exemple,  on  détermine  df  et  d^  en 
menant  ^)C,,  b^Co^  puis  a^d^^  a^do  '•  en  considérant  le 
quadrilatère  inscriptible  «2 «(  <^i  ^^21  on  voit  que,  sirtiCf^ 
se  meut  parallèlement  à  elle-même,  l'angle  en  «,  reste 
constant,  par  suite  l'angle  opposé  d^  reste  constant,  et 
la  droite  d,  r/o  se  meut  parallèlement  à  elle-même.  Si 
l'on  considère  maintenant  trois  autres  cordes  a^a^i 
b^bi,,  CyC.,,  faisant  avec  xj'  les  mêmes  angles  que  a^a.i, 
bfbni  c,C2,  en  sens  contraires,  et  si  l'on  détermine  les 
points  ds  et  d.,,  respectivement  associés  aux  points  «a, 
^3,  C3,  et  aux  points  a,,  b,,,  c^,  il  résulte  de  ce  qui  pré- 
cède que  la  corde  d^^d.,  fait  avec  xy  le  même  angle  que 
did.2  en  sens  inverse;  il  suffit  de  replier  la  figure 
autour  de  xj-.  Le  théorème  à  démontrer  résulte  de  là 
immédiatement. 

Des  considérations  géométriques  analogues  permettent 
d'élablir,  à  propos  du  second  théorème  de  Joachim- 
sllial,  ce  fait  connu  que  le  triangle  A,A2A3  est  un 
triangle  S(;ini-régulier  inscrit  à  la  conique  (de  sorte  que 
les  normales  en  A,,  A2,  A3  sont  concourantes).  L'ellipse 
étant  piojctée  suivant  un  cercle,  ri  étant  la  corde  du 
cercle  {)arallèle  à  l'axe  focal  de  l'ellipse,  on  cherche  un 
point  n^  tel  que  la  corde  ra,  et  la  tangente  a,/i  soient 
également  in(dinées  sur  ri,  d'où  l'on  conclut  aisément 
que  la  corde  /a,  réalise  à  partir  de  //  la  trisection  de 
l'angle  irt.-\-kr^^  rt  étant  la  tangente  en  /•  :  les  points 
«,,  «2?  ^3  sont  donc  les  sommets  d'un  triangle  équila- 
téral-,  en  outre,  la  corde  a^a^,  parallèle  à  la  tangente 
a,<(,  fait  avec  ri  le  même  angle  que  /yï,,  mais  en  sens 
inverse,  de  sorte  que  les  quatre  |)oinls  /•,  (t^,  a-,.  (1,^  sont 
associés  pour  la  direction  /t  ;  donc.  .  .  . 
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La  fokction  Gamma  :  Théorie,  Histoire,  Biblio- 
graphie; par  Maurice  Godefroy.  —  vii-94  P^g^^s, 
in-S".  (  Paris,  Gaulliier-Villars,  1901.) 

La  transcendante  ainsi  désignée  est  de  ces  fonctions  dont 
l'étude  n'a  cessé  de  solliciter  vivement  l'attention  et  la  curio- 
sité des  mathématiciens  depuis  sa  découverte  par  Euler,  qui 
la  rencontra  dans  l'examen  d'un  problème  d'interpolation  qui 
avait  déjà  occupé  Wallis,  Goldbach  et  Daniel  BernouUi. 

Aujourd'hui,  le  domaine  de  cette  fonction  est  marqué  d'em- 
preintes dues  à  la  plupart  des  mathématiciens  qui  ont  perfec- 
tionné l'Analyse.  La  liste  serait  longue  de  tous  ceux  qui  ont 
laissé  des  résultats  plus  ou  moins  intéressants  dans  l'étude  de 
la  fonction  gamma;  on  en  jugera  d'après  la  bibliographie 
dressée  par  M.  Brunel,  mais  dans  les  quinze  années  qui  ont 
suivi  la  publication  de  ce  Travail,  il  semble  que  l'intérêt  des 
chercheurs  n'ait  pas  faibli,  grâce  aux  puissantes  ressources 
que  les  récents  progrès  de  la  Théorie  des  fonctions  venaient 
mettre  entre  leurs  mains,  en  leur  donnant  le  moyen  de  jeter 
de  nouvelles  clartés  dans  toutes  les  questions  que  soulève  cette 
investigation. 

Les  Traités  classiques  de  Calcul  intégral  ne  donnent  de  la 
fonction  gamma  qu'une  idée  très  incomplète,  qui  ne  fait  pas 
pressentir  son  rôle  étendu  dans  l'Analyse  mathématique.  La 
présente  monographie  comblera  aisément  cette  lacune,  en 
épargnant  au  lecteur  la  recherche  de  résultats  disséminés  dans 
une  foule  de  recueils  mathématiques  pour  la  plupart  inacces- 
sibles. 

Le  Mémoire  est  divisé  en  sept  Sections,  donl  la  première  est 
consacrée  à  un  Aperçu  historique  où  sont  exposées  seulement 
les  découvertes  fondamentales  et  les  orientations  successives 
de  la  théorie  de  la  fonction  gamma. 

Avec  la  Section  II  commence  l'étude  spéciale  de  ses  pro- 
priétés. Disons  tout  de  suite  que  l'auteur  s'est  appliqué  à  en 
donner  les  démonsiralions  les  plus  simples,  et  qu'à  cet  effet 
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i,   n'a   déterminé  son   choix  qu'après   ,d----"    72^^07- 
des  méthodes   successivement   proposées   par   d.fferents    ana 

''ÏÏtude  de  la  fonction  F  est  ici  exposée  en  prenant  pour 
base  les  propriétés  de  la  fonction 

1.1.3. . .n 

et  de  son  inverse,  dont  Weierstrass  a  démontré  l'importance. 
On  est  ainsi  conduit  à  étudier  également  l'inverse  de  la  fonc- 
tion r.  ou  ce  que  Weierstrass  a  appelé  la  factor.elle  de  x, 
Fc{x),  puis  à  établir  la  relation  fonctionnelle 

r(^-i-i)  =xT{x), 

et  à  évaluer  les  résidus  de  Ti.r). 

Incidemment  se  présentent  quelques  applications  entre 
autres  la  détermination  du  module  de  r(a  +  pO,  1  étude  d  une 
certaine  série  de  Slirling,  et  la  convergence  de  la  sér.e  hyper- 

géométrique.  .,,     c      i 

Plusieurs  de  ces  résultats  constituaient  les  propriétés  tonda- 
mentales  connues  dès  les  premiers  temps.  Dans  la  suite,  de 
Gasparis  et  Prym  ont  découvert  et  pénétré  une  décomposition 
nouvelle  de  la  fonction  F  en  deux  autres  fonctions  F  et  Q,  qu. 
satisfont  aux  équations  fonctionnelles 

P(:^  +  ,)  =  ,rP(.r)--^.  Q(^-M)  =  -rQ(^)  +  ;^' 

et  aussi  à  la  relation 

qui  met  la  fonction  gamma  sous  forme  de  somme  de  deux 
fonctions  dont  l'étude  plus  approfondie  a  montre  que 
P(,-f-  r)  est  développable  suivant  une  série  entière  de  rayon 
de  convergence  égal  à  l'unité,  tandis  que  Q(x)  est  une  fonc- 
tion transcendante  entière. 

Cependant  il  s'en  faut  que  cette  investigation  ait  porte  tous 
ses  fruits,  nonobstant  les  résultats  obtenus  déjà  par  Bourguet. 
Tout  ce  que  l'on  peut  dire,  c'est  que  l'équation  P(^)--o 
admet  au  moins  une  racine  dans  chacun  des  intervalles 
(_  LL,  _  ^).  (_  6,  -  V  )^  (- ¥,  -  7)  (-  8-     -  ^)' ^^^•' ^«"- 
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dis  qu'elle  n'en  a  point  dans  les  autres  intervalles;  que  cette 
équation  P{x)  =  o  ne  paraît  pas  pouvoir  admettre  plus  de 
quatre  racines  imaginaires,  et  qu'on  ne  peut  encore  affirmer 
si  l'équation  Q(a7)  =  o  possède  des  racines,  à  part  une  remarque 
de  Lindhagen. 

Les  propriétés  de  la  fonction  gamma  étudiées  ou  exposées 
dans  la  Section  JII  sont,  en  résumé,  la  relation  des  complé- 
ments, indiquée  par  Euler 

rix)Y(i  —  x)  =  - — ^ — , 

sinTT.r 
la  formule  de  Legendre 

la  formule  de  Gauss 

T(x)r(x-^  —)...  v(x-i-  '^^^ 


m  —  \  1 
—m.v  -\ — 

=  (2~)    2     m  -  r(  nix), 


la  formule  de  Mellin 

r'«(ô) 


r( z  —  a,  x)  r(z  —  0(2 X).  .  .r{z  —  a„, x) 

«1,  «2.  ....  a„i  étant  les  m  racines  de  l'équation  binôme 


o. 


Enfin,  la  théorie  de  la  fonction  gamma  peut  se  déduire  de 
celle  de  la  série  hypergéométrique  de  Gauss  et  inversement, 
comme  l'a  montré  Thomae,  la  théorie  de  la  série  hypergéo- 
métrique peut  être  exposée  en  prenant  pour  point  de  départ 
les  premières  propriétés  de  T(x). 

La  fonction  de  Binet  fait  l'objet  de  la  Section  IV,  en  raison 
fie  l'importance  de  cette  transcendante  et  des  nombreux  tra- 
vaux qu'elle  a  provoqués. 

A  signaler,  chemin  faisant,  diverses  formules  dues  à  Binet, 
à  Gudermann  et  à  Stirling,  avec  applications  à  certaines 
questions. 

La  Section  V  liaitc  de»;  fonclions  i'(.r)p(  M^l,rj  définies  par 
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les  notations 

^^-^'^  =  — 7ù^ — '        ^   '  ^       ^^^ 

Ces  fonctions  peuvent  servir  à  retrouver  toutes  les  pro- 
priétés de  r(r)  et  inversement. 

Notons,  en  passant,  que  <i>M  et  r(^)  ne  peuvent  être  solu- 
tions d'aucune  équation  différentielle. 

Dans  la  Section  VI,  l'auteur  expose  les  développements  en 
séries  entières  des  fonctions  \o§T(\  ^  x),  T(i -^  a;),  ^{i-^x)' 
P,,_H^),Q(,  +  ^),*(.-f-^)et^'(i  +  ^).  . 

Les  applications  qui  forment  la  V1I«  et  dern.ere  Sect.on  se 
rapportent  à  des  sujets  indiqués  par  M.  Appell  et  qu.  rentrent 
sous  les  désignations  suivantes  : 

Limites  de  produits  infinis  convergents  et  sommation  des 
séries  dont   le  terme   général  est  une  fonction   rationnelle   de 

l'indice. 

Résolution  de  certaines  équations  fonctionnelles 

F(.^-^,)=  R(.r)        F_(.r), 

lU.r),  R.Cr,  désignant  des  fonctions  rationnelles  données. 
Incidemment,  on  est  amené  à  traiter  l'équation  foncl.onnelle 

R(x)  désignant  alors  un  polynôme  entier  en  x. 

Cette  équation,  étudiée  par  Lindhagen,  a  été  résolue  complè- 
tement par  Jensen.  .    .     i„  ,i^„ 

Enfin,  la  même  théorie  conduit  à  la  solution  générale  des 
équations  suivantes  dites  équations  de  Crelle  : 

F(.x-,  j,  z^a)=       F<  ■■/••,  J,  --)  F<^-i-  sj,r,  a), 
V{ax,  ay,  s)   =  «-  F(jr, /,  z), 
¥{x,y,\)  =x. 

Ce  problème  n'a  d'ailleurs  été  résolu  d'une  façon  décisive  qno 

par  Weierstrass.  i   r  ...v- 

En  résumé,  la  monograpl.i.-  que  nous  devons  a  M.  Gmicfio) 

nou^   «eml.lc    avoir  pleinement    réalisé   1.-   U-ru.c  auqn.'l    a  otc 
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amenée  de  nos  jours  l'élude  de  la  fonction  gamma.  L'auteur 
se  sera  acquis  des  droits  à  la  reconnaissance  des  mathémati- 
ciens en  leur  donnant  de  grandes  facilités  pour  une  étude  si 
attrayante  et  qui  laisse  encore  le  champ  libre  à  de  nouvelles 
découvertes.  H.  B. 


SOLUTIONS  DE  QlESTIOi\S  PKOPOSÉES. 


1814. 

(1899,  p.  K 


On  considère  trois  coniques  (S),  (Sj),  (S2)  hitangentes 
entre  elles  aux  deux  points  A,  B;  de  deux  points  a,  «1  pris 
sur  (S),  (Si),  et  tels  que  la  droite  ««j  passe  par  le  pôle 
commun  à  ces  trois  coniques,  on  mène  des  tangentes  à  (  S2). 
Les  quatre  sommets  du  quadrilatère  ainsi  formé  décrivent 
deux  coniques.  (G.  Leinekugel.) 

SOLUTION 
Par  M.   J.  Lez. 

Jl  sufiit  de  faire  une  transformation  homographique  de 
manière  que  les  points  A  et  B  deviennent  les  points  circulaires 
à  l'infini  et  la  proposition  est  immédiate. 

1858. 

(  1900,   p.  383.) 

Prouver  géométriquement  que  la  caustique  des  rayons 
divergents  du  foyer  {^)  et  réfléchis  à  l'arc  d'une  cardioïde 
est  la  courbe 


r\^     /  .   o\3     /      e\* 

3. 


-  I    =  I  sin  -  I    -!-  I  cos-  j 


/ 


où  a  est  le  rayon  du  cercle  fixe  de  la  cardioïde. 

(  AncilIBALD.) 


(')  L'énonce  doit  être  reclific  en  substituant  \c  rebrousseincnt  au 
foyer  de  la  rjirfiioïrlc. 
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SOLUTION' 
Par  M.  V.  Retali. 


Soient  O  le  centre  du  cercle  base,  R  le  point  de  rebrousse- 


ment  de  la  cardioïde,  M  le  centre  et  Q  le  point  de  contact 
du  cercle  générateur,  P  le  point  correspondant  de  la  car- 
dioïde :  évidemment  |  RP  |  est  parallèle  à  |  OM  |,  QR  =  PQ 
et  l'angle  QPR  =  MQP  -  MPQ;  mais  PQ  est  la  normale  à 
la  cardioïde  au  point  P,  donc  le  rayon  réfléchi  du  rayon  issu 
de  R  est  le  diamètre  du  cercle  générateur  mené  par  P.  Ce 
diamètre  |  MP  |  et  la  droite  |  OR  |  sont  symétriques  par  rap- 
port à  la  tangente  en  Q  au  cercle  fixe,  donc  son  enveloppe  (<  ) 
est  l'hypocycloïde  bicuspidale  {néphroïde)  ayant  en  O  son 
centre  et  en  R  l'un  de  ses  deux  rebroussements  réels.  Comme 
l'équation  polaire  de  la  néphroïde  est  (2),  en  posant  OR  =  A, 


cos-j 


le  théorème  est  démontré. 


(  '  )  Voir  Nouvelles  Annales  de  Math.,  2°  série,  t.  II,  p.  279,  ques- 
tion C67,  et  t.  III,  p.  261-264.  Voir  aussi  Periodico  di Mat.,  t.  XV, 
p.  164. 

(')  Voir,  par  exemple,  G.-J.  Childe,  Related  caustics  (  Quarterly 
Journal  <>f  pure  and  applied  Math.,  Vol.  VII,  p.  t/\-i). 
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1860. 

:  1900,  p.   IS?..) 

«1  «2  •  •  •  f^n  étant  les  chiffres  d'un  nombre,  soit 
a,,  «,, .  .  .  a,„  (  a/,  a^, .  .  .  «,„  ) 

un  quelconque  des  nombres,  que  Von  peut  obtenir  du  pré- 
cédent en  changeant  l'ordre  des  chiffres  par  un  nombre 
pair  {impair)  de  transpositions.  Montrer  que  l'on  a 

^  «I,  Cli.  ■  •   •  O-tn  =   ^  '^/l  '^i'  •  •  •  ^Jn  P'^"  ''  «  i  3. 

(  H.    PiCCIOLI.j 

SOLUTION 

Par  M'^'  Amélie  Pollak. 

axa^a^  .  . .  a^  sont  les  chiffres  d'un  nombre:   quand  l'ordre 

de  ces  chiffres  est  changé,  {n  —  i)  !  =  i  .2.  3.  .  .  (/j  —  i)  nombres 

-  1              •  -         1          j         1          .  . .  (rt  —  I)! 
se  forment  avec  aj  a  la  première  place,  dont  la  moitié  — 


est  obtenue  par  un    nombre  pair  de   transpositions,  et  l'autre 

.  ..  (n  —  i)\  ,       •         •     , 

moitié  -^ ■—  par  un  nombre  impair  de  transpositions;   car 

on  change  les  chiffres  autant  de  fois  par  un  nombre  pair  que 
par  un  nombre  impair  de  transpositions.  Mais  ce  n'est  pos- 
sible que  quand  {n — i)!  est  un  nombre  pair,  c'est-à-dire 
(|uand  n  >  1. 

Commençant  de  même  par  «2,  on  a  ( n  — i)!  nombres,  dont 

.  .  ,   (n  —  \)\         .  ,  .     , 

la  moitié ■  se  forment  par  un  nombre  pair  de  transpo- 

2 

.  . ,  (n  —  I)!  ,  ,       . 

sitions  et  I  autre  moitié nombres  par  un  nombre  im- 

2 

pair  de  transpositions,  etc. 

Chaque  chiffre  se  trouve  donc  à  chaque  place  (n  —  i)!  fois, 

.     (  n  —  r).'       .      ,  ,  ,  ,     ,  ,,  , 

savoir  lois  dans  des  nombres  résultant  d  un  nombre 

2 

•     1  •  ■  ^'^  ~  1)!   j  1  1  .1 

pair  de  transpositions,  et  —  dans  des  nombres  résultant 

'  2 

d'un  nombre  impair  de  transpositions,  c'est-à-dire  autant  de 

fois  dans  les  premiers  que  dans  les  autres. 


(  i:  ) 


Ain^ 


1 

(n  —  \)\      , 


(«1-4-  02-i-.  .  .-h  (7,„  ) 

(  /i  —  I  j  ■ 


(ai-4-  a2  +  .  .  .  +  «,.,j(^"-'-i-,^«-5+.  .  .-t-^-+-i) 

H  fois 


1861. 

(1900,   p.   .184.) 

La  tangente  en  un  point  M  d'une  Jiypocycloïde   trian- 
gulaire rencontre  son  cercle  tritangent  en  deux  points  P  i/'^ 
et  Q. 

Montrer  que,  si  P  est  le  point  plus  rapproché  de  M,  on 
rt  PM  =  PQ.  (E.-N.  Barisien.) 

SOLUTION 
Par  M.  V.  Retali, 

Le  théorème,  énoncé  aussi  par  Steiner  au  début  de  son  Mé- 
moire Ueber  eine  besondere  Curve  dritter  Klasse  {Journal 
de  Crelle,  t.  S3,  p.  aSa)  a  été  démontré  maintes  fois.  La  dé- 
monstration suivante,  très  simple,  basée  sur  la  génération  de 
la  courbe  comme  hypocycloïde,  est  peut-être  nouvelle.  Soient 
A  et  P  les  points  de  contact  du  cercle  générateur  avec  le  cercle 
base  et  le  cercle  tritangent  (  '  ),  M  la  position  du  point  géné- 


(')   Le  lecteur  est  prié  il<'  f;iire  la  figure. 


c^/ 
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rateur  :  la  normale  à  i'hypocycloïde  au  point  M,  d'après  un 
théorème  fondamental  de  Descartes-De  la  Hire,  est  |  MA  |  et 
par  suite  la  tangente  |  MP  |  à  i'hypocycloïde  en  M  coupe  le 
cercle  tritangent  en  P  et  au  point  Q  symétrique  de  P  par  rap- 
port à  M. 

Steiner  appelle  les  points  P  et  Q  respectivement  centre  et 
sommet  de  la  tangente  |  PQ  |  et  donne  le  théorème  précédent 
comme  corollaire  de  l'autre  :  «  chaque  tangente  est  coupée  par 
un  couple  (de  tangentes  orthogonales)  en  deux  points  équi- 
distants  de  son  centre  ».  On  pourrait  aussi  démontrer  aisé- 
ment ce  théorème  et  d'autres  indiqués  par  Steiner  en  partant 
de  la  génération  hypocycloïdique,  ce  que  l'on  n'a  pas  fait,  je 
crois,  jusqu'ici,  et  ne  serait  pas  dépourvu  d'intérêt  au  point  de 
vue  d'une  théorie  élémentaire  de  I'hypocycloïde  à  trois  rebrous- 
sements. 


OIESTIOXS. 


1919.  Le  produit  du  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une 
conique  par  le  cube  de  la  distance  du  centre  à  la  tangente 
correspondante  est  constant  pour  tous  les  points  de  la  conique. 

Corollaire.  —  Les  centres  de  courbure  répondant  aux 
points  de  déviation  maxima  d'une  ellipse  (*)  sont  les  pro- 
jections du  centre  sur  les  normales  en  ces  points. 

(M.  d'Ocagne.) 

1920.  Le  produit  du  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une 
hyperbole  par  la  distance  du  centre  à  la  tangente  correspon- 

2^^  dante  est  égal,  en  valeur  absolue,  au  carré  du  segment  de  la 
tangente  compris  entre  l'axe  transverse  et  l'une  des  tangentes 
aux  sommets  de  l'hyperbole  complémentaire. 

(M.  d'Ocagne.) 


{')  Voir  :  Nouvelles  Annales,  3'  série,  t.  V,  p.  877;  1886. 
Les  deux  énoncés  ci-dessus,  traduits  en  hollandais,  ont  été  insérés 
en  1890  dans  les  Wiskundigc  Opgaven. 
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[X3a] 

SIR  LA   RÉSOLUTION  \0M0GRAPIIIQ11E 
DES  ÉQlIATIOiXS  ALGÉRRIQIES; 

Far    m.    Maurice    d'OGAGNE. 


C'est  à  l'occasion  de  cette  résolution  que  nous  avons 
énoncé  pour  la  première  fois  (  '  )  en  1884  le  principe  de 
la  méthode  des  points  alignés,  qui  se  trouve  exposée 
très  en  détail  dans  les  Chapitres  III  et  Vde  notre  Traité 
de  Noniographie  (-).  Or,  cette  application  particulière 
peut  être  dégagée  de  la  théorie  générale  à  laquelle  elle 
se  l'attache  pour  être  présentée  sous  la  forme  suivante 
immédiatement  accessible  à  tout  élève  de  Mathéma- 
tiques spéciales. 

I.  —  Systèmes  de  points  a  une  et  a  deux  cotes. 

1.  Si  les  coordonnées  d'un  point  sont  données  en 
fonctions  d'un  paramètre  z  par  des  formules   telles  que 

on  peut  figurer  un  certain  nombre  de  ces  points  corres- 
pondant à  des  valeurs  de  z  comprises  entre  certaines 
limites  en  i/iscrii^ant  à  côté  de  chacun  d'eux  la  valeur 
de  z  qui  a  servi  à  V obtenir .  On  a  ainsi  vm  système  de 
points  à  une  cote.  Ces  points  sont  distribués  sur  la 
ligne,  dite  leur  support,  dont  l'équation  s'obtiendrait 


(')  Annales  des  Ponts  et  Chaussées.,  j"  semestre,  p.  .53i.  Celle 
Noie  a  été  repi-ocliiite  dans  notre  Ijrocliiire  :  Coordonnées  paral- 
lèles et  axiales,  p.  73  (Paris,  Gauthicr-Villars;  i883). 

(-')  Paris,  Gauthici--Villars;  1899. 
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par  l'éliininalion  de  c  enlre  les  expressions  de  x  et  j/-. 
Si  les  fonctions  _/(-)  et  'f  (:;)  dépendent  linéairement 
l'une  de  l'autre,  ce  support  est  une  ligne  droite. 

2.  Considérons  de  même  un  point  dont  les  coordon- 
nées dépendent  de  deux  paramètres  z  ç.\,  t  par  les  for- 
mules 

Si  l'on  donne  à  t  une  certaine  valeur  fixe,  on  obtient 
un  système  de  points  distribués  sur  une  ligne  (/)  dont 
l'équation  résulterait  de  réliminalion  de  z  entre  les 
expressions  de  x  et  y.  De  même,  en  laissant  z  fixe  et 
faisant  varier  t,  on  obtient  une  ligne  (z).  Ayant  con- 
struit un  certain  nombre  de  lignes  (z)  et  (t),  en  ayant 
soin  d'inscrire  sa  cote  à  côté  de  chacune  d'elles,  on  a 
un  réseau  dans  lequel  chaque  point  est  défini  par  les 
cotes  des  lignes  (  z)  et  (t)  qui  s'y  croisent.  Ces  points 
sont  dits  des  points  à  deux  cotes. 

Indépendamment  des  points  effectivement  marqués 
dans  un  système,  soit  à  une,  soit  à  deux  cotes,  on 
peut,  par  interpolation  à  vue,  se  figurer  ceux  qui  cor- 
respondent à  des  cotes  intermédiaires. 

IJ.  —  Rksolltion  des  équations  de  i.a  forme 

z'"-t-  uzf'-i-  i-  =  o. 

3.  Une  telle  équation  peut  s'écrire  ('  ) 

—  I  II  I       I 

I  r  I  j  ==  o. 

I  —  C.J'     —  z'"      i  -h  z/' 


(  '  )  Comme  on  pciil  s'en  assurer  en  so  reportant  aux  cmlroils 
cilés,  c'csl  )'usaf;e  des  coordonnées  lanycnliclles  s|)éciales  {|ue  nous 
avons  appelé<s  parallèles  qui  eonduil  le  plus  nalurcllemonl  à  celte 

Iransfornial  ion. 


(  ^'  ) 

Elle  exprime  r;iligiieiiieiU  des  trois  poiiils 

(n)  .r  =  —  I,  y  =  11^ 

(v  )  .r  =  I,  y  =  i', 

Ces  trois  couples  de  formules  définissent  iiois  s^^s- 
tènies  à  une  cote,  savoir  :  les  points  (//)  et  (ç)  distribués 
sur  deux  parallèles  équidistantes  de  Oj  .,  les  points  (3) 
distribués  sur  une  courbe  algébrique  C  définie  par  les 
expressions  correspondantes  de  x  el  y. 

Il  est  d'ailleurs  facile,  par  l'élimination  de  s,  de  for- 
mer l'équation  de  celte  courbe  d'ordre  /;/,  qui  est 

L'ensemble  des  trois  systèmes  à  une  cote  ("),  (v) 
et  (g)  constitue  un  nomogramme  (  '  )  «  points  alignés  de 
l'équation  donnée.  Pour  résoudre  l'équation  an  moyen 
de  ce  nomogramme,  on  voit  qu'il  suflit  de  joindre  les 
points  cotés  a  et  v  par  une  dioite  qui  coupe  la  courbe  C 
en  des  points  dont  les  cotes  z  sont  les  racines  de  V équa- 
tion. 

R.emarquons  qu'il  suffit  de  construire  les  points  de  la 
courbe  C  pour  des  valeurs  positives  de  z,  les  valeurs 
absolues  des  racines  négatives  de  l'équation  s'oblenant 
immédiatement  comme  racines  positives  de  la  trans- 
formée en  —  z. 

4.   Prenons   en    particulici'    l'équation    générale    du 

second  degré 

z-  -\~  ri  z  -^  V  =z  o. 


(')    Ternie    <'tyiii<il()i;i(|iiciiiciil    plus    ;;cin'ial    que    celui   iVa/xa/iic, 
iHKinel    il    ;!    i'l(''    siil)--litué    |i;ir   M.    Scliilliii;;. 


(  5.  ) 
cjui  rentre  dans  le  type  précédent  lorsqu'on  y  fait  m  =  2, 

Si  nous  appelons  AA'  et  BB'  les  droites  x  =  —  1  et 
X  =  I  qui  servent,  dans  tous  les  cas,  de  supports  aux 
systèmes  (m)  et  (i^),  droites  qui  rencontrent  l'axe  Ox 
aux  points  A  et  B,  on  voit  que  la  coui'be  G,  dont  l'équa- 
tion, donnée  ci-dessus,  devient  ici 

—  '2r(l  +  .r)  —  (1  —  3-)2, 

est  une  hyperbole  tangente  en  B  à  Ox,  ayant  AA'  pour 
asymptote  et  coupant  l'axe  Oj^  au  point  d'ordonnée 
y  z=i  ~  -^  ce  qui  la  définit  complètement.  D'ailleurs,  les 
expressions  de  x  et  de  j)^,  qui  sont  ici 

I  —  z  —  3- 

X  —  ,  )-  = 


1  -t-  - 


montrent  :  r°  que  la  portion  de  l'hyperbole  G  corres- 
pondant aux  valeurs  positives  de  z  est  tout  entière 
au-dessous  de  0.r,  entre  AA'  et  BB';  a°  que  le  pied  M 
de  l'ordonnée  du  point  P  coté  z  divise  AB  dans  le  rap- 

1\1  R 

port  ^-^  ■=^  z\   3°   que  la  droite  BP  coupe  AA'  en  un 

point  dont  l'ordonnée  est^  ■==-  —  z. 

Ces  deux  dernières  propriétés  donnent  une  construc- 
tion facile  des  points  (-s).  C'est  ainsi  qu'a  été  obtenu  le 
nomogiamme  représcmté  par  la  figure  i. 

III.  —  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  DE  LA  FORME 

^/«_l_  t  Z"  -\-  azi'-^  ('  =  o. 
o.    L'ne  telle  é(juation  peut  s'écrii-e 


=:  o. 


—  zi'     :-"'-\'  I  z"      I  -)-  z-i' 


{  ,>:;  ) 

Elle  exprime  raligiiemeut  des  liois  points 

(u)  .r=  — I, 


7-1-  -/' 


.r  = 


'FA' 
6 


J  =  '•- 

y  =  — 

Fis.    1. 


1  .j^"  -f-  ^;:"  ) 


Les  points  à  une  cote  («)  et  (»')  sont  les  mêmes  que 
dans  le  eas  préeédent.  Us  sont  disliibués  sur  les  paral- 
lèles A  \'(.r  =  -  0  et  BlV(.r  =  0  à  Oy. 


(  •'>4  ) 

Les  points  (-,')  sont  à  deux  coles.  Mais  on  peut 
observer  que,  l'expression  de  leur  a:  ne  renfermant  pas  f, 
les  lignes  (::)  du  réseau  (3,  t)  sont  tout  simplement  des 
parallèles  à  Oy.  En  outre,  les  courbes  Cf,  d'ordre  m, 
correspondant  aux  diverses  valeurs  de  /,  se  déduisent 
très  facilement  de  celle  d'entre  elles,  Cy,  qui  correspond 
à  ^  =  o,  et  (|ui  n'est  autre  que  la  couibe  C  du  n°  3. 

En  effet,  les  points  des  diverses  courbes  C^  situés 
sur  une  même  parallèle  (z)  à  Oy  sont  donnés  par 

—  z'"  -■" 

y  = t 


Zl>  I  -^-  zi> 

ou,   en    appelant  y^^  l'ordonnée   du    point    de   C,,   situé 

-Il 

sur  cette  ligne  (:;)  et  remarquant  (jue      _        est  une 

constante  y,  par  rapport  à  cette  ligne  z. 

Ayant  donc  calculé  les  r^  correspondant  aux  diverses 
valeurs  de  z,  on  voit  que,  une  fois  tracée  la  courbe  Co, 
la  construction  des  autres  courbes  G;  est  immédiate. 

L'ensemble  des  points  à  une  cote  (//)  et  (^')  et  des 
points  à  deux  cotes  {z,  t)  délînis  par  le  réseau  des  paral- 
lèles (z)  à  Oy  et  des  courbes  C;,  constitue  le  nomo- 
gramrne  de  l'équation  proposée. 

Quand  ce  nomogramme  est  construit,  on  résout 
l'équation  an  joignant  par  une  droite  les  points  cotes  a 
et  V  et  prenant  les  cotes  z  des  parallèles  à  Oy  pas- 
sant par  les  points  oh  cette  droite  coupe  la  courbe  C^. 

Comme  dans  le  cas  précédent,  on  remarquera  que  l'on 
peut  se  boiner  à  construire  le  nomogramme  pour  les 
valeurs  positives  de  z. 

().    Prenons    en    [)arliculi(r    ré(piati()n    complèlc    du 


(  55  ) 
troisième  degré  (  '  ) 

Z^  -h  t  Z-  -h   HZ  -+-  V  =  O, 

qui    renlre    dans  le    type  précédent    quand   on    y    fait 
m  =  d,  n  ^  2,  p  ^=  i. 

Les  points  [u)  et  (t^)  sont  les  mêmes  que  précédem- 
ment, distribués  sur  les  di'oites  AA' et  BB';  quant  aux 
courbes  C^,  elles  sont  définies  par  les  équations 

[  —  J  z^-{-  t  z- 

'  ~  I  -+-  ^  '  '^  ~  i-{-  z 

La  première  de  ces  équations  définit  d'ailleurs  les 
lignes  (3),  qui  ne  sont  autres  que  les  parallèles  à  Oj 
menées   par  les   points  (z)  du  nomogramme   du  n"  4 

U'S-  0- 

Pour  obtenir  sur  chacune  de  ces  lignes  (0)  les  points 
des  diverses  courbes  C[,  il  suffit,  après  avoir  posé 


ri- 


de remarquer,  comme  on  vient  de  le  (aire  dans  le  cas 
général,  que,  vnie  fois  construite,  la  courbe  Cq  définie 
par  l'ordonnée  joi  t)n  a,  sur  chaque  ligne  (  z),  les  points 
des  courbes  correspondant  à  f  =  i  ,  2,  3,  .  .  .  en  ajoutant 
à  l'ordonnéej'^Oî  une  fois,  deux  fois,  trois  fois,  .  .  .  l'oi- 
donnée  ■/)  qui  n'est  auire  i[ue  celU  de  l'hyperbole  con- 
struite pour  le  nomogramme  précédent. 

La  courbe  Co   est  d'ailleurs   uiie  cubique   cuspidale 
ayant  son  point  d'inflexion  en  B,  où  la  tangente  secon- 


(  '  )  Pour  l'extension  de  ht  riiétliodc  jiiS([u";iu  seplième  degré, 
cuir  les  Notes  que  nous  avons  ])ubli(''es  dans  les  Comptes  rendus 
(t.  C.WXI,   p.   532)  et  le  Bull,  dos  Se.  nuilli.   (.?'  série,  t.  XXIV, 

p.  .-8r.). 


SoI&.^Zgt  cotes  de  x  inscrU.es  sur 
l'axe  htrrifioniaZ  sont  rvpétées 
pour  les  valeurs  comprimes  entre 
♦.s  et  10  sur  les  courdes  \  n  )  co- 
tées de  ^)  à  (-10),  à.  l'irUerseciiorv 
de  ceJles-d.  et  dos  ver{icalef  cor- 
responda/Ues. 


(  ••:  ) 

fond  avec  Oj",  el  son  point  de  rebroussemenl  à  l'infini 
sur  la  partie  négative  de  AA'  (^  '  ). 

C'est  ainsi  qu'a  été  obtenu  le  nomogramme  repré- 
senté par  la  figure  2,  sur  laquelle  on  a  indiqué  en  poin- 
tillé les  positions  de  l'index  se  rapportante  la  résolution 
des  équations 

5^  -î-  2  :;  —  (1  =  (),  z^  -h  z-  —  '2  . 1  ()  :;  —  >  ,'2  =  0, 

pour  lesquelles  le  nomogramme  donne  respectivement 
^  =  I,  f\Ct        et        ^  =  1,6. 

Remarque.  —  On  peut,  pour  construire  le  système  (/), 
j)orter  sur  chaque  droite  (z)  les  ordonnées  t,  à  partir 
de  l'une  quelconque  des  courbes  C^,  tracée  d'abord.  En 
particulier,  on  peut  partir  de  la  courbe  C(  définie  par 
l'ordonnée 


que  fournit  immédiatement  une  simple  Table  de  carrés. 


[Dlboc] 

SIR  L'INTÉGRALE  DE  DIRICIILET  (^); 

Par  m.  STÀCKEL  (trad.  Laugel)- 


l. 

La  démonstration   donnée    par   Diriclilet,    en    1829, 
qu'une   fonction  arbitraire  est  représentable   par   une 


(')  Pour  la  conslruclion  poiiil  par  point  de  celle  cubique  avec 
SCS  tan^enlcs,  voir  le  Traité  de  Nomographie,  p.  190. 

( -' )  Kxlrail  des  Comptes  rendus  de  l'Académie  royale  des 
Sciences  de  Leipzig,   ruai  >[)<>'■ 


(  ^"^8  ) 
sciio  trigonométiique  repos<3  sur  le  lliéorènie  suivanl  : 

Si  l'on  désigne  par  f{  \)  une  fonction  continue  de  ^, 
fjiii,  tandis  (fiie  ç  croit  de  o  à  h  [la  constante  h  véri- 
fiant les  conditions  li  ^  o  et  A^-l»  est  toujours  ou 
bien  croissante  ou  bien  décroissante,  l'intégrale 


f 


■ ^—- ./(  ;  )  ";» 


(juand  on  y  donnera  au  nond^re  n  des  valeurs  positives 
croissant  indéfiniment,  tendra  de  plus  en  plus  vers  la 

limite  7,/(<j)  [OEuvres,  l.  I,  1889,  p.  i54.  Berlin). 

Comme  corollaire  de  ce  ihéorème  résulte  [loc .  cit., 
p.   lyo)  la  proposition  suivante  : 

Si  l'on  désigne  par  g  et  h  des  constantes  vérifiant 

les  conditions  g^  o,   -  ^  //  >>  ^,  et  si  la  fonction  /(  \), 

pour  ^  croissant  de  g  à  A,  est  une  fonction  ou  bien 
toujoui  s  croissante  ou  bien  toujours  décroissante,  Cin- 
té^irale 

•  '  ?iii(2«-+-  t);        .        ^ 

iT^T^ yi^M^;, 


1 


pour  n  infiniment  grand,  sera  égale  à  o. 

Dans  ce  (pii  suit,  je  me  pr()[)Ose  d'abord  de  inontr(;r 
comment,  sans  faire  usage  du  tliéorème  de  Diriclilet, 
on  peut  immédiatement  obtenir  le  corollaire,  et  ensuite, 
en  faisant  certaines  hypothèses  sur  la  nature  de  la  fonc- 
tion y  (q),  connnent  on  peut  inversement  déduire  le 
théorème  du  corollaire. 

Dès   l'année   1 8()o  on   trouve   une  démonstration  di- 


(    -H)    ) 

leclc  1res  élégante  du  corollaîre  dans  un  Mémoire  de 
M.  Scheibner  (  '  ),  qui  d'abord  suppose  que  la  fone- 
lion  /(i)  est  eontinue  entre  les  limites  d'intégration  et 
reste  toujours  ou  bien  eroissante,  ou  bien  décroissante, 
et  ensuite,  en  décomposant  l'intervalle  compris  entre  ces 
limites,  étend  la  proposition  à  des  fonctions  qui  ne  pré- 
sentent qu'un  nombre  fini  d'oscillations  finies  et  un 
nombie  fini  de  valeurs  maxima  et  niinima.  La  démon- 
stration que  je  donne  ici  est  encore  plus  générale,  car 
l'unique  bypothèse  que  je  fais  est  qne/(ç)  reste  conti- 
nue dans  l'intervalle  ^  =  {g  .  .  .h),  en  sorte  que  les 
fonctions  continues  admettant  une  infinité  d'oscillations 
ne  sont  pas  exclues. 

II. 

Comme  point  de  dé[)art  prenons  la  formule 

r^     .                         ^    ,.          COS('2/t-HI)a  —  cos(-2rt-hi)3 
/       sin  ('2  «  -!-  I  )  r  d'  — ' 


d'où  l'on  conclut  que  la  valeur  absolue  de  l'intégrale 

est  < — On    arrive    au    même   résultat  au    moyen 

~  ■->,  /l  -h  i 

d'une  considération  géométrique.  L'aire  de  la  courbe 

■r\  =  si^(•2/^  -H  i); 

est  formée  d'ondes  de  longueur ^-,  où  celles  que  l'on 

peut  nommer  les  coLlines  et  les  vallées  ont  même  aire, 
à  savoir Comme  collines  et  vallées   sont  situées 

•2  II  M-  I 

alternativement  de  part  et  d'autre  de  l'axe  des  i,  prises 
deux   à  deux  ensemble,  elles    fournissent   à   l'intégrale 


(')  Ucber  unendlichc   Beiken    und  deren  Convcrge/i:.   Leipzig, 
Mii/rl. 


(  ^'"  ) 

une  contribution  nulle  et  dans  une  sommation  quel- 
conque il  reste  au  plus  une  aire  (que  l'on  doit  compter 
soit   dans    le   sens  positif,   soit   dans    le   sens    négatif) 

eiiale  a 

^  2  /i  -H  I 

Si  la  fonction  'f(^)  est  continue  dans  l'intervalle 
z-=(g  .  .  .//),  on  sait  qu'elle  est  aussi  uniformément 
continue  (')  dans  cet  intervalle,  c'est-à-dire  qu'en  pre- 
nant une  quantité  positive  t  suffisamment  petite,  on  peut 
assigner  un  nombre  /'  tel  que,  dans  les  r  intervalles 


À^---^  +  [À-..]^).    (^-Mv-.J- 


on  ait 

(X  =  O,    1,2,    ...,/• l), 

les  fonctions  .'^x(^)  vérifiant  les  inégalités 
On  a  par  conséquent  l'équation 

;•  — 1  S +''•  +  !' — r^ 

/•-l  i;-4-(/.  +  l)— — 


(')   Voir  U.  DiNt,  Teorica  délie  f un zioni  cli  variabili  reali,  §  41 
('Pisii.  iS'jS).   cfintcrKiiil  une  H(''nioii>;|i;ii  ion  flin'  ;i  M.  <"i.  (liinlor. 


(  <i'    ) 
Dans  la  première  somme, chacune  des  /•  intégrales  est 

en  valeur  absolue  <  — ^ — ;  dans  la  seconde,  comme  la 

—    2  /i  -f-  I 

quantité  sous  le  signe  d'intégration  est,  abstraction  faite 
du  signe,  <^  i,  chacune  des  /•  intégrales  prise  en  valeur 
absolue   est  plus  petite  que   l'intervalle  d'intégration, 

c'est-à-dire  <"   ^  ~     «    Soit  alors  M  le  maximum  de  la 
^      /• 

valeur  absolue  de  '-p(;)  dans  l'inlervalle  q  =  {g  .  .  .  //), 
o!i  aura  toujours 

.  /'  I 


/ 


si n  (  2 /t  -+-  I  ) ;  Ci (  ;  )  f/;    <  IM  — y-  z(li  —  g). 

'  ■i.n  -f-  i 


Si  pour  une  valeur  donnée  de  la  quantité  e  à  laquelle 
il  faut  adjoindre  un  nombre  /•,  on  choisit  -.in  -t-  '  suffi- 
samment grand,  par  exemple 


on  peut,  en  faisant  décroître  £,  rendre  la  valeur  absolue 
de  Tintégiale 

plus  petite  que  toute  quantité  positive  donnée  o,  c'est- 
à-dire  que  l'on  aura 

r'' 

(L)  lim     i       siiK '2 /(-+- i)^ 'f  (;)<:/;=  o. 

On  peut  rendre  intuitive,  par  une  interpiétation 
géométrique,  la  condition  de  choisir  m -h  i  grand  par 
rapport  au  nombre  /•. 

En  partageant  l'intervalle  ^  =  {^ .  .  .  h)  en  un  grand 
noud)re  de  petits  intervalles,  la  fonction  's(l)  dans 
chaque  intervalle  partiel  éprouve  une  oscillation  au 
plus  égale  à  ;<ô,  el  par  (;()ns(''(|uent  est  prrs  d'être    cou- 


(  ^'^  ) 

slantc.En  prenant  alors  an  -+-  i  suffisamment  grand  par 
rapport  à  r,  on  fait  devenir  le  nombre  des  ondulations 
qui  remplissent  chaque  intervalle  très  grand,  quoique 
l'intervalle  soit  très  petit. 

Mais  comme  collines  et  vallées  apportent  à  l'inter- 
valle des  quantités  qui  se  détruisent,  la  contribution 
qu'apporte  un  intervalle  partiel  à  la  valeur  totale  de 
l'intégrale  est  une  quantité  tellement  petite  que  la 
somme  de  ;*  pareilles  quantités  est  elle-même  une  très 
petite  quantité.  De  cette  manière  on  se  figure  très  bien 
comment  il  se  fait  que  la  valeur  de  l'intégrale  devient 
de  plus  eu  plus  petite  pour  les  valeurs  de  plus  en  plus 


grandes  du  nombre  /?. 


III. 


Lorsque   la  fonction  ,/(ç)  est  continue  dans  l'inter- 
valle ç  =  (^  .  .  .  A),  il  en  est  de  même  de  la  fonction 

tant  que  l'on  a  g\^o,-'^h'^g,  g  pouvant  tendre 
d'ailleurs  vers  zéro,  mais  étant  difierenl  de  zéro,  et  par 
suite  alors  de  l'équation  (L)  résulte  immédiatement  le 
corollaire  de  Diriclilet  : 


liin    / 


-SinÇ.nH-,,^ 
suif 


qui  est  ainsi  démontré  pour  toutes  les  fonctions  conti- 
nues f(^). 

La  question  éprouve  une  modification  essentielle 
lorsque  l'on  fait  ,^  =  o  dans  l'écpiation  (L);  en  effet,  il 
n'est  plus  permis  alors  de  poser 


(  (>^  ) 

car  pour  ç  =  o  la  conlinuité  peut  cesser  d'avoir  lieu, 
siiiç  étant  nul.  Pour  que  l'équation  (L)  soit  encore 
exacte,  il  faut  que  le  numérateur  de  cp(q)  soit  aussi  égal 


a  zeio  pour  ^  =  o. 


Or  nous  pouvons  remplir  celte  condition;  écrivons 
l'intégrale 

SOUS  la  forme 

Le    simple   examen   de   cette    expression   fournit    ce 
théorème  : 

Si  la  f onction  f{\)  est  telle  que  non  seulement  f{ç,)^ 
mais  encore  le  quotient 

.A;)-/(o) 


ç 


soit  continu  dans  l'intervalle  ç  =  (o  ...//),  A  <  -,  on  a 
r  équation 


si  11  S 


r"sin(-a/i-hi)? 
Iim     /      -. — j — —dl 


D'où  résulte  ce  théorème  : 

Une  fonction  continue  /(.x)  peut  toujours  être  dei'e- 
loppce  en  série  de  Fouricr  dans  tout  intervalle  oii  elle 
a  une  dérivée  première  finie. 


(  t^4  ) 

[El]  [H5f] 
SLR  LA  CO\VERGE\CE  DE  LA  SÉRIE  HVPERGÉOMÉTRIOLE; 

Par  m.  M.vurick  GODEFROY, 

Bibliothécaire  de  la  Fanilté  des  Sciences  de  Marseille. 


Si   l'on    regarde   la    fonction    T (jc)   comme  étant   la 
limite,  pour  «  =  ce,  du  produit 

n  (  .r  )  =  /?•'■ 


on  en  déduit  sans  peine  que  l'expression 

I        Y( jt  -^  II) 
II-''  i  .1. .  .{  n  —  I  ) 

tend  vers  l'unité  quand  n  augmente  indéfiniment.  Go 
résultat,  dû  à  \\  eierstiass,  non  seuh'ment  a  de  l'im- 
portance au  point  de  vue  de  la  théorie  de  la  fonction 
gamma,  mais  il  fournit  en  outre  un  procédé  commode 
pour  la  discussion  de  certaines  séries  dont  les  termes 
sont  formés  avec  des  factorielles.  A  cette  catégorie 
appartiennent  les  séries  considérées  par  Stirling  et  la 
série  hvpergéomélrique.  Je  me  bornerai  au  cas  de  la 
série  hjpergéométrique,  qui,  je  crois,  n'a  pas  encore  été 
étudiée  de  cette  manière. 
Soit  donc 

1  H X  H — ■ X-  -+-... 

i-ï  i.2Y(T-HU 

la  série  hypergéométrique  de  Gauss,  les  paramètres  a. 
|j,  Y  étant  réels  ou  complexes  mais  non  égaux  à  des 
entiers  négatifs.  Le  terme  général  de  cette  série 

a  -i-  /i  — 

7777(7 


(  ^^"  ) 

est  égal,  coiiinie  ou  le  constate  facilement,  au  protluit 
des  deux  expressions 

V(") 

r(a)r(;3)     ' 

et 

I      r(7-f-«) 


L  /i<^   I  .  2  .  .  .  (  /i  —  I  )  nP    1 . 2 .  .  .  (  /i  —  1  )  J  ■  [/iï   1 . 2 . .  .  (  /i  —  1  ) 

cette  dernière  ayant  pour  limite  l'unité  lorsque  n  devient 
infini.  Or,  si  «,  Z>,  c  sont  les  parties  réelles  des  para- 
mètres a,  ^,  y,  le  module  de  l'exponentielle  «^+1^  T~  * 
est  n^+f>~c-i  •  pap  conséquent,  on  peut  poser 

\u„  I  =  À „ /!«+''-'■- 1  |.rl", 

en  désignant  par  X„  un  coefficient  qui  tend  vers  une 
limite  pour  «  =  oo.  Le  rayon  de  convergence  est  évi- 
demment l'unité;  il  reste  à  examiner  la  nature  de  la 
série  aux  extrémités  de  son  intervalle  de  convergence. 
Trois  hypothèses  sont  alors  à  distinguer  : 

i"  a  -{-  b  —  c  —  i^o.  —  Les  modules  des  termes 
augmentent  indéfiniment. 

•>y  a  -\-  b  —  c  —  i^o.  —  Les  modules  des  termes 
tendent  vers  une  limite  non  nulle. 

3"  a -\- b  —  c  —  i<;o.  —  Les  modules  des  termes 
tendent  vers  zéro. 

La  série  des  modules  est  convergente  quand  a,  b,  c 

vérifient  l'inégalité 

a  -\-  b  —  c  <  o, 

et  seulement  dans  ce  cas,  car 


Ann.  de  Mathémat.,  4''  série,  t.  II.  (Février  too-î.) 
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[F] 
EXERCICES  ET  LECTURES  SIR  LES  FO^CTIO^S  ELLII'TI(|IJES 
(PRÉPARATIO\  A  L'AGRÉGATIO\  DES  SCIENCES  MATHÉ- 
MATIQIES); 

Notes  héunies  par  1M.  A.  B. 


1.  Trouver  les  périodes  principales  du  réseau  dérivé  des 
deux  périodes  2  -1-  261  et  i  -f-  i5i. 

(  G.  Jordan,  Conf.  de  l'École  Polytechn.) 

t.  Représenter  par  des  graphiques  en  perspective  cavalière 
l'ensemble  des  valeurs  réelles  de  }mi  dans  le  cas  du  discri- 
minant positif  et  dans  le  cas  du  discriminant  négatif. 

3.  Construire  la  courbe  y  =  X,x^  les  invariants  g^  et  g^  étant 
réels. 

4.  La  surface 

tnj'  tn^  -I-  tn^  tnar  -t-  tn.r  \.v\y  -t-  3  =  o 

/    .  sn  «         ,2    ^\  „  .    . 

(  ou  tn  II  =  -■ et  A  =  -  1/2  1  est  une  surtace  niinima. 

\  en  u  i       /       ■ 

(Greemiill,  Fouet.  eUipt.,  p.  87.) 

5.  Arrière-voussure  de  Saint-Antoine.  —  On  donne  une 
ellipse  dont  un  axe  OC  est  vertical,  et  un  rectangle  horizontal 
dont  les  côtés  opposés  MN,  PQ  ont  respectivement  pour  mi- 
lieux les  extrémités  B  et  B'  de  l'axe  horizontal  de  l'ellipse;  la 
surface  de  l'arrière-voussure  est  engendrée  par  une  ellipse 
variable  dont  le  plan  reste  normal  à  la  droite  BB'  et  <lont  les 
sommets  sont  les  points  où  ce  plan  rencontre  l'ellipse  1500  el 
les  côtés  opposes  MQ  et  !\P  du  rectangle  : 

1°  Déterminer  les  asymptotiques  de  celte  suifacc; 
V."  Rapporter  la  surface  à  ses  asymptotiques. 
Prenant   pour   axe   des  x  la    droite   OH,  |>(nir  axe  des  z  la 
dritile     OC    (axes     reelanguliiires  ),    el     |)Os;iiil  HI5'  =  ■>«. 
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MN  =  ib,  OC  =  c,  on  a 

a  /cnu        cnt^  \ 

X  =  ±z  -( ! 

1  V,  cnt'         cnu/ 


b/snuànv        snvànii\  \      ( i.  _     ' 


-    j 


•^  2\snpdna        snaclnt^/  |      \^  y/ 

c  (cn^ii  —  cn2())2  1 

_2  _  -H  _   ^^ ! 

4  sn  a  en  K  dnw  sni»  cnt' dnt^      / 

les  asymptotiques  étant  les  lignes  u  =  const.  et  p  =  const. 

[E.    RoucHÉ,   Sur   les   lignes   asymptotiques  d'une 
surface   du  quatrième   degré  {Comptes  rendus; 
t.  LXXXIV).] 
(L'intéressant   calcul    qui    conduit    au   résultat    énoncé    n'a 
jamais  été  publié.) 

6.    Soit  f{z)  une  fonction  elliptique  du  second  ordre  dont 
l'une  des  périodes  est  2w.  Les  n  quantités 

f(z),     f(z+—),       ...,      /    .-+— -20. 


sont  racines  d'une  équation  en  G  de  la  forme 

P(e)4-X(3)Q(6)  =  o, 

P(0)  et  Q(0)  désignant  deux  polynômes  de  degré  n  à  coeffi- 
cients constants. 

(R.   Bricard,    Société   math,    de   France,   t.   XXVI, 
1898,  p.  92.) 
Ce  théorème  est  susceptible  d'applications  géométriques. 
{Ibid.,  p.  96.  ) 

7.    Toute  fonction  elliptique  d'ordre  n,  f(u)  est  représen- 
lable  par  le  quotient  de  deux  expressions  de  la  forme 

«0-+-  «1  P("  +  ^')  ■+-  «2  p'(,u-^  h) -+-... -^  a,j_,p(«-2'(M  +  h), 

h  et  les  ai  désignant  des  constantes  convenables. 

Ce  mode  de  représentation  est  valable,  que  les  zéros  ou  les 
pôles  de  f(u)  soient  distincts  ou  non. 

[P.  Painlevé,  Sur  la  représentation  des  fonctions 
elliptiques  (Société  math,  de  France,  t.  XXVII, 
déc.   1899,   p.    ioo  ).  I 
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8.  Appliquer  le  théorème  de  M.   Painlevé  à  l'établissemenl 


de  la  formule 
p'u  —  p'v 


const. 


pu  —  pv 

ip'^  p(k+  M  -p(î/.o+  ^ 


OÙ  Mo  désigne  un  zéro  du  premier  membre. 

Cette  formule  a  été  utilisée  en  particulier  par  M.  Andrade 
dans  sa  thèse  citée  plus  loin  (n"  34). 

0.  Décomposer  en  éléments  simples  les  fonctions 

— ,      (  1-' =  const.).  —7- — >      — ; — • 

pu  —  erj,        pu  —  pi>  p"^"        pu 

10.   Intégrer  au  moyen  des  fonctions  elliptiques 
(ax  -\-  b)  dx         \ 


f 
f 
f 
f 


(x  —  11  \l  x"^ —  ( 
dx 


(fonctions  de  Weierstrass), 


372  y/,r*  —  x 
{ax--^b)  dx 

\/x'*  -H  I 

— :;^^  (fonctions  de  Jacobi). 

x'*  )/x'*  —  l 
(G.  HuMBERT,  Conf.  de  l'École  Polytechn.) 

11.  Réduire  au  type  canonique  de  Jacobi  les  intégrales 

dx 


f 
f 


v/±  [(a:  — a)2+  p^J  [(a:  -  «)2±  Ô^J 
dx 

s/±{x-a)[{x^-oc)^-^i^' 


en    posant  r  =  a -+- p  tang(cp -H  cpi  )    et    en    choisissant    (p,    de 
manière  que  la  difl'érentielle  à  intégrer  prenne  la  forme 

do 

/,\  -+-  h  C0S7  0 


(  ^9  ) 
Appliquer  à 

r      dx  f  dx  r  __    dx 

(Comte  Magnus  de  Sparre,  Société  scientifique  de 
Bruxelles,   i885.) 

12.  Aire  de  Vellipsotde.  —  i°  Aire  comprise  sur  un  ellip- 
soïde quelconque  entre  deux  sections  planes  le  long  desquelles 
on  peut  circonscrire  à  l'ellipsoïde  un  cône  de  révolution,  c'est- 
à-dire  entre  deux  sections  planes  dont  les  pôles  sont  sur 
l'hyperbole  focale  (zone  d'Humbert). 

1-  Le  lieu  des  points  d'un  ellipsoïde  où  la  normale  fait  avec 
l'un  des  axes  principaux  de  la  surface  un  angle  donné,  se 
compose  de  deux  boucles  fermées,  symétriques  par  rapport  au 
centre.  Aire  comprise  sur  l'ellipsoïde  à  l'intérieur  d'une  de  ces 
boucles  (zone  de  Lebesgue  et  de  Gellett).  En  déduire  l'aire  de 
l'ellipsoïde  entier. 

[G.  HuMBERT,  Sur  le  théorème  d'Abel  et  quelques- 
unes  de  ses  applications  à  la  Géométrie  {Jour- 
nal de  Mathématiques,  1890,  p.  243  et  255;  uo«r 
aussi  Comptes  rendus,  t.  GIX,  1889,  p.  6u).] 

13.  Rectification  de  courbes.  —  i"  Rectifier  l'arc  d'ellipse 
en  utilisant  les  fonctions  de  Weierstrass.  En  déduire  le  théo- 
rème de  Fagnano. 

(L.  LÉVY,  Précis  des  Fonct.  ellipt.,  p.  i45.) 

■i."  Rectifier  l'arc  de  lemniscate 

02  =  «2  cOS2f) 

en  prenant  le  rayon  vecteur  p  pour  variable  indépendante. 
3"  On  considère  la  cubique 

9_  _  p'" 

^  ^^    pw'  2p« 

(^.,  =  0,  ^3  =  —  27  ;  axes  rectangulaires). 

Exprimer  son  élément  d'arc  en  fonction  de  u. 

Exprimer  l'élément  d'arc  de  sa  transformée  par  inversion 
par  rapport  à  l'origine  suivant  le  module  i,  aussi  en  fonction 
de  //. 
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Tiouver,  en  fonction  de  «,  les  coordonnées  d'un  point  de 
cette  transformée.  Démontrer  que  tout  cercle  passant  par 
l'origine  O  des  axes  détermine  sur  cette  transformée,  dite 
courbe  en  trèfle,  trois  arcs  OA,  OB,  OC  dont  le  plus  grand 
est  égal  à  la  somme  des  deux  autres. 

(G.HuMBERTj/owrnaZc^e  Mathématiques ,  1887,  p.  394.) 

14.  Lignes  géodésiques .  —  1°  De  l'ellipsoïde  de  révolution 
aplati;  1°  de  la  surface  de  vis  à  filet  carré. 

15.  On  donne  un  ellipsoïde  d'axes  ia,  ib,  ic  {a^b  ^  c) 
liés  par  la  relation  262=  a'^^c'^.  Déterminer  sur  sa  surface 
les  lignes  qui,  en  chacun  de  leurs  points,  sont  tangentes  aux 
diagonales  du  rectangle  des  axes  de  l'indicatrice  en  ce  point. 

(X.  Stouff,  Nouvelles  Annales  de  Math.,  1896.) 

16.  Sur   l'équation    d'Euler   et   son   intégration   algébrique. 

[Lire  la  Note  de  M.   Lacour  {Nouv.  Annales,  1899, 
p.  293).] 

17.  Théorèmes  de  Poncelet.  —  S'il  existe  un  polygone  P 
de  n  côtés  inscrit  dans  une  conique  S  et  circonscrit  à  une 
autre  conique  T,  il  existe  une  infinité  de  polygones  analogues 
de  n  côtés. 

Si  n  est  pair,  les  droites  qui  joignent  deux  sommets  opposés 
passent  par  un  centre  de  sécantes  communes  des  deux  co- 
niques. 

Soit  A(X)  le  discriminant  de  la  forme  T-+-XS;  démontrer 
que,  si  l'on  développe  v/A(X)  suivant  les  puissances  positives 
croissantes  de  X  sous  la  forme 


v/Mr)=:  A  +  BX-hCX2-^  DX3  +  ëX^  +  ..., 

la   condition    nécessaire   et   suffisante   d'existence   d'un    poly- 
gone P  est 

0  =  0  [iiMir  n  =  3, 

D  =  o  )'  «  =  4  » 

n  n 

)>  n 

(Cavi.ev,  Mathemalicftl  l'apers.) 


G 

D 

D 

1-: 

D 

K 

M 

¥ 

n  =  5. 


n  —  (>. 
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Développer  les  calculs  clans  le  cas  de  deux  cercles;  décom- 
position des  équations  de  condition. 

(Lire  sur  ce  sujet  un  intéressant  article   de  M.  Le- 
UEV\RE{Enseiffnenientrnathématique, igoo, p. ^lo- 

423).] 

18.  Soit  une  cubique  dont  les  trois  asymptotes  sont 
iunexionnelles  et  concourent  en  un  même  point  O;  une  droite 
quelconque  la  coupe  en  trois  points  Mi,  M2,  M3.  Si  la  droite 
se  déplace,  la  somme  algébrique  des  aires  balayées  par  les 
rayons  vecteurs  0M„  OM2,  OM3  est  nulle  (c'est-à-dire  que  la 
plus  grande  de  ces  aires  est  égale  à  la  somme  des  deux  autres). 

(G.  HuMBERT,  Cours  de  l'École  Polytechn.) 

19.  Obtention  de  la  représentation  paramétrique  ellip- 
tique :  I"  d'une  cubique  plane;  1"  d'une  quartique  à  deux 
points  doubles;  T  de  la  polaire  réciproque  d'une  cubique. 

(Hermite,  Cours  d'Analyse  de  l'École  Polytechn., 
F«  Partie,  p.  422,  425-427.) 

20.  La  thèse  du  R.  P.  d'Esclaibes  Sur  l'application  des 
fonctions  elliptiques  aux  courbes  de  genre  un  (1880)  con- 
tient un  Chapitre  consacré  aux  propriétés  des  cubiques  planes. 
L'étude  des  points  remarquables  y  est  déduite  de  la  formule 
de  Kiépert  :  Points  d'inflexion,  leur  disposition;  points  sex- 
tactiques;  points  situés  sur  une  conique. 

Polygones  de  Steiner.  —  Inscrire  dans  une  cubique  des 
polygones  d'un  nombre  pair  de  côtés  et  tels  que  les  côtés  de 
rang^impair  concourent  en  un  point  fixe  de  la  courbe,  et  de 
même  les  côtés  de  rang  pair  en  un  autre  point  fixe. 

Points  correspondants  ou  points  dont  les  arguments 
elliptiques  ont  une  différence  constante.  -  L'enveloppe  des 
droites  qui  joignent  deux  points  correspondants  est  une  courbe 
de  sixième  classe  et  de  douzième  ordre,  tangente  à  la  cubique 
en  dix-huit  points;  cette  cour'oe  admet  neuf  tangentes  doubles 
dont  chacune  passe  par  un  point  d'inflexion. 

21.  Traiter  à  l'aide  des  fonctions  de  Weierstrass  la  question 
proposée  comme  problème  de  Mathématiques  spéciales  au 
Cuncours  de  l'École  Normale  en  1900  [Propriétés  des  cercles 
bitangents  à  la  cubique  :  x  {x-  -\-y-)  =  "']• 


(  7^  ) 

22.  Pour  la  cubique,  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites 
dans  un  quadrilatère,  l'invariant  absolu  reste  le  même  quand 
on  déforme  le  quadrilatère. 

23.  Il  y  a  neuf  systèmes  de  coniques  biosculatrices  à  une 
cubique  S  :  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  avec  S 
des  coniques  d'un  même  système  passe  par  un  des  neuf  points 
d'inflexion. 

Soit  I  ce  point  : 

1°  Par  un  point  quelconque  A  du  plan  passent  trois  coniques 
biosculatrices  du  même  système;  ces  coniques  ont  un  second 
point  commun  B  situé  sur  la  droite  AI  ;  les  six  points  de 
contact  de  ces  trois  coniques  avec  S  sont  sur  une  conique 
qu'on  appellera  conique  polaire  de  A;  A  sera  dit  le  pôle  de 
cette  conique;  il  est  clair  que  B  est  également  un  pôle  de  la 
conique  et  que  toute  conique  polaire  a  ainsi  deux  pôles; 

2°  Toute  conique  polaire  passe  par  ses  pôles  ; 

3"  Les  coniques  polaires  des  points  d'une  conique  polaire 
passent  par  les  pôles  de  celle-ci  ; 

4°  Les  pôles  des  coniques  polaires  menées  par  un  point  sont 
sur  la  conique  polaire  de  ce  point; 

5°  Si  un  point  décrit  une  droite  passant  par  I,  sa  conique 
polaire  reste  bitangente  à  une  conique  fixe;  les  deux  points  de 
contact  sont  sur  la  tangente  en  I  à  la  cubique  S; 

6°  Quand  un  point  décrit  une  conique  C  biosculatrice  à  S, 
du  système  considéré,  sa  conique  polaire  leste  bitangente  à 
une  cubique  fixe,  osculatrice  à  S  au  point  I  et  aux  deux  points 
de  contact  de  S  et  de  G; 

7°  Supposons  qu'un  point  A  décrive  une  conique  G  ;  soient 
G'  et  G"  les  deux  autres  coniques  biosculatrices  du  même  sys- 
tème passant  par  A;  elles  se  coupent  aux  deux  points  A  et  B 
qui  décrivent  G,  et  en  deux  autres  points  qui  décrivent  la 
cubique  du  6"  ; 

8"  Les  coniques  polaires  qui  passent  par  un  point  tourlioul 
en  deux  points  une  cubique  osculatrice  à  S  au  point  I. 

(On  utilisera  l'équation  normale  de  la  cubique 

en  prenant  le  point   I  ;i  l'inliiii  sur  ^>J'.I 

(G.  11  UMHliUT,  riièsc  sur  les  Cnurhc.s  de  i^cnrc  in:  iHHî.i 


(  7'^  ) 

'ii.  Théorèmes  de  Steiner  sur  les  coniques  surosculalrices  à 
une  quartique  de  genre  un. 

(D'EscLAiBES,  Thèse.) 

2.J.  Points  d'une  quarticjae  de  genre  un,  conjugués  dans 
un  système  S,  ou  points  dont  les  arguments  elliptiques  ont 
une  somme  S.  —  Ce  mode  de  conjugaison  est  indépendant 
du  mode  de  représentation  employé. 

La  droite  qui  joint  deux  points  conjugués  dans  un  système 
donné  enveloppe  une  conique. 

Le  conjugué  harmonique  par  rapport  à  deux  points  conju- 
gués dans  un  système  S,  du  point  où  la  droite  qui  les  joint 
coupe  une  droite  fixe,  décrit  une  courbe  unicursale  d'ordre 
quatre. 

Ce  lieu  est  une  conique  pour  quatre  positions  particulières 
de  la  droite  fixe. 

Si  S  est  une  demi-période,  la  droite  qui  unit  deux  points 
conjugués  passe  par  un  point  fixe. 

(G.  HuMBERT,  Thèse  sur  les  Courbes  de  genre  un.) 

2t).  Soit  la  courbe  G  : 
(a7^-f-j2y2  —  la  {.K--^ y-  ){x  -h y)  -^  a-{x  -^ y)-  —  '^a^y  —  o. 

1°  Exprimer  les  coordonnées  a^,  j/- d'un  point  quelconque  en 
fonction  elliptique  d'un  paramètre  u. 

■i"  Déterminer  tous  les  couples  de  quudriques  dont  l'inter- 
section se  projette  suivant  G. 

3°  Gondition  pour  que  quatre  points  de  G  soient  sur  un 
cercle.  Soient  Ui,  Uo,  U3,  U4  ces  quatre  points;  si  par  Uj  et 
U2  on  fait  passer  une  droite  ou  un  cercle,  et  par  U3  et  U4 
une  autre  droite  ou  un  autre  cercle,  on  obtient  chaque  fois 
deux  autres  points  d'intersection,  soit  Vi,  Vo,  V3  et  \\  : 
ces  quatre  points  V  sont  sur  un  même  cercle. 

4"  Il  y  a  quatre  familles  de  cercles  bitangents  à  G.  Déter- 
miner l'ordre,  la  classe,  le  genre  de  l'enveloppe  des  cordes  de 
contact  de  chaque  famille.  Établir  que  chaque  corde  de  contact 
coupe  la  courbe  en  deux  autres  points  qui  sont  les  |)oints  de 
contact  d'un  cercle  bitangent  de  la  même  famille. 

5"  Quel  est  le  nombre  des  cercles  bitangents  à  G  tangents 
en  un  point  Uq?  Si  Ui  et  U2  sont  les  deux  autres  points  de 
contact  respectifs  de  di-ux  de  ces  cercles,  trouver  l'ordre  et  la 
classe  i\r  l'i-iiv<'lnp|)c  (Ir  1,1  rt,ii\r  T ,  T  _.  qiiiind  ll„  \arie. 
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6°  Nombre  des  cercles  osculaleurs  passant  par  un  point  Uq 
de  G;  Ui  et  U2  étant  les  points  de  contact  de  deux  de  ces 
cercles,  ordre  et  classe  de  l'enveloppe  de  la  corde  UiUi. 

7°  Nombre  des  cercles  surosculateurs  à  G;  les  points  de 
surosculation  sont  quatre  à  quatre  sur  des  cercles. 

(  P.    Painlevé,     /exercice    proposé    aux    élèves    de 
l'Ecole  Normale.) 
(On    utilisera    le    mode   de   représentation    de   M.    Painlevé 
indiqué  au  x\°  7.) 

27.  Etude  de  la  biquadratique  gauche,  avec  les  nota- 
tions de  Jacobi.  —  La  plupart  des  résultats  attribués  à  Har- 
nack  ont  été  publiés  six  mois  avant  le  Mémoire  de  (;e  géomètre 
par  M.  Léauté.  Les  Nouvelles  Annales  ont  reproduit  ces  pro- 
priétés sous  forme  de  questions  proposées  sous  les  n°'  1901 
et  1907  (année  1901  ). 

[H.  LÉAUTÉ,  Etude  géométrique  sur  les  fonctions 
elliptiques  de  première  espèce  (Comptes  rendus, 
septembre  187G:  Journal  de  l'École  polytech- 
nique, Cahier  XLVl,  1879).] 

28.  Appliquer  les  fonctions  elliptiques  à  la  résolution  du 
problème  proposé  dans  les  Nouvelles  Annales,  1897,  p.  ^287, 
et  relatif  à  une  biquadratique  gauche  définie   numériquement. 

29.  Etude  de  la  surface  gauche  du  quatrième  ordre  à 
deux  directrices  rectilignes  doubles  distinctes.  —  1°  En 
prenant  les  droites  doubles  pour  arêtes  opposées  du  tétraèdre 
de  référence  {x=  o,  y  —  o)  et(s  =  o,  <  =  o),  on  peut  dis- 
poser des  faces  de  ce  tétraèdre  de  manière  à  donner  à  la  sur- 
face la  représentation  paramétrique 

X    _     y  z  t 


i         sn«        V  ?,n{u  —  7.)        V 

où  u  et  V  sont  les  variables,  et  a  une  constante. 

Equation  ponctuelle  de  la  surface. 

•i"  Génératrices  rectilignes  remarquables  de  la  surface. 

3"  Quadriques  inscrites  dans  la  surface. 

("  Les  asymptotiqucs  de  la  surface  sont  fies  ((.lurbes  algé- 
briques du  huitième  ordre  qui  fliviscnt  harmonii|uemenl  les 
L'énératrices  de  la  surface. 
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5°  Condition  pour  que  quatre  génératrices  rectilignes  appar- 
tiennent à  une  même  quadrique.  Quadriques  touchant  suivant 
deux  droites,  osculatrices,  surosculatrices. 

[E.  RoUYER,  Sur  les  surfaces  réglées  du  quatrième 
degré  {Annales  de  Toulouse,  1900,  p.  i63).] 

30  Cayley  a  donné  le  nom  de  tétraèdroïde  à  la  transformée 
homograplnque  de  la  surface  des  ondes.  Il  y  a  sur  cette  surface 
huit  coniques,  situées  deux  à  deux  dans  quatre  plans;  dans 
chacun  de  ces  plans,  les  points  communs  à  deux  coniques  sont 
des  points  doubles  de  la  surface. 

L'étude    de     cette    surface    au     moyen     des     notations     de 
Weierstrass   a   formé    le    sujet   d'un    concours   des   mu.elles 
Annales.  Lire  la  solution  de  M.  Raoul  Bricard. 
{Nouvelles  Annales,  1899,  P-  i97-) 

3L  Étudier  le  mouvement  du   pendule  simple  en  utilisant 
les  notations  de  Weierstrass. 

32.  Étudier  le  mouvement  du  pendule  sphériquc  en  utilisant 
les  notations  de  Jacobi. 

(M/VTHiEU,  Dynamique  analytique,  p.  io3.) 

33.  Le  mouvement  d'un  point  sur  une  sphère 

X'-^ y--^  52  —  a-, 
dans  le  cas  de  la  fonction  de  forces 

U  =  kx'--^^{y"^  =-) 

se  ramène  aux  fonctions  elliptiques.  (Equation  de  Lamé  dans 
le  cas  le  plus  simple  de  n  =  i.) 

(G.  KoBB,  Comptes  rendus,  t.  GVIII,  p.  5Go.) 

34  Mouvement  d'un  point  soumis  à  l'attraction  nevvlonienne 
de  deux  points  fixes.  Réduction  aux  quadratures.  Inversion 

(J.  Andrade,  Thèse,  Journal  de  l'Ecole  Polytech- 
nique, 6o«  Cahier,  1890,  p.  i9-4<^>-) 

35  Mouvement  d'un  corps  pesant,  homogène,  de  révolution, 
suspendu  par  un   point  de  son  axe.  Emploi   des   notations  do 

Jacobi.  .  .       .    „    ,  't  I 

(M\Tiiii;r,  Dynamique  analytique,  p.  ii7-' 
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36.  Même  question.  Substitution  des  paramètres  de  Klein 
aux  angles  d'Euler  ;  expressions  elliptiques  de  ces  divers 
paramètres. 

(Lacour,  Nouvelles  Annales,  1899,  p.  543-553.) 

37.  Mouvement  à  la  Poinsot  dans  le  cas  d'une  quadrique 
roulante  quelconque.  Formules  elliptiques  pour  le  mouvement 
et  pour  les  cosinus  directeurs  des  axes. 

(Lacour,  Annales  de  l'École  Normale,  1900,  p.  281.) 

38.  Mouvement  d'un  corps  solide  de  révolution  fixé  par  un 
point  de  son  axe;  chaque  point  de  ce  corps  homogène  est 
soumis  à  une  force  constante,  à  une  force  dirigée  vers  le  point 
fixe  et  proportionnelle  à  la  distance  à  ce  point  fixe,  et  à  une 
force  proportionnelle  à  la  distance  à  un  plan  fixe  normal  à  la 
direction  de  la  force  constante. 

(Na>'ny  Lagerborg,  Bulletin  de  la  Société  mathé- 
matique de  France,  1890.) 

39.  Forme  d'équilibre  d'un  fil  homogène  pesant  sur  une 
sphère.  Expressions  des  coordonnées  d'un  point  du  fil  et  de 
l'arc  au  moyen  des  fonctions  de  Jacobi. 

(P.  Appell,  Société  mathématique  de  France,  i885.) 

40.  Courbe  plane  dont  le  rayon  de  courbure  est  inversement 
proportionnel  à  l'abscisse.  Déterminer  les  constantes  par  la 
condition  que  la  courbe  passe  par  l'origine  et  y  touche  l'axe 
des  X.  Forme  et  propriétés  de  la  courbe.  (Elastique  plane 
sans  pression.; 

41.  Elastique  gauche  :  hélice  soumise  à  l'action  d'un  couple, 
cas  particulier  de  B.  Elie. 

(Elie,  Nouvelles  Annales,  1901,  p.  3o7-3i3.) 

•4:2.  Calculs  numériques;  usage  des  Tables.  —  1°  Une 
ellipse  a  pour  demi-axes  OA  =  2  et  OB  =  ^1.  Calculer 
l'arc  H.M,  le  point  M  ayant  pour  abscisse  x=  \. 

•j."  L'angle  initial  d'un  pendule  simple  de  longueur  |.g"',o88 
est  de  Go".  Calculer  la  dune  d'une  oscillation  simple.  Au  bout 
de  combien  île  temps  le  pendule  fait-il,  poui'  la  première  fois, 
ur)  angle  de  So"  avec  la  verticale. 

(C.  Ml'muicut.    Cours  d' Analyse  de  l'Ecole  Polyt.\ 
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3"  Résoudre   au    moyen  des  fonctions  elliptiques  léqualion 

x'" —  ix'-^  —  ioa"--4-  23a"  —  6  =  o. 
(  L.  Lkvy,  Précis,  p.  iS}.) 

4"  Calculer  la  surface  totale  d'un  ellipsoïde  dont  les  demi- 
axes  sont  a=3,6  =  2,  c  =  i. 


[H8] 

SUR  LES  GROUPES  QUI  DÉPENDENT  DE  FO\CTIORfS 
ARBITRAIRES; 

Par  m.   h.  LAURENT. 


Considérons  une  équation  linéaire  aux  dérivées  par- 
tielles 

(,)  A/=o 

où  l'on  a  posé 

AjjAo,  ...  désignant  des  fonctions  de  a:, ,  x^,  ...,x„. 
Il  est  facile  de  voir  que  celte  équation  admet  un  groupe 
très  général  de  substitutions.  Si,  en  eHét,  on  substitue 
aux  X  de  nouvelles  variables  r,  l'équation  (i)  devient 

A  y,  -^ — H  A  K'  /    -H  . . .  -+-  A  Vra  — =—  =  o , 

et  elle  restera  invariante,  si  l'on  a 

(■?.)     Aj,  =  XB,,         Ajo^^Bo,  ...,         A_/„=ÀR„. 

fi,,  Ho,  ...,  B„  désignant  ce  que  deviennent  A, ,  ...,  A,/, 
quand  on  y  reniplace  x,  par  y,,  Xo  pai'  JK2,  •  •  •  -  [[diis 
généralement  :   A/'=:o  se  Iransforjncra  en  ByVr^o,  si 
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les  lelalioiis  (2  )  0)U  lieu  quels  que  soient  les  B  supposés 
donnés  en  j  , ,  y^^  .  .  . ,  J)'«]  ;  A  est  alors  un  faeteur  quel- 
eoiique. 

Les  équations  (2)  sont  d'un  type  )einarqual)le,  consi- 
déré par  Jacobi  ;  on  les  intègre  en  posant  (voir  mon 
Traité  (V Analyse,  t.  VI) 

dxx  _  dx^  _        _  dx,i  _  dfi   _        _   dy„ 

et  si  (P),  Oo,  .  .  . ,  ^2h-)  sont  les  fonctions  qui,  égalées  A 
des  constantes  arbitraires,  représentent  les  intégrales  de 
ce  système  (3)  (où  X  est  quelconque) 

(4)     *,(cû,.  ...,  cp2„_,  )=  o,  ...,  *„(cp,,  ....a),„_i)=  o, 

les  <ï>  désignant  des  fonctions  arbitraires,  seront  les 
intégrales  générales  de  (2). 

Or,  les  équations  (3)  peuvent  s'intégrer  en  considé- 
rant à  part  les  systèmes 

CtOC\  CtÛC  II 

et 

^^^  "B7 B7' 

dont  les  intégrales  sont  respectivement  de  la  forme 

Xi  =  const.,         ...,         X,i_j  =  const. 

et 

Yj  =  const.,         ...,         Y„_i=const., 

les  Y  ne  diflérant  des  X  que  parce  que  jti  y  est  remplacé 

par  y,,  .r,  par  j.,, 

A  ces  formules  il  faudra  adjoindre  une  dernière 
équation  de  la  forme 

X„  —  Y„  +  const. 


(  79  ) 
obtrmie  en  intégrant  unii  dernière  équation  delà  forme 

X„  ne  dépendra  que  des  x  el  Y„  que  des  j;  j'ajoute  (|ue, 
si  l'on  prend  ).  =  i ,  X„  et  Y„  ne  dinéreront  l'un  de 
l'autie  que  paice  que  x,  y  sera  remplacé  par  y^,  etC; 
Alors  la  substitution  laissaJit  Af=o  invariante  sera 
de  la  forme 

I  Y,   =4;,{x,.  ...,x„_,:), 


^"^  '    Y„_,  =  •].„_,  (X, X„. 


Y„     =  X„-f-<V,.(Xi.  ..  .,  X„_,;. 

les  'l' désignant  des  fondions  arbitraires.  En  général 
on  a 

X,-(jKl,j2.  ...,7„)=  YyO'i.  ...,7«), 

excepté  si  i  =  «,  mais  si  cette  formule  a  encore  lieu 
pow  i  =  n,  ce  n'est  plus  seulement  V équation  A/=  o 
qui  sera  invariante,  mais  Vexpression  elle-même  A/ 
restera  invariante. 

On  voit  aussi  qu'il  existe  une  substitution  très  géné- 
rale eliangeant  A/  en  B/  ou  A»  =  o  en  B«  =  o,  les  A 
et  les  B  étant  donnés. 

Le  groupe  qui  laisse  A/=  o  invariante  permute 
évidemment  les  intégrales  les  unes  dans  les  autres  :  c'est 
ce  qui  est  évident  à  l'inspection  des  formules  (7). 

Cette  propriété  dont  jouissent  les  équations  linéaires 
à  une  inconnue,  de  posséder  un  groupe  qui  les  laisse  in- 
variantes, appartient  exclusivement  à  ces  équations,  en 
ce  sens  toutefois  que  ce  ne  sont  que  des  équations  très 
])articulières  parnn  les  équations  non  linéaires  ou  li- 
néaires simultanées,  qui  jouissent  de  cette  propriété. 

\a'  groupe  qui  laisse  A /=  o  invariante  contient 
d'autii'S  groupes  (pii  laissent  A  /==  o  invariante  en  nu''me 


(S) 
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temps  que  d'autres  équations  A'/=  o,  A"/=  o,  formant 
avec  Af=o  un  système  complètement  intégrable;  ces 
sous-groupes  permutent  les  intégrales  communes. 

Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  conduit  à 
une  autre  question  intéressante;  il  nous  a  conduit  à 
résoudre  des  équations  de  la  forme 

Kxixx.x,,  .  . .,  .r„)^-h.  .  .-i-A„(:ri,  .  .  •'^")^  =Ai(j»',,  .  .  .,7,,), 

Ai(a",,^, .. r„)^ -+-...  ^A„(a7i,  ...,Xn)~  =A„(j, jk„), 

les  y  étant  les  inconnues.  On  peut  les  considérer  à  un 
autre  point  de  vue,  et  les  j  étant  censés  connus  en  fonc- 
tion des  .r,  on  peut  se  demander  (|uelle  est  la  forme  qu'il 
faut  donner  aux  A  pour  satisfaire  à  ces  équations  (8). 

Supposons  que  la  substitution  s  qui  définit  lesj-en 
fonction  des  x  fasse  partie  d'un  groupe  à  un  paramètre  « 
défini  symboliquement  par  sa  substitution  iijlinitési- 
male  X/,  s  laissera  invaiiaiite  l'équation   Af=o.  Si 

l'on  a 

rXA  -  AX)/=//A/, 

c'est-à-dire  si  l'on  a 

ces  équations  forment  un  système  d'équations  de  Jacobi 
analogue  à  celui  que  nous  avons  rencontré  dans  la  solu- 
tion du  problème  inverse;  les  A  sont  donc  déterminés 
et  l'on  connaît  des  équations  A/=  o  que  la  substi- 
tution s  laisse  invariantes,  en  sorte  que  .v  change  A/ 
en  XA/;  alors  s  changera  y.  A/ en  vaA/,  en  chan- 
geant ;jL  en  v.  Si  alors  a  =  Av,  .v  changera  }x  A/en  u.A/, 
ou  laissera  ;j.A/ invariant,  il  reste  donc  à  trouver  une 
fonction  a  cpie  s  change  en  <-• 
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Le  prol)lèine  que  nous  voulons  résoudre  admettra 
donc  une  solution.  Si  la  substitution  donnée  fait  partie 
d'un  groupe  à  im  paramètre,  nous  sommes  ainsi  con- 
duits à  résoudre  cet  autre  problème  : 

Etant  donnée  une  substitution  s,  trouve/'  le  ou  les 
groupes  à  un  paramètre  dont  elle  fait  partie. 

Considérons  la  substitution 

(9)  ri=rl>  JK2=<?2,  yn='^n, 

où  C2, ,  'Jo,  ...  désignent  des  fonctions  des  jr, ,  .r^,  .. .,  x„. 
Soit 

X   ^-       -X     ^  =  -^ 

une  équation  aux  dérivées  partielles  admettant  les  inté- 
grales çp,,  çpo,  .  .  .,  o„_,  ;  on  peut  en  trouver  une  der- 
nière intégrale  fonction  de  X| ,  .  .  . ,  x«  et  t,  se  réduisant 

pour  t  =  o  k's>„{Xi,  .  ,  .,x,i)-  Soitj,,  =  'L  (,r ,,...,  .r„,  <) 
cette  intégrale;  la  substitution 

sera  la  substitution  générale  d'un  groupe  à  un  paramètre 
qui,  pour  r  =  o,  fournira  la  substitution  (9). 

J'ai  dit  tout  à  l'heure  que  les  équations  non  linéaires 
n'admettaient  pas,  en  général,  de  substitutions;  je  vais 
le  prouver  en  montrant  quelle  est  la  classe  très  res- 
treinte des  équations  du  premier  ordre  qui  jouissent  de 
celte  propriété. 

Si  l'équation 

(lo)  ./'(-fi r„  ;  Pi.  Pi,  ...,/>„)  =  (). 

')u         1  ,      .       . 

ou  /'(=  -r-7  '  3(imet  une  substitution  .V, 

fin    yt  =  oiixi,  .  ..,x„) jK«=o«(arj, .r„), 

Ail»,  rlr  Mnlliomnt .,  Y  sr-rir.  I.   II.   (  I'"i''vrinr  190?.)  O 
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il  existe  une  é(|uation  linéaire  cl  homogène  (F)  adniel- 
tant  la  substitution  ,v,  et  si  l'on  fait  subir  un  cliangeinent 
(Je  variable  t.  à  l'équation  (lo),  elle  admettra,  après  ee 
changement,  la  substitution  s  également,  car  s  chan- 
geant par  exemple  l'intégrale  a  en  a',  a'  en  a",  .  .  .,  / 
changera  ^  intégrale  de  la  transformée  (F)  en  [j,  st. 
changera  a'  en  une  intégrale  {3'  de  (F).  ...  ;  donc  5  chan- 
gera [5  en  ^',  ^'  en  [^",  ...  ;  il  existera  donc  une  équa- 
tion (F)  linéaire  ayant  avec  (lo),  si  l'oji  veut,  l'intégrale 
commune  [B  et  les  intégrales  j^',  [j\  .... 

Donc  une  équation  telle  que  (lo),  admettant  une  sub- 
stitution 5,  a  une  série  d'intégrales  communes  avec  une 
équation  linéaire.  Elle  n'est  donc  pas  quelconque;  il  y 
a  plus  :  si  l'équalion  (lo)  admet  un  groupe  à  un  païa- 
niètre,  elle  aura  une  intégrale  renfermant  une  constante 
arbitraire  commune  avec  une  équation  linéaire,  et  il  est 
d'ailleurs  facile  de  vérifier  par  le  calcul  que,  si  f=  o 
admet  la  substitution  infinitésimale  X/",  on  a 

en  posant 


AGREGATION  DES  SCIENCES  iMATHÉilIATKJlES 

(CONCOIRS  DE  1897); 

Solution  de  la  question  d'Analyse  par  un  Correspondant. 


On  donne  l' équation  aux  dérivées  partielles 

— i — ./' 

oîi  1)  et  (j  dési^nenl  les  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  de  z  considéré  comme  Jonction  de  a:  et  y  . 


(  83  ) 
1  "    Fonnc]'  les    équations   des    caractéristiques    et 
prouver  que  ces  équations  admettent  deux  intégrales 
qui  ne  dépendent  pas  de  la  forme  de  la  fonction  F. 

•>°  Déduire  du  résultat  obtenu  que  les  courbes 
caractéristiques  sont  planes  et  que  les  développables 
caractéristiques  sont  des  cônes.  Dire  quelle  relation 
existe  entre  le  plan  d'une  courbe  caractéristique  et  le 
sommet  du  cône  caractéristique  circonscrit  suivant 
cette  courbe. 

3**  Indiquer  comment  on  pourra  utiliser  ces  résultats 
pour  intégrer  complètement  l'équation  proposée. 

4°  On  mènera  l'intégration  jusqu'au  bout  dans  le 
cas  particulier  oii  la  fonctioîi  Y  a  la  forme 

Af— ^A L  ^B, 

A  et  B  désignant  deux  constantes.  Montrer  que,  dans 
ce  cas,  une  intégrale  complète  est  fournie  par  une  sur- 
face du  second  degré  dépendant  de  deux  paramètres. 

Posons 

u  =  px  ->^  q y  —  ^,  .s  =  —^ 

L'équation  à  intégrer  s'écrit 

p'^-h  q-  -h  K-  =  l'{s)- 

i"  Les  équations  différentielles  des  bandes  caracté- 
ristiques sont 


dx 

—r-  =/)-+-  ux, 

dt       '  (ip^  _  F'(5)  [ X 

dy  dt 


sp 


dq  _  ¥'{s)  I  y 


dz       ,, ,  dt 


—  sq 


(  84  ) 


On  on  déduit 


dp  dq 


du 


F'(.v) 


d'^x  _  dp  du 

~dt^  ^  dt  '^ ''^ 'dJ '^ 


Par  suito, 


d-x  d'^  )■ 

'dF  ~dF 

dx  dy 

dt  ~dt 


o  ou 


dx 


dx        r       v  F'  (  «  )  1 


dx 
TÏÏ' 


const.  =  —  cot  w. 


On  a  dès  lors  les  deux  intégrales  premières  indépen- 
dantes de  la  forme  de  F  : 


p  -1-  ux 


tangto 


et 


X  cosw  -+-  y  siii  w  =  const.  =  /. 

2"  L'intégrale 

X  coso)  +  y  sin  to  =  / 

montre  que  les  courbes  caractéristiques  sont  des  courbes 
planes,  situées  dans  des  plans  parallèles  à  l'axe  Oz. 
L'intégrale 

p  cosit)  -H  ^  sin  0)  -4-  ///  =  o 

ou 

'  ros(o 

T 


sinio 
q  (  —r-  -^  y)—z^o 


l 


montre  que  tout  plan  tangent  à  une  surface  intégrale 
en   un  point  de  la   caractéristique   ((o,  /)  passe  par  bî 


COSO)            sino) 
point j-^ Y~'  °' 


La  développable  caractéristique  (o),  /)  est  donc  un 


,(  85  ) 
Le  sommet  de  ce  cône  est  le  point  inverse  de  la  pro- 
jection de  l'origine  des  axes  sur  le  plan  de  la  caracté- 
ristique, le  module  étant  —  i  et  le  pôle  étant  l'origine. 


3"  ^ous  allons  établir  que  la  connaissance  de  ces 
deux  intégrales  permet  de  réduire  à  une  quadrature  la 
recherche  des  caractéristiques. 

On  obtient  immédiatement 


dp-  -+-  cUf-  -f-  du- 
__  V'^-  r.r^  -1-  y- 


"^ 


■is  ,                   ,1        isa 
-h  (p'^-h  (j'-)s- —  {px  -\-  qy)-\-  ^  H — 


;-i  uA 


dt^ 


--r(sF  —  \)d(i. 


Mais,  d'autre  part, 

I    ds         ./•    dx        y    dy        m  dz 
■2  dt        Z'    dt         z-    dt  z    dt 

_  {px  -\-  cj  y)  -+-  u{x^-\r'  y-)  —  'i.s  z(V  -\-  HZ 

d'où  l'on  tire 


dt 


ds 


■^{s¥-^) 


La  relation  précédente  s'écrit  donc 

dp--^drj--^da^::^j^^^^--^y 


(  86; 

Nous  poserons 

5  =  ^  et  F(a)  =  G(t). 

Nous  avons  les  relations 

p^-¥-  //2-f-  f/2=  G(-c), 

</G2 

/>  cosoj  -+-  g  sin  lo  =  — •  /</, 
a?  coso)  -f-jK  sin  m  —  I, 

el  nous  prendrons  comme  inconnues  auxiliaires 

/usinai  —  ^cosw  =  V, 
a:  sinw  — y  cosio  =  W. 

Ou  en  déduit  d'abord 

p2_i^  q2=  \-2  _u  11-2  /2^  (/jji  ^  clqï  —  [i  du-  -+-  d\^. 

Les    deux    premières    équations   prennent    alors    la 
forme 

(H-/^)»2       -)-  V2      =G(t). 

Le  changement  de  variables 


V^  I  + /^  M  =  p  coscp,         V  =  psin'v 
est  bien  naturel  ;  il  donne 

f/p^  -I-  p-2  f/o^  =  — , 

4lG  — t) 

P^=G(t). 

Éliminons    o    entre   ces  deux   équations;    un   calcul 
immédiat  donne 

dG 


^)         -UV^^ 


(  87  ) 
J'eUe  est  la  quadraluie  énoncée;   elle  définit   o   en 
(onction  de  t.  On  a  ensuite 

p  sino) —  q  co'sM  =■  \/G      sincp; 

d'où  l'on  déduit   les  expressions  de  p  et  q  en  Tonction 
de  T  et  des  constantes  /,  co,  cpo 


(B) 


/>  =  v/G  I        sincp  sin  oj  —  -^^zz=  coscd  cosco  j 


smcp  sinoj  — 
cosco  sin  Ci  — 

v/i 

COSCD  COSCO 

/ 

-C0SC2  sinoj 

v/i  +  /2 


Enfin  on  a 

i  X  =  l  cosco  -f-  W  sinco. 

(G) 

•  j'  =  /  sin  co  —  W  cosco 

/  ^'3  =  T(r  +  /^^  VV2), 

W  étant  lié  à 

T  par  la  relation 

u  ^z  =  px-^  qy. 

(d; 


cos  (f  y/i  -!-  ^*  ^-  sin  cp  W  4  /  - 


(,+  /2^W2) 


G 


Les  bandes  caraetéi'istiques  sont  ainsi  déterminées 
par  les  expressions  de  (x,  y^  z,  p,  </)  en  fonction  de  t 
et  des  trois  paramètres  essentiels  (o,  /,  csi,.  Leur  connais- 
sance achève  l'intégiation  de  l'équation  donnée. 

On  observera  que  (W,  z)  sont  les  coordonnées  d'un 
point  d'une  courbe  caractéristique  dans  son  plan  (/,  to)^ 
la  troisième  équation  (C)  et  l'équation  (D)  sont  donc 
les  é(|uations  de  cette  cai-actéristique,  délinissant  z  et  W 
en  fonction  du  paramètre  t. 

La  construction  d'une  surface  intégrale  [)assant  par 
une  courbe  donnée  est  innnédiale. 


(  «8  ) 
4°   Dans  le  cas  particulier  proposé,  on  a 

(E)  G=-  +  B         ou  ^ 


G  — B 
L'iulégrale  (A)  donne 

s/\dG 


f. 


Gv/G2-BG-A 
une  inversion  bien  simple  conduit  à 

l/Â        /B2  \  B 

Considérons  cp  comme  le  païamètre  variable;  cette 
équation  définit  G;  (E)  délinit  t;  (B)  font  connaître  // 
et  </ ;  (D)  donne  Wet  enfin  (C)  déterminent  x^y,  z-. 

Insistons  sur  le  cas  où  csq  =  t>.  Alors 

i  B  2    /  B2         \    . 

7=r  H r-  =  -7=  [-rr  —  '  )  SMI9COS9. 

Mais 

uV  v  i -\- l-         w(/;sinw  —  q  coi, tx>  )  J i -t- i- 

sinci  cosci  = =  — ' i- — , 

p-  G 

et 

G  =  y^^-)-  q'^-^  u^. 
Par  suite 

I^      /         ,  ,  ,  B^—  4A         ,  .  / y- 

I  -] (p-~r-  Cj'  -\-  u-  )  =  — T^  u{jj  sin  w  —  f/  cosco)  v'  H-  "• 

2  A.  -^  A  /a 

Or  cette  équation  est  l'écpiation  tangentielle  d'une 
surface  intégrale,  l'équation  du  plan  tangent  étant 

Z  —  pX  -\-  qY  -h  u. 

Cette  surface  est  de  seconde  classe,  c'est  une  quadri(|ue, 
et,  comme  elle  dépend  essentiellement  des  deux  para- 
mètres /  et  (0,  son  étpiation  ponctuelle  fera  connaître 
une  inlégiale  complèle  de  ré(piation  proposée. 


(  '^<J  ) 

Eu  posant 

-—  =  m         (quantité  donnée), 

B^—  {A    / jr 

^^  sj \ -^  l- =^  a         (paramètre), 

2B  /a 

ou  a  à  passer  de  recjuatioii  tanyeutielle  liomogètie 

U24- V^-t-  m\V2+T2— 2rt(Usinw  —  Vcosw)T  =  o 

à  l'cquatiou  ponctuelle  coriespoiiduute  ^  ou  trouve  aisé- 
uient  comme  résultat 

•32(1  —  «2^  —  rtî[j;2_|_  y2  _,_  (  —  a-i^x  cosoj  -\- y  sino))' 

H-  2  rt(-r  sin  w  — y  cosco)]. 


S0LLTI0.\8  m  0UESTIOi\S  l'UOPOSEES. 


1865. 

(  1900,  p.  38i.) 

Si  ail  hyper boloïde  circonscrit  à  un  tétraèdre  ortliocen- 
trique  passe  aussi  par  V orthocentre,  il  admet  des  systèmes 
de  Ir-ois  génératrices  rectangulaires,  et  inversement. 

(G.   FOMKXK.) 
SOLUTION 

Par    UN    ABONNÉ.   • 

Soit  un  tétraèdre  ABGD  pour  lequel  il  existe  un  point  E  tel 
que  chacun  des  cinq  couples  de  plans 

(  (HCE,     DÂB),         (   (CAE,     DBC),  _ 

,_-        ^    ,  ,  _        __--     ,  (ABE,     DCA) 

(  (BGE,     DAG),         '  (GAE,     DBA), 

soit  formé  de  deux  plans  rectangulaires  (deux  conditions). 
Gliacun  de  ces  cinq  couples  de  plans  constitue  un  liyperbd- 
loïdc    ('■([iiilatèrc    passant    par   les    cinfi   points  A,  H.   G,  I),  I']  ; 


(  90  ) 

les  équations  de  ces  quadriques  étant  Si  =  o,  82  =  0,  ..., 
S5  =  o,  l'équation  générale  des  quadriques  passant  par  ces 
cinq  points  est,  avec  quatre  paramètres, 

X,  Si  -f-  Xj  S2  +  . .  .-+-  XsS/^  =  o, 

et  il  est  bien  évident  que  ces  quadriques  sont  des  hyperbo- 
loïdes  équilatères,  puisque  la  condition  pour  une  quadrique 
d'être  un  hyperboloïde  équilatère  est  linéaire  par  rapport  aux 
coefficients  de  son  équation  ponctuelle.  En  particulier,  si  l'on 
prend  un  quelconque  des  cinq  points,  soit  le  point  E,  les  deux 
plans  EDA,  EBG,  par  exemple,  sont  rectangulaires,  ce  qui 
donne  les  propriétés  du  tétraèdre  orthocentrique.  Inversement, 
si  une  quadrique  passant  en  A,  B,  G,  D  est  de  plus  équilatère, 
comme  les  cinq  conditions  sont  linéaires  par  rapport  aux  coef- 
ficients de  l'équation  ponctuelle  de  la  quadrique,  cette  équa- 
tion renferme  quatre  paramètres  au  premier  degré,  et  se  con- 
fond par  suite  avec  celle  des  quadriques  qui  passent  par  les 
cinq  points  A,  B,  G,  D,  E. 

Remarque.  —  Ce  théorème  est  énoncé  et  démontré  dans  les 
Premiers  principes  de  Géométrie  moderne  de  M.  Dupoucq, 
page  io5. 

1866. 

(  1900,   p.    SH-i.) 

Soit  Q  la  conique  inscrite  en  .\,  B,  G  au  triangle  Ai  Bi  Ci. 

I.  Si  par  îVi  on  mène  une  droite  quelconque  qui  coupe 
BiGi  en  Ii,  GyV  en  H  et  AI3  en  K,  le  point  (o(BiI,  GK)  appar- 
tient à  Q  et  0)1]  est  la  tangente  en  w. 

II.  1^  étant  un  point  quelconque  de  BG,  si  IM>i  et  PGi 
coupent  G]  Al  et  A|  B|  en  II|  et  Ki,  la  droite  IliKi  est  tan- 
gente à  Q  et  l'A  la  rencontre  au  point  de  contact  »oi. 

(P.  Sondât.) 

SOLUTION 
l'ur   I\I.   NicoLAi,  y   IMsloia. 

I.  La  conique  lieu  des  points  communs  aux  rayons  homo- 
logues   de     deux     faisceaux     hoinograplii([ucs     (j(A,  co,Ai), 


(  y  ) 

B(A,  w,  G),    passe    par   les  points  A,    B,    G,   w,   touche  GAi 
et   BA.   en  G  et  en  B.  car  les  deux   faisceaux  forment  sur  la 


transversale  AjU  une  involution.  les  points  il  et  K  se  corres- 
pondant doublement. 

D'après  un  cas  particulier  du  théorème  inverse  de  Pascal,  on 
voit  encore  immédiatement  que  oj  appartient  à  Q,  et  du  théo- 
rème direct  on  déduit  que  wli  est  la  tangente  en  w. 

II.  Le  premier  théorème  transformé  par  dualité  fournit  le 
deuxième. 

Autres  solutions  par  MM.  Retali  et  Vacquant. 


1868. 

(  1900,  p.  43i.) 

Lieu  des  centres  des  coniques  dont  on  connaît  le  centre 
(le  courbure  en  un  point  donné,  ainsi  que  la  suninte  des 
carrés  des  axes.  (E.  Dupoucq.) 

SOLUTION 
Pur  M.  G.  FoNTENÉ. 

Lorsqu'un  triangle  circonscrit  à  une  conique  devient  éva- 
nouissant, le  cercle  conjugué  à  ce  triangle  devient  un  cercle 
tangent  extérieurement  à  la  conique  et  dont  le  diamètre  est 
égal  au  rayon  de  courbure  au  point  de  contact;  ou  encore, 
comme  l'a  remarqué  P.  Serret  {Nouv.  Ann.,  18G1,  p.  80), 
lorsqu'un  triangle  conjugué  à   une   conique  dt.'vicnt  évanouis- 


(  9^^'  ) 

sant,  le  cercle  circonscrit  au  triangle  devient  un  cercle  tel  que 
le  précédent.  Le  tbéorème  de  Steiner,  ou  celui  de  Faure, 
donne  donc  l'énoncé  suivant,  qui  a  été  proposé  comme  ques- 
tion par  Steiner  {Nouv.  Ann.,  1849,  p.  SgS)  : 

Le  cercle  tancent  extérieurement  à  une  conique,  et  dont 
le  diamètre  est  égal  au  rayon  de  courbure  au  point  de 
contact,  coupe  ortho gonalement  le  cercle  orthoptique. 

M.  Ploix.  a  donné  une  démonstration  directe  de  cette  pro- 
priété (Nouv.  Ann.,  i85o,  p.  59)  en  rappelant  que  Poncelet 
avait  déjà  donné  le  cas  particulier  de  la  parabole.  Si  le  point 
de  contact  M  est  donné  ainsi  que  le  centre  de  courbure  G  en 
ce  point,  en  appelant  K  le  symétrique  de  G  par  rapport  à  M, 
le  lieu  du  centre  de  la  conique  est  un  cercle  ayant  pour  centre 
le  milieu  de  MK. 

P.  Serret  a  étendu  à  l'espace  la  remarque  rappelée  plus 
baut  {Nouv.  Ann.,  1861,  p.  82);  en  précisant  un  peu  son 
énoncé,  on  a  eu  :  Lorsqu'un  tétraèdre  conjugué  à  une  qua- 
drique  devient  évanouissant,  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre 
devient  une  sphère  tangente  à  la  quadrique,  le  diamètre  MK. 
issu  du  point  de  contact  Î\I  étant  déterminé  par  la  relation 

MK  =  — (MGi^MCl), 

où  Ci  et  G2  sont  les  centres  de  couibure  principaux,  en  Mi. 
On  peut  dire  encore  :  Lorsqu'un  tétraèdre  orthocentriquc 
circonscrit  à  une  quadrique  devient  évanouissant,  la  sphère 
conjuguée  au  tétraèdre  devient  une  sphère  telle  que  la  précé- 
dente. 

Il  résulte  alors  du  théorème  de  Faure  étendu  à  l'espace,  ou 
du  théorème  de  Steiner  étendu  à  l'espace  avec  un  tétraèdre 
orthocentriquc,  qu'MA^e  sphère  définie  comme  ci-dessus  est 
orthogonale  à  la  sphère  orthoptique  de  la  quadrique.  Ge 
dernier  fait,  qui  entraîne  les  précédents,  est  susceptible  d'une 
démonstration  directe  analogue  à  celle  de  M.  Ploix.  Si  l'on 
considère  la  sphère  qui  est  tangente  en  INI  à  la  quadrique  et 
qui  est  orth(jgonalc  à  la  sphère  orthoptique,  le  diamètre  OM 
de  la  (|uadri((iic  coupant  encore  cette  sj)hère  en  N,  on  a 


()\=:. 


(  93  ) 

Y  étant  OM.  a  et  ^  étant  les  demi-axes  de  la  section  centrale 
de  la  qiiadrique  faite  parallèlement  an  plan  tangent  en  M;  on 
a  donc 

Mn  =  ON  —  O M  =  ^L±ll . 
OM 

si  MK  est  le  diamètre  de  la  sphère,  et  si  OP  est  la  perpendi- 
culaire menée  de  O  sur  le  plan  tangent  en  M,  on  a 

ÔM  X  MÏV  =  MK  X  ÔP , 

et  par  suite 

OP 
on  doit  donc  avoir 

PO         PO 

et  cela  a  lieu  terme  à  ferme. 

Autre  solution,  par  M.  E.-N.  Barisien. 
1870. 

(  1900,   p.  4:!2.) 

On  considère  la  figure  plane  qui  est  la  projection  de  la 
figure  de  l'espace  formée  par  cinq  plans  a,  b,  c,  d,  e;  on 
désigne  par  (ab)  la  droite  qui  est  la  projection  de  l'inter- 
section des  plans  a  et  b  et  par  (A,  B)  le  point  qui  est  l'in- 
tersection des  plans  autres  que  a  et  b.  Montrer  qu'il  existe 
une  conique  telle  que  chacune  des  droites  de  la  figure  est 
la  polaire  du  point  correspondant.  (G.  Fqntené.) 

SOLUTION 
Par  M.  V.  Hetali. 

Considérons  la  figure  corrélative  :  nous  avons  cinq  points 
(dont  quatre  quelconques  ne  sont  pas  dans  le  même  plan) 
sommets  d'un  pentagone  gauche  ayant  dix  couples  d'éléments 
opposés  (à  la  droite  qui  joint  deu"x  points  est  opposé  le  plan 
des  trois  autres  points).  Ces  dix  couples  d'éléments  oi)posés 
sont  cou])és  par  un  plan  arbitraire  (ne  passant  par  aucun  des 
sommets  du   pentagone)  suivant   dix  couples  d'éléments  con- 


(  94  ) 

jugués  d'un  système  polaire  [voir,  par  exemple  ('),  Reye, 
Géométrie  de  position,  t.  II,  p.  79  de  la  traduction  française]. 
Le  théorème  corrélatif  dans  l'espace  est  :  En  projetant  les  dix 
couples  d'éléments  opposés  (droites  et  points)  d'un  pentaèdre, 
d'un  point  arbitraire  (non  situé  sur  aucune  des  faces  du  pen- 
taèdre), on  obtient  dix  couples  d'éléments  conjugués  (plans 
et  rayons)  d'une  gerbe  polaire.  En  coupant  cette  gerbe  par 
un  plan  tt,  on  obtient  le  théorème  proposé. 

Il  y  a  un  nombre  doublement  infini  de  cubiques  gauches 
dont  les  plans  a,  b,  c,  d^  e  sont  osculateurs;  les  trois  plans 
osculateurs  menés  à  une  quelconque  de  ces  cubiques  par  un 
point  arbitraire  coupent  le  plan  tz  suivant  un  trilatère  con- 
jugué à  la  conique,  etc. 

1877. 

(]900,  p.  571.) 

On  donne  un  triangle  GAB.  Sur  AB,  AG  comme  demi- 
diamètres  conjugués  on  construit  une  ellipse  (E);  sur  AB. 
BG  on  construit  pareillement  une  seconde  ellipse  (E'). 
Étudier  les  intersections  des  deux  ellipses  (E),  (E'). 

(G. -A.  Laisant.) 

SOLUTION 
Par  M.  \.   Rktali. 

En  appelant  D  et  E  les  points  symétriques  de  C  par  rapport 
à  A  et  B,  les  deux  ellipses  sont  respectivement  tangentes  à  la 
droite  |  DE  |  aux  points  D  et  E,  et  au  point  G  elles  ont  pour 
tangente  la  parallèle  à  |  AB  |  ;  elles  ont  en  ce  point  G  un  con- 
tact du  deuxième  ordre  et  se  coupent  sur  la  médiane  du 
triangle  ABG  issue  de  G.  Si  a,  b,  c  sont  les  longueurs  des 
côtés  de  ABG,  les  équations  de  (E),  (E')  rapportées  aux  axes 
obliques  AB,  AG,  sont  respectivement 

(E)    =  62372-+-  c2_;/2—  62  C2=0, 

(E')  ^  {bx  -\-  cyf- —  ibciybx  -f-  cy)  -H  c'^-y-—  o 

cl,  par  suite, 

{VJ)-{¥.)^c{y  —  h){-ibx^cy-bc), 


C)  On   peut  consulter  aussi   :  E.  Dui'Orcq,  Premiers  principes 

de.  Géomélrii-  Dtndcrnc,  j).   i/|i.  r.aulliipr-Villars,  189g. 
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y  —  6  =  0  est  la  tangente  commune  au  point  G; 
•zbx  -{-  cy  —  /^c  —  o 

est    la    médiane    issue    de   G;    donc   (E),    (E')   s'osculent   au 

•       n                                         ■       /4c          36\ 
point  G  et  se  coupent  au   point  (  ^-> —  \- 

Autres  solutions  de  MM.  E.-N.  Barisien  et  Valdès. 

1900 

(  1900,  p.  57J.) 

On  considère  deux  points  fixes  k.  et  ^  et  un  cercle  décrit 
du  milieu  O  de  AB  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à 
OA  \/3 .  Montrer  que  pour  un  point  G  quelconque  de  ce 
cercle  le  triangle  ABG  jouit  de  cette  propriété  que  l'axe 
radical  de  son  cercle  des  neuf  points  (et  du  cercle  circon- 
scrit) est  parallèle  à  la  médiane  OG. 

(E.-N.  Barisien.) 

SOLUTION 
Par  M.  V.  Hetalt. 

Appelons  H  l'ortliocentre,  M  le  centre  du  cercle  des  neuf 
points,  G  le  barycentre,  w  le  centre  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  ABG  :  ces  quatre  points  étant  une  ligne  droite,  il  suffit 
de  démontrer  que  IIG  est  perpendiculaire  à  la  médiane  OG. 
Soit  G'  la  projection  de  G  sur  AB,  et  posons  AO  =  a  :  comme 
le»  points  G  et  H  sont  conjugues  au  cercle  de  centre  O  et 
rayon  «,  nous  avons 

G'  H .  G' G  =  GC'  —  GH .  G' G  =  «2  —  Ôc' 
cl,  par  suite, 

GII.GG'=  OG'  — «2=  2a2; 
mais 

GG.GO  =  jGÔ"  =  2a-2, 
donc 

GH.GG'=  GG.GO 

et  le  lliéorèine  est  démontré. 
Autre  solblion  de  M.  Lez. 


(  ^.)<^  ) 

OllESTIOAS. 


1921.  Démontrer  que,  pour  tout  nombre  entier  n,  on  a  l'iné- 
galité 

/     ■>, .  4 . 6 .  .  .  2  /i     \  - , 
V  I  .  s .  ) .  .  .in  ~  I 

et   que,  lorsque   n  augmente  indéfiniment,    la   différence  des 
deux  termes  de  l'inégalité  tend  vers  zéro. 

(E.-N.  Barisien.) 

1922.  Tout  octaèdre  à  faces  triangulaires  dont  les  douze  arêtes 
sont  tangentes  à  une  quadrique  a  ses  diagonales  concourantes, 
et,  réciproquement,  si  un  octaèdre  a  ses  diagonales  concou- 
rantes, ses  douze  arêtes  sont  tangentes  à  une  quadrique. 

En  déduire  le  théorème  suivant  : 

«■  Etant  données  deux  quadriques,  il  est  en  général  impos- 
sible d'inscrire  à  l'une  un  octaèdre  dont  les  arêtes  sont  tan- 
gentes à  la  seconde;  si  la  construction  est  possible,  elle  l'est 
d'une  infinité  de  manières,  et  l'octaèdre  dépend  alors  d'un 
paramètre.  » 

Il  y  a  exception  si  les  deux  quadriques  sont  inscrites  l'une 
à  laulre  :  dans  ce  cas,  l'octaèdre,  quand  sa  construction  est 
possible,  dépend  de  trois  paramètres.  (R.  Bricard.) 

1923.  On  donne  une  quadrique  (Q)  et  deux  droites  A  et  B  : 
démontrer  que  les  droites  qui,  avec  A  et  B,  déterminent  un 
liyperboloïde  harmoniquement  inscrit  (ou  circonscrit)  à  (Q) 
forment  un  complexe  linéaire.  (R.  Bricard.) 

1924.  Si  la  tangente  en  un  point  M  d'une  hyperbole  ren- 
contre une  des  asymptotes  au  point  T  et  si  la  droite  qui  joint 
le  point  M  à  l'un  des  foyers  F  rencontre  la  même  asymptote 
an  nriiiil    A ,  f)ii   a 

AT  =  AF. 

I^éduiie  de  là  le  lieu  des  foyers  des  liy|)erboles  dont  on 
connaît  une  asymplolc  cl  nue  langenlc  avec  son  point  de 
conlacl.  (M.  1)'0(;\(;ni;.) 
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Résultat. 


Après  examen  des  Mémoires  parvenus  à  la  Rédaction, 
le  prix  a  été  décerné  à  M.  G.  Lery,  à  Paris.  Nous  publions 
dans  ce  numéro  le  Mémoire  de  M.  G.  Lery. 


[N'ii] 

SLIl   LES   ,1I0UVE1IE\TS   FOlU   LESQIELS   IL   EXISTE 
PLISIEURS  CE\TRES  DES  AIUES; 

Pau  m.  Georges  LERY  (>). 


On  dit  qa  un  point.  M  déevit  une  courbe  G  suivant 
la  loi  des  aires,  le  centre  des  aires  étant  un  point  S, 
lors(/ue  la  j)ortion  de  droite  SlM  décrit  des  aires  qui 
varient  proportionnellement  au  temps  sur  la  surface 
du  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  S  et  pour  direc- 
trice la  courbe  C. 

On  demande  d^ étudier  les  mouvenients  pour  lesquels 
il  existe  deux  ou  trois  centres  des  aires. 

1.  Ji;  commence;  par  étudier  le  cas  d'un  seul  centre 
des  aires.  Pour  (|uc  le  point  M  décrive  la  courbe  C  sui- 
vant la  loi  des  aires  par  rapport  au  centre  S,  il  faut  et 


(')   Mf-moiic  ;iy;inl  ohlciui   le  [iri\  an    cuiicoiiis  tic  1901  des  J\ou- 
i'<'//cs  A  II  11(1  les. 

.1/1/1.  de  Mallic/ii(U.,  \"  soiif,  l.  II.  (Mais  njn!.)  7 
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il  suffit  quoii  ail  la  relation 

/Jl^  =  c, 

en  désignant  par  c  la  vitesse  du  point  M,  par  p  la  dis- 
lance de  S  à  la  tangente  en  M  à  la  trajectoire,  et  par  c 
une  constante.  Si  l'on  se  donne  la  trajectoire  C,  le 
point  S  et  le  nombre  c,  cette  relation  définit  la  vitesse  en 
chaque  point  de  la  trajectoire,  et  l'on  obtient  l'arc  MqM 
en  fonction  du  temps  par  l'inversion  d'une  intégrale 


l 


p{s)  ds  —  c{t  ^  to). 


Si  la  courbe  C  est  dans  un  plan  contenant  le  point  S, 
on  sait  que  l'accélération  du  point  M  dans  son  mou- 
vement est  constamment  dirigée  vers  S.  Lorsque  la 
courbe  C  est  gauche,  ou  que  son  plan  ne  contient  pas 
le  centre  S,  on  a  une  propriété  analogue  :. 

Le  'Vecteur  accélération  au  point  M  se  trouve  dans 
le  plan  Jiormal,  le  long  de  SM,  au  cône  qui  projette  C 
dtt  point  S. 

Soient,  en  eflfet,  x{t)^  J'(^)i  -^(0  '^'^  coordonnées 
du  mobile  par  rapport  à  un  trièdre  irirectangle  de 
sommet  S.  La  loi  des  aiies  fournit  l'équation 

d'où,  eu  dérivant  par  rappoit  à  ^, 

(  y^'  —  -.r'  )  (  y^"—  ^y"  )  h-  ■  •  •  =  o . 

L(;s  deux  plans  menés  respectivement  par  la  vitesse  et 
l'accélération,  et  par  S  sont  donc  rectangulaires.  On 
démontre  aussi  sinq)lemenl  c(;  lliéorèmi;  par  la  (léo- 
niéliie  infinitésimale. 
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CAS    DE    DEUX    CENTUES    DES    AIRES. 

2.  Pour  que  le  mobile  M  décrive  la  courbe  G  suivant 
la  loi  des  aiies  relativement  à  deux  centres  S  et  S,,  il 
laui  et  il  sufïit  que  l'on  ait  les  deux  relations 

pv    =  c, 
Piv  =  c,, 

V  désignant  la  vitesse  du  mobile,  p  et  /;,  les  distances 
respectives  des  deux  centres  à  la  tangente  en  M,  et  c,  c, 
deux  constantes. 

On  en  déduil  la  relation  nécessaire 

(i)  p  : pi=  c  :  Ci; 

ainsi,  le  rapport  des  distances  des  tangentes  de  la  tra- 
jectoire aux  deux  centres  des  aires  doit  être  constant. 
Je  dis  que  cette  conditioji  est  suffisante  :  soit,  en  effet, 
une  courbe  G  qui  y  satisfasse;  comme  nous  l'avons  vu 
au  début,  nous  pouvons  la  faire  parcourir  par  un  mobile 
suivant  la  loi  des  aires,  le  centre  étant  S  et  la  con- 
stante c;  on  aura  alors 

pv  =  c. 

Mais  l'équation  (i)  devient 

le  point  mobile  obéit  donc  à  la  loi  des  aires  pour  le 
centre  S|  et  le  nond^re  c,.  D'ailleurs  la  couibe  G  répond 
encore  à  la  question  si  les  deux  constantes  sont  kc 
et  ÂC),  mais  la  loi  du  mouvement  du  mobile  sur  elle 
est  cbangée. 

Ainsi,  la  question  cinématique  proposée  se  ramène  à 
luu;  (juestion  géométrique  : 

hJliidici'  les  coitrhcs  telles   (jne   le   rapport  des  dis- 
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lances  de  leurs  tangentes  à  deux  j)oi/its  fixes  soit  con- 
stant. 

3.  Ces  tangt'iiles  doivent  donc  appartenir  à  un  com- 
plexe dont  il  est  facile  d'obtenir  nue  autre  définition. 
Soient  A  et  A)  les  deux  points  qui  partagent  SSj  dans 
le  rapport  constant  donné;  les  plans  menés  par  une 
droite  (|uelconque  p  du  complexe,  et  les  points  A,  A, 
sont  rectangulaires;  c'est  évident  si  l'on  projette  la 
figure  sur  un  plan  perpendiculaire  à  p.  Par  suite,  les 
droites  p  font  paitie  du  complexe  de  Painvin  relatif  à  la 
surface  de  seconde  classe  composée  des  points  A  et  A). 
Je  suppose  d'abord  ces  points  à  distance  finie. 

Les  courbes  de  ce  complexe  sont  les  seules  sur  les- 
quelles on  puisse  trouver  un  mouvement  tel  que  la  loi 
des  aires  soit  vérifiée  par  rapport  aux  centres  S  et  S|, 
les  constantes  étant  pro|iortionnelles  à  c  et  c,.  Il  est 
intéressant  de  remarquer  que  ces  couibes  jouissent 
de  la  même  propriété  relativement  à  d'autres  couples 
de  centres,  en  nombre  infini.  Prenons,  en  effet,  des 
points  S' et  S',  divisant  liarmonifjuement  le  segment  AA,; 
il  existe  toujours  un  rapport  c' l  c\  tel  (|ue  A  et  A, 
divisent  S' S',  dans  ce  rapport,  de  sorte  que  le  complexe 
est  défini  par  les  centres  S'  et  S',,  et  le  nombre  c'  :  c\  est 
identique  à  celui  que  déterminent  S  et  S|  et  c  '.  c^ . 

Les  droites  du  complexe  qui  sont  parallèles  à  une  di- 
rection donnée  se  trouvent  évidemment  sur  un  cylindre 
de  révolution;  A  et  A(  sont  sur  deux  génératrices  dia- 
métraleinent  opposées.  Les  droit(îs  qui  passent  par  un 
point  M  ont  pour  lieu  un  cône  du  deuxième  degré, 
dont  les  plans  de  sections  cycliques  sont  respectivement 
perpendicnlaiics  à  MA  et  MA|.  l'.nfin  un  calcul  de  Géo- 
métrie élénicnlaice  lournit  r(nvelo[)pe  des  droites  du 
conqilexe  dans  uu  |;lan  frr  :  on  v<''rilii'  (pu-  le  produit  de 


(  '•:..  ) 
leurs  distances  aux  projcclioiis  de  A  cl  A,  sur  to  est 
constant;  l'enveloppe  est  donc  une  conique  ayant  pour 
loyers  les  projections  de  A,  A,  ;  les  sommets  situés  sur 
l'axe  focal  se  trouvent  à  l'intersection  de  cet  axe  et  de 
la  sphère  de  diamètre  AA, . 

Ces  propriétés  très  simples,  et  d'ailleurs  bien  con- 
nues, nous  fournissent  déjà  des  solutions  du  problème  : 
ce  sont  les  courbes  planes  du  complexe,  en  plus  des 
droites  elles-mêmes.  Et  l'on  voit  que  les  seules  courbes 
planes  sur  lesquelles  on  peut  trouver  un  mouvement 
satisfaisant  à  la  loi  des  aires  par  rappoil  à  deux  centres 
sont  des  coniques,  ajant  leurs  foyers  et  leurs  sommets 
à  distance  iinie. 

4.  Avant  de  rechercher  toutes  les  courbes  du  com- 
plexe, on  peut  étudier  le  degré  de  généralité  de  la 
([iiesllon. 

Considérons  un  point  M  d'une  surface  F^  le  cône 
du  complexe  en  M  coupe  le  plan  tangent  de  la  surface 
suivant  deux  droites  :  il  y  a  donc  deux  courbes  du  com- 
plexe tracées  sur  la  surface  et  passant  par  le  point  M; 
elles  sont  tangentes  aux  deux  droites.  Toute  surface  est 
donc  doublement  recouverte  par  une  famille  de  courbes 
du  complexe^  il  Y  ^  exception  i)Our  les  suifaces  qui  sont 
touchées  en  cliacun  de  leurs  points  par  le  cône  du  com- 
plexe correspondant. 

Les  couibes  C  du  complexe  qui  passent  j)ar  un  point  iM 
de  l'espace  ont  pour  tangentes  respectives  les  diilerentes 
génératiices  du  cône  du  conq)lexe  ayant  pour  sommet  le 
point  JM.  Toutes  celles  (|ui  ont  en  M  la  même  tangente 
ont  aussi  le  même  [)lan  oscidateur  :  c'est  h,'  plan  tangent 
au  cône  du  complexe  le  long  de  la  génératrice  cpii  sert 
de  tangente  commune.  La  propriété  précédente  est 
exacte  ])our  tous  les  complexes-,  on   peul   la  démontrer 
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directement  et  la  compléter  pour  celui  cjue  nous  étu- 
dions. Je  considère  en  elVet  le  mouvement  d'un  mobile 
sur  la  courbe  C,  la  loi  des  aires  étant  vérifiée  pour  les 
centres  S  et  S)  ;  le  vecteur  accélération  en  un  point  M 
de  C  doit  se  trouver  dans  le  plan  mené  par  SM  perpen- 
diculairement au  plan  SMT,  MT  étant  la  tangente, 
ainsi  que  dans  le  plan  mené  par  S,  INI  et  perpendicu- 
laire à  S,  MT.  L'accélération  est  donc  sur  une  droite 
déterminée  d'une  façon  unique  par  le  point  M  et  la  tan- 
gente MT  -,  toutes  Les  courbes  C  tangentes  en  un  point  M 
ont  donc  Les  accélérations  des  niouveinents  correspon- 
dants dirigées  suivant  une  même  droite,  et  par  suite 
ont  même  plan  osculateur.  La  droite  en  question  est 
issue  du  point  iM,  elle  rencontre  la  normale  s  menée 
en  S  au  plan  SMT,  et  la  normale  5,  menée  en  S,  au 
plan  S,MT. 

Cette  construction  montre  que  le  plan  osculateur  en 
un  point  quelconque  de  la  droite  MT  du  complexe  est 
le  plan  tangent,  en  ce  point,  à  l'iiyperboloïde  défini  par 
les  droites  MT,  s  et  5, . 

5.  Je  considère  maintenant  les  droites  du  complexe 
de  direction  donnée;  en  les  coupant  par  un  plan  per- 
pendiculaire à  cette  direction,  on  voit  que  le  lieu  de 
leurs  traces  est  un  cercle  ayant  pour  diamèlre  le  seg- 
ment qui  est  la  projection  de  AA,  sui-  Jc  plan.  Il  est  aloi's 
évident  (pie  toutes  les  droites  réelles  du  comjilexe  ren- 
contient  la  sphère  de  diamètre  AA,  ou  lui  sont  tan- 
gentes; ce  dernier  cas  se  présente  si  la  direction  de  la 
droite  est  orthogonale  à  AA,.  La  distance  du  point  S  à 
une  droite  réelle  du  complexe  est  au  plus  égale  à  la 
plus  grande  des  deux  dislances  SA  et  SA,,  soit  SA  par 
exemple  : 
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p  peut  êlrc  nul,  mais  alors/;,  l'est  aussi,  et  l'on  a  la 
droite  SS).  Comme  p  a  une  limite  supérieure,  Ja  vi- 
tesse V  a  une  limite  inférieure  :  elle  n'est  jamais  nulle, 
et  ne  devient  infinie  que  si  la  courbe  C  considérée 
touche  SS|. 

Bien  que  les  tangentes  des  courbes  C  restent  à  une 
distance  finie  de  S  et  S),  ces  courbes  ])euvent  avoir 
des  branches  infinies  :  par  exemple,  il  y  a  des  hyper- 
boles parmi  les  courbes  planes;  cela  arrive  lorsque 
le  plan  ne  passe  pas  entre  A  et  A,,  car,  d'après  la  con- 
struction des  sommets  et  des  foyers  que  nous  avons  in- 
diquée, les  premiers  sont  entre  les  seconds. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  on  a  étudié  les  courbes  G  sur 
lesquelles  on  peut  trouver  un  mouvement  pour  lequel 
existe  la  loi  des  aires  relativement  aux  deux  centres  S 
et  S| ,  et  à  des  constantes  proportionnelles  à  c  et  c,  ;  les 
tangentes  de  ces  courbes  appartiennent  à  un  complexe 
quadratique,  le  complexe  de  Painvin  relatif  à  la  qua- 
drique  composée  des  points  A  et  A, ,  qui  divisent  le  seg- 
ment SS)  dans  le  rapport  des  constantes.  Si  ce  rapport 
varie,  à  chacune  de  ses  valeurs  correspond  un  seg- 
ment AA,  et  un  complexe;  l'ensemble  des  courbes  de 
tous  ces  complexes  fournit  la  solution  du  problème  pro- 
posé. 

Deux  de  ces  complexes  n'ont  aucune  droite  réelle 
commune,  en  dehors  de  SS,,  car  il  faudrait  que  l'on  eût 

Ci/>    —  C/J,     =  o, 

c\  p  —  c' Pi  =  o, 

j)  et  /;,  n'étant  pas  nuls.  Par  suite,  si  l'on  peut  trouver 
sur  une  courbe  C  uu  mouvement  qui  vérilie  la  loi  des 
aires  pour  les  centres  S  et  S,  et  les  constantes  res])ec- 
tives  c  et  C|,  il  n'existe  sur  elle  aucun  mouvement  (|ui 
vérilie    la  mèiiu'  loi   pour  les  mômes   centres,  mais  avec 
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des  consiaiiLes  qui  ne  sont  pas  proporlionnclles  aux  pre- 
mières. 

6.  Nous  avons  obtenu  quelques  propriétés  àcs 
courbes  C;  il  reste  à  trouver  ces  courbes  elles-mêmes. 
Je  considère  l'un  des  complexes,  correspondant  à  une 
certaine  valeur  de  c'.Ci-^  les  axes  de  coordonnées  étant 
choisis,  soit 

^(j'z'  —  zy\  .  .  .  :  .r  —  x',  . .  .)  =  o 

ré(juation  de  ce  complexe;  pour  qu'un  point  mobile  dé- 
pendant d'un  paramètre  décrive  une  courbe  dont  les 
tangentes  appartiennent  au  complexe,  il  faut  que  les 
trois  coordonnées  satisfassent  à  l'équation 

*  (.  j'  dz  —  5  dy.  ...  ;  dx,  . . .  )  —  o. 

On  pourra  prendre  arbitraiiemenl  les  fonctions  j^  et  z 
du   j^aïamètre,  et  l'équatioJi  précédente  déterminera  x. 

Cela  revient  à  chercber  les  courbes  du  complexe  qui 
sont  sur  un  cylindre  donné.  L'é(|uation  diflercntielle 
en  X  est  du  premier  oidre,  mais  elle  contient,  comme 
coelFicients,  des  fonctions  que  l'on  peut  prendre  arbitrai- 
rement, et  l'on  ne  peut  rien  dire  de  général  sur  elle.  Le 
problème  se  ramène  cependant  à  deux  quadratures. 

Je  piends  pour  axe  des  z  la  droite  AA,  et  pour 
origine  le  milieu  de  AA,.  L'équation  du  complexe 
est,  en  déterminant  cliaque  droite  par  les  quantités 
i  ydz  —  zily\  .  ..;  f/x,  ..  .), 

{ y  dz  —  z  dy  )-  -H  { z  dx  —  x  dz  j^ 

-+-  (x  dy  —y  dxf-—  a-( dx^-h  dy-)  =  o. 

On  l'obtient  en  ('xprimant  <[ue  les  ])lans  menés  par 
les  points  A(c),  o,  ti)  et   A,  (o,  o,  —  a)  et  chaque   tiroilc 
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du  complexe  soiil  leelangulaiios.  Le  complexe  élanl  de 
révolution  autour  de  Taxe  des  z-,  il  y  a  intérêt  à  prendre 
des  coordonnées  polaires  dans  le  plan  des  xy;  il  vient 

;,.2  r^'-2  (  ,.2  ^  -2  _  «2  ) -r^  (  r  z' —  z  r  )2  —  cf^  r''^  =  o. 

On    voit    qu'en    divisaut    par    /'•,    on    a    au    premier 
membre  nue  fonction  de  y  de  ^  et  de  leurs  dérivées^  je 

pose  donc 

^  =  H,         -  =  »■; 
/•  /■ 

l'équation  devient 

^•t  ^  i-i  _  al  u^  4-  1  )  -H  v'-  —  «^  "'-  =  o. 

Si  Ton  prend  cp'=:  o,  ou  a 

i>  =  ±1  au  -+-  cunsl. 

ou 

z  —  br  ±  II. 

Ce  sont  là  les  droites  passant  par  A  ou  A,,  ot  qui  lont 
partie  du  complexe.  On  obtient  les  autres  droites  du 
complexe  en  prenant  dans  la  première  é(|uation 

dx  =  dy  =  dz  =  o. 

Je  suppose  maintenant  que  Ç5  ne  soit  pas  constant;  je 
le  prends  comme  variable.  On  peut  choisir  pour  «,  par 
exemple,  une  fonction  arbitraire  de  o,  et  v'  est  donné 
par  une  équation  du  premier  ordre 

4/2  _(_  t;2  =:  a-  U-  -+-  Cl-  «""  —  I  , 

OU  plutôt,  eu  posant 

V       au  —  lit,         V  -t-  au  =  n. 
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on  a   une  équation    du   premier   ordie  et   linéaire,   soit 
en  m,  soit  en  n  : 

ni  n'  -\-  rnn  +  1  =  0, 


d'où  l'on  tire 


/ç 


On  trouverait  facilcunent  un  grand  nombre  de  cas 
particuliers  où  l'on  puisse  faire  les  intégrations;  par 
exemple  l'iiypotlièse  u  =  const.  donne 

t'  =  A  sin('v  —  cpo). 


7.  Si  les  constantes  des  aires  sont  égales,  l'un  des 
points  A  et  A,  est  à  l'iniini.  Les  courbes  planes  du 
complexe  correspondant  sont  des  paraboles.  Dans  le  cas 
général,  la  surface  singulière  du  complexe  se  compose 
de  la  sphère  de  diamètre  AA,  et  des  deux  plans  isotropes 
menés  par  AAj  :  c'est  là  en  ell'et  le  lieu  des  points  où  les 
cônes  du  complexe  sont  décomposés.  Lorsrpie  c  =  c,,  la 
surface  singulière  devient  un  système  de  quatre  plans; 
on  a  donc  affaire  à  un  complexe  tétraédral  ^  en  prenant 
comme  origine  le  milieu  de  SS,,  et  comme  axe  des  z  la 
droite  SS|,  on  arriv('  à  l'équation 

(  X  dx  -4-  y  dy  )  dz  —  z[  dx-  +  dy-  )  =  o 

OU 

dz  _     dx-  -f-  dy- 
z         X  dx  -\-  y  dy 

Picnons  [)our    }     une  fonction  arbitraiie  dex;  alors 
,1    X -\' yy 


lo-    ) 


CAS    DE    TllOlS    CENTRES. 


8.  Pour  qu'une  couil>e  G  soit  parcourue  suivanl  la 
Joi  des  aires  par  rapport  à  trois  centres  S,  S),  So,  les 
constantes  des  aires  respectives  étant  c,  c,,  c-,,  il  faut 
que  l'on  ait  en  chaque  point  M  de  G  : 

pV   —  C,  p.^V  =  Ci,  p,V  :=  Ci-, 

V  étant  la  vitesse,  et  p,  /^,,  p^  'es  distances  des  centres  à 
la  tangente  en  JM.  On  en  déduit  que  les  distances  de 
toute  tangente  de  G  aux  trois  centres  doivent  être  pro- 
portionnelles à  c,  c^,  c^'-,  la  condition  est  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  sur  C  on  puisse  trouver  un  niouve- 
njcnt  répondant  à  la  question. 

Les  tangentes  des  courbes  G  doivent  donc  faire  partie 
des  trois  complexes  définis  par  les  équations 

<^iP    —CP\     =  O' 

Cip   —  cpi    =  o, 
ClPl—  C.2P1  =  o. 

Or,  toute  droite  qui  appartient  à  deux  d'entre  eux 
appartient  évidennnent  au  troisième,  de  sorte  que  les 
tiois  complexes  définissent  une  congruence,  du  qua- 
trième ordre  et  de  la  quatrième  classe. 

Soient  A  et  B,  A,  et  B, ,  Ao  et  Bo  les  couples  de  points 
qui  divisent  respectivement  les  segments  S)So,  SoS,  SSi 
dans  les  rapports  c,  :  Co,  c,  '.  c,  c',Ci.  Ges  six  points  sont 
les  sommets  d'un  quadrilatèie  complet  dont  le  triangle 
diagonal  est  SS,So;  de  chacune  des  droites  de  la  con- 
gruence, on  voit  sous  un  angle  droit  les  segments  AB, 
A,  B,,  AoBo,  et  par  suite  toutes  les  coniques  inscrites  au 
(juadiilatère  complet.  Tout  ceci  suppose  que  SS,  Sa  ne  sont 
pas  en  ligne  droite.  Il  y  a  deux  droites  de  la  congruence 
[)(,'rp('n(li<;ulaiies  à  nn  plan;  leurs   j)i(;ds  sont   les  points 


(   .o8  ) 
cycliques  du  quadiilalcre  qui   a   pour  souimels  les  pro- 
ieclioiîs  des  points  Aet  B;  les  deux  autres  droites  que 
l'on  devrait  encore  trouver  passent  par  les  points  circu- 
laires à  l'infini  du  plan. 

Il  y  a  quatre  droites  de  la  congruence  dans  un  plan; 
ce  sont  les  tangentes  communes  aux  coniques  des  trois 
complexes;  ces  coniques  doivent  bien  appartenir  à  un 
ntême  faisceau  tangenliel,  puisque  les  trois  complexes 
ont  en  commun  la  congruenct;  déiînie  par  deux  d'entre 
eux.  Il  n'existe  pas  de  courbe  jdane  dont  les  tangentes 
fassent  partie  de  la  congruence-,  il  faudrait  pour  cela, 
en  eifet,  que  les  trois  coniques  des  complexes  coïnci- 
dassent pour  une  certaine  position  du  plan;  en  particu- 
lier leurs  fojers  réels  devraient  être  confondus,  ce  (jui 
est  impossible,  car  il  n'existe  pas  de  plan  sur  lequel  les 
six  sommets  d'un  quadrilatèi'e  se  projettent  en  deux 
points. 

9.  On  sait  qu'avec  les  droites  d'une  congruence  on 
peut  former  deux  séries  de  développables,  dont  les  arêtes 
de  rebroussement  sont  les  courbes  de  la  congiuence;  elles 
sont  situé(.'s  sur  les  deux  nappes  de  la  surface  focale. 
Cherchons  les  points  focaux  sur  une  droite  de  la  con- 
gruence;  nous  avons  vu  que,  en  apjK'lant/j  cette  droite, 
5et>v,  les  perpendiculaires  en  S  et  S)  aux  plans  S/}  etS(/>, 
le  plan  tangent  au  cône  du  complexe  (S,  S,)  en  un 
point  M  de  /;  contient  la  droite,  issue  de  M,  (jui  ren- 
contre .V  et  .V,.  Les  points  focaux  sur  p  seront  donc  les 
points  par  lcs(|U('ls  on  pouria  mener  uin;  droitt;  lencon- 
trant  5,  .v,  et  .Vo  ',  t'i'  sont  les  points  de  rencontre  de  p  avec 
le  pai-aboloïde  déiini  par  s,  a,,  .^2-  H  Y  ^i  deux  courbes  de 
la  congruence  touchant/;;  les  points  tie  contact  sont  les 
p(»inls  focaux,  et  i'accéh'ration  dans  le  mouvement  d  un 
mobile,  (pii  paicouil   l'une  (Telles  sui\ant  la  loi  des  aires 


(    '«9  ) 
est  dirigée,  au  point  de  contact  avec/?,  suivant  la  droite 
issue  de  ce  point  et  qui  rencontrer,  5,  et  .Vo.  Cette  droite 
détermine  donc  Je  plan  osculateur  de  la  lraj(;ctoire. 

10.  On  peut  remarquer,  comme  dans  le  cas  de  deux 
centrcîs,  cpie  les  droites  réelles  de  la  congruence  ren- 
contrent les  splières  de  diamètres  AB,  A|B|,  AoBo.  La 
dislance  p  de  S  à  une  droite  de  la  congruence  reste  donc 
finie;  mais  elle  ne  peut  devenir  nulle,  car/?,  et /?o  de- 
vraient s'annuler  aussi,  ce  qui  est  impossible  si  S,  S( 
et  S2  ne  sont  pas  en  ligne  droite.  La  vitesse  v  sur  toute 
courbe  de  la  congruence  reste  finie  et  dilîérente  de 
zéro. 

Enfin,  si  Ton  fait  varier  les  constantes  des  aires,  on 
obtient  une  série  de  congruences  dont  les  courbes  four- 
nissent la  solution  complète  du  problème. 

11.  Lorsque  les  points  S,  Si,  So  sont  en  ligne  dioile, 
les  couples  de  points  AB,  AiB,,  Ao  Bo  existent  encore, 
mais  sont  sur  la  droite  SS|  So,  qui  est  un  axe  de  révolu- 
tion pour  la  congruence.  Il  peut  y  avoir  des  courbes 
planes  de  la  congruence;  d'après  le  raisonnement  déjà 
(ait  (n"  9),  le  plan  d'une  telle  courbe  doit  être  perpen- 
diculaire fi  l'axe  SStS2;  or  les  courbes  planes  du  com- 
plexe (S,  Si)  qui  répondent  à  cette  condition  sont  les 
cercles  situés  sur  la  sphère  de  diamètre  AoIL*,  ainsi  la 
seule  courbe  plane  de  la  congruence  est  le  cercle  commun 
aux  sphères  (AB),  (A,  B,  )  et  (AoBj). 

Rcinaïque.  —  On  a  vu  que  la  détermination  des 
courbes  telles  que  les  distances  de  leurs  tangentes  à  dcîux 
jjoinls  fixes  soient  dans  un  rapport  constant  dépend  île 
l'inlegral  ion  de  rt'-ipi.ilion  dilTérenl  ielb; 

("m  jii' II' -•- z>''-i  \ -^- inii)  ^  o. 
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Il  est  intéressant  de  remarquer  que  l'on  peut  définir 
les  courbes  intégrales  cherchées  par  des  équations  ne 
contenant  pas  de  signe  de  quadrature. 

Considérons  ju,  n  et  o  comme  les  coordonnées  d'un 
point  de  l'espace.  Les  courbes  intégiales  passant  par 
un  ])oint  donné  sont  tangentes  aux  génératrices  d'un 
cône  T  : 

(  M  —  /«  )  (  N  —  /i  )  +  (  *  —  9  )-  (  (  H-  m  n  )  =  o. 

Les  surfaces  (jui  louchent,  en  chacun  de  leurs  points, 
le  cône  T  coi'respondant  sont  les  surfaces  intégiales 
d'une  certaine  équation  aux  dérivées  partielles;  et  l'on 
sait,  d'après  Monge,   que  si  l'on  connaît  une  intégrale 

complète 

V(//i,  n,  Q,  a,  p  )  =  o, 

les  courbes  intégrales  sont  définies  par  les  équations 

\[m,  n,o,  a, /(a)]  =--  o, 

d\ 

^    ="' 

d^  V      . 

J{y.)  est  une  fonction  arbitraire  du  paramètre  a. 

L'é([uation  aux  dérivées  partielles  en  question  s'ob- 
tient en  exprimant  (|ue  le  plan  (/7,  <7,  —  i)  touche  le 
cône  T,  ce  qui  donne  la  condition 

(2)  4/>g'(n- m«) -h  I  =  o. 

En  écrivant  les  équations  diflerenlielles  des  caracté- 
ristiques, on  trouve  l'intégrale 

(3)  j)'»  —  (j'i  =  z. 

Ainsi,  /)  cl  <i  ('lant  déterminés  par  les  écpiations  (2) 


(  ■••  ) 

et  (3),  jtdni  -h  (jdn  est  une  didércnliellc  exacte.  Ou  a 

^j  f  ^  /  dm         du  \ 

J    y  1  -+-  m  n  \  i  ni        i  n  / 


La  dernière  quadrature  s'eli'ectue  facilement  par  le 


changement  de  variable 


d'où 


V-—  OL^ 

ni  n 

I  +  m  n 

ma  = 

a^  —  r- 

r-  —  a^  -+-  1 


On  trouve 


oc  ^  ni  ,  a  -4-  ^  /— ,    i/a- 


X  n  OL  t 


v/a2—  I  —  t 


Il  suffit  maintenant  de  remplacer  t  par  sa  valeur, 
|i  par  y(a), y  désignant  une  fonctiou  arbitraire;  l'équa- 
tion précédente  et  celles  qu'on  obtient  eu  dérivant  deux 
fois  par  rapport  à  a  donnent  <p,  a«,  n  en  fonction  du 
paramètre  a. 

La  même  méthode  s'applique  à  l'équation  de  ÎMonge, 
à  laquelle  on  arrive  lorsque  les  constantes  des  aires  sont 


égales. 


S.  Lie  a  d'ailleurs  donné  les  équations  des  courbes 
dont  les  tangentes  font  partie  d'un  complexe  tétraédral, 
comme  celles  dont  il  est  ici  question. 

Le  calcul  montre  que  '-p,  log /•  et  log;^  sont  des 
fonctions  algébriques  de  a,  lorsque  la  iouctioii  arbi- 
traire y  (a)  est  elle-même  algébrique.  11  n'en  est  pas 
(le  même  lors(|ue  les  constantes  des  aires  sont  diffé- 
rentes. 


[02q] 
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SUR  LA  COLRBE  RADIALE  DE  IIOIEL; 

Pau  m.  :\I.  d'OGAGNE. 


Si,  par  un  pôle  O,  on  mène  di;s  vccluurs  Op.  équi- 
polleuts  aux  rajoiis  de  couibnie  /«M  d'une  courbe 
plane  (M),  la  courbe  (o.)  est  ce  que  Houcl  a  appelé  la 


radiale  de  la  courbe  (M).  Par  extension  d'une  teruii- 
nologie  que  nous  avons  précédemment  emplo3'ée  (  '  ), 
c(;Ue  radiale  peut  être  dite  une  adjointe  infinitésimale 
du  second  ordre  de  la  courbe  donnée. 

iM.  Sucharda  a  fait  connaître  une  construction  de  la 
tangente  et  du  centre  de  courbure  de  la  radiale  (-). 
Deux  tliéorètnes  généraux  qui  se  irouvi'ut  dans  notre 
Cours  de  Gèoniélrie  descriptive  et  de  Géométrie  infi- 
idtésiniale  i'-^ )  fournissent  une  solution  immédiate  et 
beaucoup  plus  simple  du  même  problème. 


(')  Nouv.  Ann.  de  Math.,  3*  série,  t.  \I\,  tgnn,  p.  319. 

(-)  Bull,  de  l'Acad.  des  Sciences  de  Prague,  t.  IV,  1897,  p.  i< 

(')   l-:<lil''-  chez.  O^nilliicr-Mlliirs  (iSyli). 


(  "^  ) 

Le  premier  d<!  ces  lliéorènies  ('),  appliqué  aux  deux 
premières  développées  de  la  courbe  (M),  moulre  que 
si  /;?,  et  VI2  sont  les  centres  de  seconde  et  de  troisième 
courbure  de  la  courbe  (M)  et  si  les  vecteurs  0|J.,  et  O  Uo 
sont  respectivement  é(|uipollents  à  «/, /n  et  /??2'"iilt"^ 
normales  aux  courbes  (|j.)et(u.,)  sont  respectivement 
les  droites  jj.|Ji.i  et  ij.|  ;j.o. 

L(^  second  (-),  appliqué  à  la  courbe  (a)  que  l'on  rap- 
porte au  pôle  O,  nïontie  que,  si  l'on  élève  eu  |a  à  u-u,  hi 
perpendiculaire  u,  II  qui  coupe  Op.  eu  H,  la  dioile  qui 
joint  le  point  H  au  milieu  I  de  [ji|  [J.o  passe  par  le  centre 
de  courbure  \x'  clieiclié  de  la  radiale  (a). 

Si,  inversement,  la  radiale  est  connue  et  que  l'on 
sache  construire  ses  centres  de  courbure,  on  en  déduira 
pour  chaque  point  de  la  courbe  (M)  les  centres  /n,/»,, 
///o  des  trois  premières  courbures.  Le  rayon  de  première 
courbure  iiiM  sera,  en  ellét,  donné  par  le  vecteur  0[j.  de 
la  radiale  (a)  parallèle  à  la  normale  7?iM,  le  rayon  de; 
seconde  courbure  m,  m  pai  la  sous-normale  polaire  Ojx, 
de  (p.).  (^uant  au  rayon  de  troisième  courbure  ^2"^)  1 
il  sullit,  [)our  l'avoir,  de  connaître  le  point  ^2- 

Or,  les  points  H  et  \jJ  étant  connus,  ce  point  est 
immédiatement  donné  par  la  parallèle  J  p-o  à  H  a' 
menée  par  la  symétrique  J  du  point  [x,  par  rapport  au 
point  ijl'. 

Remarquons  eu  passant  que,  si  la  courbe  (a)  est  un 
cercle  passant  par  O,  le  point  [jl,  est  diamétralement 
opposé  à  [X  dans  ce  cercle,  et  comme  le  centre  de  cour- 
bure p/  est  alors  le  milieu  du  diamètre  ua,,  le  point  .1 
se  confondavec  le  point  [x  et,  par  suite,  aussi  le  point  [x.^. 
Autrement  dit,   le  rayon    de    troisième    courbure    est, 


(')  Lnccit.,  p.  2()i.  Note  au  bas  de  la  page. 

(  -J  /.or.  cit..  p.  '.(Sf). 
Aini.  de    Mdllu'iiial .,   V  siric,   l.   11.   (Mars   i()Oo.) 
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poui-  cha(|ue  point  de   la   couibe  (M),   équipollent  au 
rajoii  de  proinièi'e  courbuie. 

Ce  pourrait  être  un  exercice  de  candidat  à  la  licence 
(]ue  de  leclierchei-  les  couibes  (M)ajantpour  radiale ([jl), 
un  cercle  passant  par  le  pôle  O. 


[F2e] 

SIR  l\E  FORMULE  F0\'DA1IE\TALE  DES  FO\CTIOXS 
ELLIPTIQIES; 

Par  m.  Eugène  FABR\. 


(0    I 


Dans  le  Tiailé  de  Gieenhill  (Sur  les  fonctions  ellip- 
tiques et  leurs  applications)  on  trouve,  aux  exeicices 
proj)Osés  à  la  fin  du  Chapitre  VI,  l'intégrale 

(.r  —  y)  dx  dy 


iT 


V^—i6{x  —  ei)(x  —  ei){x  —  e3){y—ei)(y—eî)(y—c-^)      '•* 


où  e,  >  a:  >  e.  >y  >  e». 

La  valeur  de  cette  intégrale  double  se  déduit  des  pro- 
priétés des  fonctions  p(u),  ^('0'  *-''-  ^'^  ^^  relation 

(a)  ô  =  TjW  —  wr/  =  ±  — > 

où  r,  =  s(^"j)î  ■''1'==  ^(^'^')?  '^'  sigrie  ±  étant  celui  du  coef- 
ficient de  /  dans  le  rapport  — •• 

Inversement,  on  peut  calculer  directement  la  valeur 
de  l'intégrab;  (1),  sans  employer  les  fonctions  ellip- 
tiques, et  en  déduiie  une  démonstration  de  la  for- 
mule (2). 

En  supposant  tonjoui's  e, ,  Cj,  e.i  réels,  e,  >  '^j^^sj 
faisons  la  substitution 

X  —  c,  -+-  X,         }'  —  c'i  —  Y. 


(  ii5  ) 
En  posant 

Cl — 02  =  a,         Ci — 63=6, 
on  a 


J  n       <^n        ■+ 


v/XY(a  — X)(«  + Y)(6-f-X)(6  — Y) 

Faisons  la  nouvelle  substitution 

XY  =  «,        Y  —  X  =  V, 

de  déterminant  dilTérentiel 

D(«,f) 


D(X,  Y) 


X^Y. 


Si  le  point  (X,  Y)  décrit  les  axes,  entre  les 
points  (o,  b),  (o,  o),  («,  o),  c'est-à-dire  si  l'on  a  X  =  o, 
Y  variant  de  b  h  o;  puis  X  =  o,  Y  variant  de  o  h  a;  on 

anra 

u  =  o, 

r  variant  de  ^  à  o  puis  à  —  a. 

Pour  X  =  a,  Y  variant  de  o  à  b,  on  a 

u  —  av  =  a-, 

U  variant  de  o  à  ab. 

Pour  Y  =  b,  X  variant  de  o  à  a,  on  a 

u  -\-  bi-  =  />■-, 

H  variant  encore  de  o  à  ab. 

Les  jioints  (X,Y^)  intérieurs  au  rectangle  d'intégra- 
tion, de  cotés  rt,  b,  correspondent  à  des  points  (u,  v) 
intérieurs  au  triangle  dont  les  côtés  ont  pour  équations 

u  =^0,  u  —  «r  —  a-,         u  -h  bv  =  b-. 

Les  sommets  de  ce  triangle  sont  les  points 

(//  =  o,  r  —    "  ^î),         (f/=o,  (•  — ^),        (  u  —  ab,  V  — />  —  a). 


(  ii6  ) 
L'intégrale  double  devient  ainsi 

^__  r     r    *  dudv 


4  ^ u(a'^  —  u-\-  av)  {b^  —  u  —  bv) 

a 

a 

Or  on  a 

r'^  dx  [  /t  —  'x\^ 

et 


/ 


s/icC-— u -^  av){b'^ — u  —  6r)        \l ah 

n 

a 

Par  suite 

Pour  en  déduire  la  valeur  de  l'expression  (2),  sup- 
posons (jj  et  ^  réels  et  positifs.  On  a 

ei  =  p{o}),         e2  =  />(u) +  to'),         63^  p(m'), 

r"' dy 

J,^    V(y  —  ei){y-e^,){y  — 


«3) 


v/— (07  — e,)(a7—  es)  (a;  — es) 

) 

J^  (1)    -t-  Z  Cl)  /^  *"-  / 

w  J,.^    \/{y  —  ei){y—ei){y  —  ei) 

u  -+■  ?.w')  —  till) 
f  j>{u)du^  —  i  i  ^ 

(.)  J,,.,    v/— (^-^1)' 

i     /•''    /"•''  (a? — y)dxdY  _'"'' 


,(0+2(1) 


•^.r/—  ^(m  4-  ?.w')  —  ^(«) 

i(a7  — e2)(a7  — gj) 

r.M'  (OTi' 


■  ('^){x  —  ei){x  —  C:i){y  —  e  i)(  y  —  e.{){y~C:0 


(  1^7  ) 

On  peut  remarquer  que  la  fonction  p{ii)  sup- 
pose e, -I- ^2  +  ^3=  O;  "^^^s  la  valeur  de  l'intégrale  (i) 
reste  la  même,  quels  que  soient  e,,  Co,  eg,  pourvu 
que  e,  >  e^  >>  <?3. 

Dans  le  cas  où  e,,  eo,  e^  sont  imaginaires,  la  for- 
mule (2)  peut  encore  se  déduire  de  l'intégrale  (i). 

Si  e,,  a.2,  63  ont  des  rapports  réels,  soit 


^  =  ^  =  £i  ^  ^^i. 
on  peut  poser 


=  —  =  e"] 
pi         ?2         p3 


0<       „Pj 


'S 


V^(7- 

-  ei  )  (  J-  — 

62)  (7 

—  es) 

! 

^J 

v/(7- 

-P.)(7- 

?2)(J- 

-?3) 

/ia?- 

dx 

?2)(a7- 

-e^) 

"^^       Jp      v/^^-  — pi)(a7— Pi.)(a7-p3) 
-.--  étant  su|)pose  posilit: 


•?.r, 


'11    r\ 


/p^       v/(7  —  Pl)(7-Pî)(7—  P3) 

2r,  = —  i  e 


/  /-(a?  — Pl)(^  — P2)(^ 


p,        .  ^  P^) 

/,(./  et  wy/  ne  dépendent  pas  de  0,  et  y,(./—  ^~ùt{  se  ra- 
mène à  l'intégrale  I. 

Eniin,  si  e,,  e.,  <-;,  n'ont  pas  de  rapports  réds,  soit 

e,  =  A -^  Re^.',         e^  =  A -f- Re^^',         es^A-i-Rc^.' 

et 

a:  =  A  4-  R  e"',         j/  =  A  -H  R  gO'. 


(   '18  ) 
Supposons 

o  <  ai  <  «  <  a,  <  0  <  '^3  <  271, 

les  points  jc  el  y  décrivent  alors  la  circonférence  qui 
passe  par  les  points  e, ,  63,  e^.  Pour  préciser  la  valeur 
des  radicaux,  nous  supposerons  qu'en  passant  de 
l'arc  e^e2  à  l'arc  6^63,  on  tourne  autour  du  point  eg 
en  passant  en  dehors  de  la  circonférence.  Soit  alors 


/r  —  ^2  =  l/-2  R  sin  — ^ 


s/y  —  e-i  =  i/2Rsin 
on  en  déduit 


«3  —  0 

e 


9h-o(, 

+  71 

e       ^ 

0  +  a, 

+  7r 

e       * 

O-t-a, 

—  Tî 

sjx  —  ex  =  I  /  2  R  sin  — 


r  +  ai  +  Tr 


v/a?  —  «î  =  1  /  2  R  sin  — — 


t    - 
—  e 


\Jx  —  63  =  L 
]Nous  poserons 


=  i  /  2  R  sin c 


/+  a,  — 7T 


/ 


V^(r— ei)(jK  — e2)(jK  — 63) 


it— g,  — aa  — aa        / 


;i  /  2R  sin 
^     \/{x  —  ex){x  —  e^)  {x  —  63) 


f)  —  «1     .     0  —  «2    •     D'à  —  0 
sin sin 


e'*  dt 


/    .^    .     t  —  a  I     .     «2 
4  /  2  R  sin  — —  sin  — 


t    .    a»  —  t 
—  sin 


(   119  ) 

Si  l'on  sépare  les  parties  réelles  et  imaginaires,  sous 

la   forme   itst  z=  a -\- bii    i  (Ji' =^  a' -{- h' i ,   dans    le   rap- 

oj'     ,  rp   •  1     •  cib' — ba'  1       .  , 

port  — >  le  coeiticient  ue  i  est  — ;— — ^r-  et  a  Je  signe  de 


ab' —  ba 


a*-t-  b- 


cos  — - — •  dt  cvi 


or,,   /.    t  —  ii    .    a,— ^    .    aa— ^    .     0  — a,    .    6  — aj    .    ot;, 

8nl/  sin sin sin sin sin sin  — 

V  '^  .A  2  i  -x 


qui  est  positif. 
D'autre  part 


=-/ 


ydy 


Ti  — a,  —  iti  — a. 


/          .     G -a,    .     0-a,    .     a,-0 
2  1/  :iR  Sin sin ■  sin 


A 


arj  = 


■/■ 


dx 


\J{x  —  e^){x  --et){x  ~  e-i) 


37:  — a,  — a>  — a 


1 


(A-4-Re'0e*rf« 


f  i  /   D    •     <  —  ^1    •     X2—  <    .     a;—  « 

/         al/ansin- sin ^sin 

•■•a,  V  -2  2  2 

'_  r'''  r''  (a?— jK)  o?^(^7 

-V    ^e,    4/(a:  — ei)(a;  — e2)(a:— é3)(7— e,)(;X— e2)(r— es) 


(eO/_  e//,e   w    ' dt  di) 


,    ,   /  .    / — «1    .    aj— ^    .    a.,— <   .    6  —  a,    . 
324/  sni sin sin — ^sm sin 

y  2  2  2  2 

Faisons  la  substitution 

/  —  a.2  —  2  f/,         0  =  ao  -I-  2 1^ 


0  —  «o    .    a, —  0 
sin 


et  posons 


ai  =  'xa 


(     I20    ) 

as—  a.  =  ib, 


a  el  h  sont  positifs, 


a  -{-  b  = 


0  =  tetrt-W' 


<^, 


sin  (  i<  +  (^)  e     2      ^j^  f/,; 


4  v^siii  «  siiipsin(a  —  M)sin(a-i- p)sin(6  -4-  m)  si n  (6  —  v) 

Faisons  la  nouvelle  substitution 

sin  u  sin  f  =  X,         r  —  «  =  Y. 

Le  clélerniinanl  diUerenliel 
D(X,  Y) 


D(M,  r) 


=  sin(;<  +  v). 


Si  le  point  (lA,  t^)  décrit  les  axes  entre  les  points  (o,  b). 
(o,  o),  (rt,  o),  c'est-à-dire  si  u  =  o,  v  variant  de  Z>  à  o; 
puis  v^  =  o,  zf  variant  de  o  à  «;  on  a 

X  =  o, 

\  variant  de  Z>  à  o  et  —  a. 

Lorsque  u  =  a,  v  variant  d(;  o  à  A,  on  a 

X  =  siiirt  sin  (a  -t-  Y  ), 

Y  variant  de  —  a  k  b  —  a. 

Lors(jue  V  =  />,  u  variant  de  o  à  «,  on  a 

X  =  sin^sin(^  —  Y), 

Y  variant  de  b  à  b  —  a. 

Les  points  ('/,v)  intérieurs  au  rectangle  d'intégra- 
tion, de  côtés  (i^  /»,  correspondent  à  des  points  inté- 
rieurs au  triangle  curviligne  dont  les  (  olés  ont  pour 
c(|uations 

X  =  o,  X  r=  sin«  sin(rt  +  Y),         X  =  sin  ^  sin(  6  —  Y  ), 


(  121  ) 

et  donl  les  sonimcls  sont  les  points 

(X  =  o,  Y  =  -a),     (X  =  o,  Y  =  ^»), 
(X  =  siiirt  sin  6,  \  =  b  —  a). 


On   a  donc 


—  _  p_[a-l>H 


^li- Il         ^-^in^sinlrt  +  Yi  ~^!i  _sinisln(i— Y 


J       j  J     J 


e^^'^Y^X 


/X(X — sinrtsin(a-+-Y)   I 
V    x(X— sin6sin(6— Y)J 


où  les  deux  intégrales  ne  dilTèrent  que  par  les  limites. 
Dans  la  première,  posons 


X  =  sina  sin(a  -î-  Y)  sin^O  ; 


dans  la  seconde 


On  a 


1 


X  =  sinisin(6  —  Y)sin20. 


e^^'r/O^Y 


Or 


y/sinô  sin(6  —  Y)  —  sinasin(a-i- Y)sin-0 

/  /      e-^^'r/OrfY I 

^J  /        v/sin<zsiii(rt-t- Y)  —  sin6sin(6 — Yjsin^O   1 


r 


^'dX 


v/sin6  sin(6  —  Y)  —  sina  sin(a  -t-  Y  )  sin^O 

[IL      _         
—  AC^  v/siii  ^  sin  (  6  —  Y' )  —  sin  «  siii(<7  -+-  Y  )  sin-O 
e-''^  sinb  -h  e"'  siii«  sin'-'O 

_n  ,      h  —  a. 

_      e    ^    v/sin6  sin(  g -h  6)  —  e    ^      y/siiig  sin />  cosO 
e"'^' sii\6 -T- e«<sinrt  sin^ô 


la  seconde  intégrale  s'en  déduit  par  une  simple  pt  rmu- 


(     122    ) 

talion 


e^''d\ 


y/s'ina  sin(a  -t-  Y)  —  sin6  sin(6  —  Y)  sin^O 

b  —  n  . 

e"-    v/sin«  sin(«  +  6)  —  e    ^      v' sin«  sinô  cos6 


h 

h  .  b  —  n 


e"' sin  a -h  e-*^' sin  6  sin"^  0 
On  obtient  ainsi,  en  intervertissant  les  ternies 


n-\-b  .       

0  =  —  ie    -      ^sinasinô 


/      —  IL 

l    r- cosOrfe r^ 

\    A      sinrt  e''*^-''^"  H- sinZ>  sin-O        J^     sin 


cosOrfO  r  cos6rf6 


^^^     _  .    .,„     ...j6 -t- e^«-^*'' sina  sin-6 


I  v/sin(a  -f-  6) 

ni-t-e'"+'^''sinasin-0    \^/^ 
Posons  dans  la  première  intégrale 

y    sin  6 

I       Ain  h 
sinO  =  -4  /  -^ —  , 
x\    sinrt 


e     -  \Jûna  dO 


sina-H  e^'«+''''sin6sin-0 


sin(j  =  X 
dans  la  seconde 


dans  la  troisième 


langO  =  xi/  -r— 1-3 

dans  la  cjuatrième 

,  /       sin  a 

tancO  =  xi/  -. — ■ j—' 

^  V    sin  (rt -H  6) 

On  obtient  ainsi 


.   • — -- 1    r  d.r 

=  —  te-  I        -— ; 7-. 

Jq  x-^  -+-  e'"^-'"' 

-+-  t  6'     »    1 ; -f-  j  e  2    /       -- — _  ; 


(     Ï23    ) 


or 


/ 


et 


-  dx    _  i  ,      l  T  -\-  ie 


-'ogi 


\x  —  i  e  "■  / 

.    w  (o 

I  -f-  a:-—  2^:'  Sin  —  2.77  cos  — 

l  2  1  2 

—  -  loe arc  tang  — — 

4      °  .    o)  2  '^    a;-2  —  I 

I  -i-  37^-+-  2  07  sin  — 


(0  1 

e  -  dx 


—  t:  <  eu  <  TC. 


En  prenant  successivement  pour  w  les  valeurs  a  -\-b^ 
—  rt,  Z»,  on  a 


2 


On  pourrait,  en  changeant  la  valeur  de 


^{x—ei){x  —  ei){x—  Ci) 

changer  les  signes  de  w  et  ri,  alors  5  et  le  coefficient 
de  I  dans  —  changent  de  signes  en  même  temps. 


[R7b] 

Sia  \m  LOI  DE  FORCE  CENTRALE  DÉTERMIXÉE 
PAR  LA  COXSIDÉRATIO\  DE  L  HODOGRAPHE; 

Paiv  IM.  Paul-J.  SUGHAR. 
Docteur  es  sciences. 


Je  me  propose  de  résoudre  le  problème  suivant  : 
Sachant  que,  sous  Vaclion    d'une  force    cenlrale, 
l'hoilo^raphc   est  une  conique  quelles  que  soient  les 
conditions  initiales,  trouver  la  loi  de  la  force. 


(     124    ) 

Soil 

(i)    f{x\y')  =  A'^'-H  l'Q' x' y' -\-  Cy'--\-  aD'ar'-h  ^E'j'h-  F'=  o 

l'équation  de  la  conique  liodographe  rapportée  à  un 
système  d'axes  ayant  le  centre  attractif  pour  origine. 
Les  coordonnées  x' ,  y'  sont  les  dérivées  par  rapport  ati 
temps  des  coordonnées  x,  y  du  point  correspondant  de 
la  trajectoire. 

Le  tliéorème  des  aires  nous  donne 

(2)  xy'—yx'=-(. 

E(*rivons  que  la  tangente  à  l 'liodographe  en  un  |)oiiil 
quelconque  est  parallèle  au  rayon  vecteur  correspon- 
dant de  la  trajectoire:  nous  aurons 

(3)  ^=-4' 

/;„ 

/j.,  fy  étant  les  demi-déiivées  partielles  de  (i)  par 
rapport  à  x' ,  y'. 

Les  équations  (2)  et  (3)  nous  donnent 

(4)  ^-  — Vb'ci-'+E'y+F''      •^-'' D'^'-+-ii;>'4-F'* 

Si  nous  résolvons  le  système  (4)  par  rapport  à  x' ,  y\ 
on  a 


(j) 


,_       (E'D'-B'F')^-+-(E'2-F'C').x  +  y(G'D'— B'E') 


y  = 


(D'B'— A'E'):^^-r-(D'C'— E'B')^  +  Y(B'^- A'C) 
(D'à  — A'F').r  +  (D'E'— F'  B')y  +  y(B'D'— A'E') 
"(DTS'— A'E'):r-h(D'C^^Ë"'B')j-HY(B2_  A'C)  ' 


Les  relations  (4)  et  (5)  nous  montrent  qu'entre  les 
coordonnées  x' ,  y'  et  x  vX  y  il  existe  une  transformation 
liomograpliiqne,  et  comme  1(î  point  de  coordonnées  x' 
et  y'  décrit  une  conique,  il  résulte  (jue  le  point  de  coor- 
dcjnnées  x  cly  décrit  aussi  une  conique,  c'est-à-dire  (pic 


(   '^^5  ) 
la  Irajecloire  correspondante  sera  aussi  une  conique  et 
cela  quelles  que  soient  les  conditions  initiales. 

La  même  proposition  peut  s'établir  géométriquement 
d'une  manière  très  simple, 

]Nous  pouvons  évidemment  envisaj^er  la  trajectoire 
comme  étant  l'enveloppe  d'une  de  ses  tangentes;  or,  en 
vertu  du  théorème  des  aires  que  l'on  peut  écrire  sous  la 

forme 

pv  =  Y, 

où  V  est  la  vitesse  el  p  la  distance  du  centre  attractif  à 
la  tangente  à  la  trajectoire,  nous  remarquons  que 
l'extrémité  du  segment  de  la  vitesse  portée  sur  la  droite 
qui  mesure  p  est  le  pôle  de  la  tangente  à  la  trajectoire; 
nous  remarquons  encore  que,  si  la  tangente  enveloppe  la 
trajectoire,  la  couibe  lieu  du  pôle  tournée  d'un  angle 
droit  autour  du  centre  attractif  n'est  autre  chose  que  la 
courbe  hodographe;  or,  d'après  une  proposition  bien 
connue  en  Géométrie,  à  savoir  :  Si  La  polaire  enveloppe 
une  conique,  le  pôle  décrit  aussi  une  coni(/ue  et  réci- 
proquenient,  donc  notre  proposition  se  trouve  établie. 
D'après  ce  qui  piécède,  notre  problème  se  ramène  à 
un  problème  un  peu  plus  général  que  celui  proposé  par 
Bertrand  [Comptes  rendus,  t.  LXXXIV)  et  résolu  à  la 
fois  par  Halphen  et  M.  Darboux. 

Da'ns  un  travail  qui  paraîtra  prochainement,  nous 
reprenons  le  problème  de  Bertrand,  ainsi  modifié,  où 
nous  montrons  qu'il  existe,  outre  les  deux  lois  de  forces 
trouvées  par  Halphen  et  M .  Darboux  et  qui  ne  dépendent 
que  de  la  [)osition  du  mobile,  une  troisième  loi  qui  dé- 
pend de  la  distance  au  centre  attractif,  de  la  vitesse  et 
de  l'angle  de  la  vitesse  avec  une  droite  fixe. 

Nous  allons  terminer  par  une  application  qui  nous 
parait  intéressante. 


(  »^^6  ) 

Trouver  la  loi  de  la  force  centrale  sachant  que  le 
point  correspondant  de  V liodographe  le  parcourt  sui- 
vant la  loi  des  aires  autour  du  centre  attractif. 

Si  nous  appelons  5,  l'arc  de  riiodograplie,  la  condi- 
tion que  le  point  de  l'hodographe  parcourt  cette  courbe 
suivant  la  loi  des  aires  autour  du  centre  attractif  se 
traduit  par  une  expression  de  la  forme 

dsi       . 

— T    t'  sin  V  =  Cil, 

dt  ' 

où  V  est  l'angle  du  rayon  vecteur  avec  la  tangente  à  la 
trajectoire;  or,  par  délinition,  si  J  est  la  force  cliercliéc, 

nous  aurons 

dsi 
dl 

où  nous  supposons,  pour  simplifier,   la  masse  du  point 
égale  à  i;  donc  la  formule  précédente  s'écrit 

JpsinV  =  G,. 
JJ'après  le  théorème  des  aires,  on  a 

f  sinv  =  — ) 
r 

C  éiantla  constante  di;s  aires  due  à  la  force  centrale  ;  ou 
trouve  alors 

''"    G 


/', 


donc  la  trajectoire  est  une  conicpie  ayant  le  centre 
attractif  [)()ur  centre.  Il  résulte,  d'après  noire  proposi- 
tion sur  l'hodographe,  que  l'hodographe  sera  aussi  une 
conique. 

Il  est  facile  de  se  rendre  compte  de  la  nature  de   la 
<oni(piC'  liodo^iaplie.  Remplaçons,  dans  l'expression 

J  V  sin  \'  =  C,, 
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J  par  la  valeur  trouvée;  nous  aurons 

G 

/'sinV 

OU  encore,  en  désignant  par  /'  le  demi-diamètre  de   la 
conique   trajectoire,   conjuguée  h   la   direction  /■,  nous 

aurons 

Cr' 


r/'sin  \  ' 


or,  d'après  le  théorème  d'Apollonius,  l'expression 
/ •/•'  sin  V 

est  constante;  il  résulte  alors  que  la  vitesse  est  propor- 
tionnelle au  demi-diamètre  conjugué  à  la  direction  /'. 

Si  nous  nous  rapportons  maintenant  à  la  définition 
de  l'iiodograplie,  nous  savons  que  pour  l'obtenir  nous 
devons  porter,  par  le  centre  attractif,  des  segments 
égaux  et  parallèles  aux  vitesses  de  la  trajectoire,  c'est-à- 
dire  des  segments  proportionnels  à  /';  donc  l'iiodograplie 
sera  une  courbe  homotliétique  de  la  trajectoire  et  aura 
le  même  centre  que  la  conique  trajectoire. 


[Rie] 

^'OTE  SUR  li\  SYSTÈME   ARTICILÉ; 

Par  m.  J.  RÉVEILLE. 

l'rofcsscur   d'IIytlrographic. 


On  doit  à  M.  Hart,  outre  son  inveisenr,  un  sjstèmi! 
articulé  qui  avec  (;in([  tiges  ptîinu't  de  décrire  une  cir- 
conférence ou  une  droite.  Ce  système  a  été  étudi<'',  en 
particulier,  par  M.  Daiboux  (Notes  à  la  Mécanique,  do 
Despeyrous)  et  par  M.  Kœnigs  (^Cinciii(ili<iiie).  Les 
tlévcloppeinciils  de  calcul  (pii  lormcnl   la  théorie  de  cet 
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appari'il    coiilrastcnt   avec   la  simplicité    des    résultats 
auxquels  on  aboutit;  et  M.  Darboux  a  remarqué  lui- 
même  que  la  théorie  est  un  peu  longue  pour  un  résultat 
ex  (reniement  simple. 

Voici  une  théorie  purement  géométrique  qui  me 
paraît  avoir  de  plus  l'avantage  de  mettre  en  lumière 
pour  certains  points  de  la  figure  un  caractère  de  réci- 
procité assez  remarquable. 

Soit  le  pentagone  articulé  ABDPC  (fig-   i);  fixons 

fi  g.  .. 


son  côlé  AB,  et  assujettissons-le  à  cette  condition  géo- 
métiiqiie  que  les  angles  C  et  D  restent  toujours  égaux. 
Le  point  P  décrit  alors  un  cercle  dont  le  centre  G  est 
sur  AB,  et  tel  que  l'on  ait 

GA  _  PD.DA 
GB  ~  I'C.GB' 


(') 


On  peut  donc  réaliser  la  condition  d'égalité  des 
angles  «ii  réunissant  le  point  P  au  poinl  G  })ar  uni; 
tig(;  PG  de  h)ngueur  convenable. 

J(!  prends  maintenant  sur  BG  un  point  E  tel  que  l'on 
.    PG       AD 

ait   TTTT    = 


CE 


Typj»  et  j'articule  en  PelE  deux  tiges  PFetEF 


articulées  entre  elles  en  F,  et  telles  que  l'on  ait 


EF 
FG 


PF 

Xg 


EC 


PC 
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En  vcrlu  (le  ces  proportions,  et  comme  les  angles  D 
et  C  sont  égaux,  le  quadrilatère  PCEF  est  semblable 
au  (juadiilatèie  ADPG,  et  les  angles  F  et  G  sont  égaux. 

Soit  H  l'intersection  des  droites  DA  et  EF;  com- 
parons les  deux  quadrilatères  PDHF  et  BCPG.  Ils  ont 
leurs  angles  égaux  chacun  à  chacun.  En  effet,  les 
angles  D  et  G  sont  égaux,  ainsi  que  les  angles  F  et  G. 
D'ailleurs,  l'angle  FPD  est  égal  à  l'angle  B,  car  cet 
angle  FPD  est  égal  à  l'angle  FPC  diminué  de 
l'angle  DPC  ;  mais  on  trouve  la  même  mesure  pour 
l'angle  B  dans  le  triangle  ABO  obtenu  en  prolongeant 
les  côtés  AD  et  BG. 

Remarquons  de  plus  que  la  similitude  des  quadrila- 
tères PCEF  et  ADPG  donne  la  relation 

,    ,  PF        PC 

INIultipliant  les  relations  (i)  et  (2),  nous  obtenons 

PF  _  PD 

GÏÏ  ~  GB"' 

les  deux  quadrilatères  PDHF  et  BCPG  sont  donc  aussi 
semblables.  Il  en  résulte  que  les  longueurs  DH  et  FH, 
et  par  conséquent  aussi  AH  et  HE,  sont  invariables,  et 
l'on  peut  articuler  les  tiges  AD  et  FE  au  point  H  sans 
gêner  le  mouvement  du  système  articulé. 

La  nouvelle  liaison  introduite  permet  d'en  suppiimer 
d'aulies,  par  exemple  PG  et  PC  5  ou  a  alors  le  svstème 
formé  par  les  deux  quadrilatères  articulés  ABllE 
et  PDHF  qui  fait  décrire  un  cercle  au  point  P.  Si  Ton 
su[)prinui  PF  et  PG,  on  obtient  le  système  articulé  de 
Hart,qui  réalise  l'égalité  des  angles  D  et  C  par  la  lige  HE; 
et  le  point  P  décrit  un  cercle  de  centre  G.  Si  l'on  (ixe 
la  tige  HE,  \v  point  P  décrit  un  cck  le  de  centre  1"\ 
(.'onservant  les  liges  PI'  el  P(i,  et  siq)piimant  les 
Ann.  de  M<tl liëtnat.,  !\'  série,  l.  II.   (Mais  njo.?.)  y 
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liges  PC  et  PD,  si  l'on  fixe  AH,  le  point  P  décrit  un 
cercle  de  centre  D;  et  si  l'on  fixe  BE,  il  décrit  un 
cercle  de  centre  C.  Ainsi  les  quatre  points  F,  G,  D,  C 
jouent  les  uns  par  rapport  aux  autres  des  rôles  réci- 
proques. 

Il  est  facile  de  voir  que  l'on  a 

FH  _  GA  DH  _  CE 

Hl  ~  ÂB  ^^         HA  ~  ËB' 

et  l'on  a  vu  que 

GA  _  PD.DA 
GB  ~  PG.CB* 

Si  donc  on  choisit  les  quatre  tiges  PD,  DA,  PC,  CR 

1  PD.DA        ..,    ,  , 

de  manière   que  le    rapport      „  soit    égal  a    i,   le 

point  G  et  aussi  le  point  F  sont  à  l'infini;  la  figure 
précédente  n'existe  plus,  mais  on  voit  par  continuité 
qvie  le  point  P  décrira  une  droite  perpendiculaire  à  AR. 
Son  mouvement  est  réalisé  au  moyen  des  cinq  liges  PD, 
DA,  PC,  CB,  HE;  et  l'on  a  l'appareil  à  ligne  droite  de 
Hart. 

Voici  d'ailleurs  comment  on  peut  traiter  directement 
le  cas  où  le  point  P  décrit  une  droite. 

Soit  un  couple  de  deux  tiges  AD,  DP'  {Jîg.  2)  arti- 


culées ensemble;  au  point  I),  l'extrémité  A  étant  un 
point  fixe  d'articulation;  et  un  autre  couple  de  deux 
tiges  RC,  CP'  articulées  ensemble  au  point  C,  le  point 
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d'ailiciilalioii    B    étant    fixe    comme    le    point    A.    Les 

liges   VD  et  P'C   sont   articulées   au   point  P'  qui   est 

relié  par  une  ti^e  P'O  au  point  fixe  O  «le  la  droite  AB. 

Les  longueurs  des  tiges  sont  telles  que 

AD  _  BG 
'')  DF~CP"' 

et  le  point  O  ainsi  que  la  lige  OP'  sont  choisis  de  telle 
sorte  que  le  point  P'  décrive  le  cercle  lieu  des  points 
dont  les  dislances  P'A  et  P'B  aux  deux  points  A  et  B 

T         ,  P'A       AD        P'D 

soient  dans  le  rapport  j^r^  ~  Wn  —  ï>rw' 

Dans  le  mouvement  du  système  à  un  païainètre  aiusi 
défini,  les  triangles  PDA,  P'CB  restent  semblables,  et 
les  angles  P'DA,  P'CB  restent  égaux. 

Articulons  en  C  une  tige  PC  ;=  P'D,  et  en  D  une 
tige  PD  =  P'C,  ces  deux  nouvelles  liges  s'articulant 
en  P;  il  est  aisé  de  voir  que  le  point  P  décrit  nne  droite 
perpendiculaire  à  AB.  En  efFet,  les  angles  D  cl  C  du 
contre-parallélogramme  PDP'C  étant  égaux,  il  en  est 
de  mènu'  des  angles  PDA  et  PCB.  On  a  d'ailleurs 

Pa'  =  PD"-+-  DÂ'—  aPD.DAcosPDA. 
PB^=  PC"-f-GB"  — •;iPG.PB  cosPCB. 

Or   les   angb's  PDA  et  PCB  sont  égaux,  et  en  verlu 

de  (  i)  on  a 

PD.DA  =  PC.CB; 

(b)nc  la  différence  PA   —  PB    est  constante. 

JNous  avons  ainsi  construit  un  nouvel  appareil  à  ligne 
droite,  mais  on  peut  le  simplifier  et  en  déduire  celui  de 
Hart. 

Pour  cela,  prenons  sur  DA  un  point  H  tel  que  le 
ti-iangle   P'DH    soit    semblable    au    triangle    P'DA,    et 
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sur  CB  un  point  E  tel  que  le  triangle  P'CEsoit  sem- 
blable au  triangle  P'CB.  On  a 


d'où 


P'D  _  AD^ 
DIT  ~  Fd 


DH       P'^         ^^ 


CE  = 


AD  AD  ' 

Fc^       PD" 


BG  BG 


Joignons  HE  ;  les  points  HE  étant  homologues  dans  les 
deux  triangles  semblables  P'DA,  P'CB,  le  triangle  P'HE 
est  semblable  au  triangle  P'AB,  et  l'on  a 


HE  _  FH  _  P'D  _  PC 
AB  ~  FA  ~~  "DÂ  ~  DÂ 


Donc  HE  est  constant,  et  nous  pouvons  remplacer  la 
liaison  formée  par  les  tiges  DP',  P'C,  P'O  par  une  nou- 
velle liaison  formée  avec  la  tige  HE  reliant  les  points  HE 
déterminés  connue  il  a  été  dit. 


[M>5g] 

SLR  LES  CLBIQUES  PLA^'ES; 

Par  m.  Georges  HALLEY  des  FONTAINES, 

Élève    fie    Mathématiques    spéciales 
au  collège  Chaplal. 


1.  Soient  dans  le  plan  cin(|  points  fixes,  (o,  i ,  2,  3,  4- 
On  sait  que  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
menées  de  (o  à  toutes  les  coniques  C  qui  passent  par  1 , 
2,  3  et  4  est  une  cubique  P,  passant  par  o  et  touchant 
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aux  points   1,2,  3  et  4  Itis  droites  to,,  to^,  CO3,  ^l)^.  Cette 
cubique  passe  évidemment  par  les  sommets  a,  b,  c  du 
triangle  conjugué  commun  aux  coniques  C.  Remarquons 


enfin  que,  si  a  et  a'  désignent  deux  points  de  F  en  ligne 
droite  avec  to,  ces  points  sont  les  points  doubles  de  l'in- 
volution  déterminée  sur  molol'  par  les  coniques  C  :  par 
suite,  ils  sont  conjugués  à  toutes  ces  coniques,  et  se  cor- 
respondent, par  conséquent,  dans  la  transformation  du 
second  ordre  (a,  a'),  qui  admet  pour  points  doubles  les 
points  I,  2,  3  et  4-  La  cubique  F  est  donc  le  lieu  des 
points  a  tels  que  la  droite  aa'  passe  par  w. 

Réciproquement,  toute  cubique  F  est  susceptible  de 
la  génération  précédente  et  cela  d'une  infinité  de  ma- 
nières :  il  suffit  de  prendre  pour  w  un  point  quelconque 
de  F,  et  pour  points  i,  2,  3  et  4  les  points  de  contact 
des  tangentes  menées  à  cette  courbe  par  to.  On  obtient 
ainsi  une  infinité  de  transformations  du  second  ordre 
transformant  F  en  elle-même,  de  sorte  que  la  droite 
joignant  deux  points  correspondants,  a  et  a',  de  F  passe 
par  un  point  fixe  de  cette  courbe. 

2.   Un  tliéorème  de  M.  d'Ocagne  va  nous  permettre 
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de  déterminer  les   (aiigentes  à  F  aux  points  a  et  a'  :  il 
s'agit  de  la  piopriété  suivante  : 

Les  points  doubles  des  involutions  déterminées  par 
les  coniques  C  d'un  faisceau  ponctuel  sur  les  côtés 
d'un  l/iangle  i/iscrit  à  l'une,  Co,  de  ces  coniques,  sont 
Irais  à  trois  en  ligne  droite. 

Soit  donc  Co  la  conique  (i234w)  ;  c'est  évidemment 
la  conique  polaire  de  w  par  rapport  à  F  :  soient  t  et  f  i 
les  points  où  cette  conique  coupe  deux  sécantes  (oaa 
et  toa,a',  issues  de  w,  et  qui  rencontrent  respective- 
ment F  en  a,  a'  et  a,,  a',.  En  a[)pliquant  la  pi'opriété 
que  nous  venons  de  rappeler,  au  triangle  tofi, ,  inscrit 
à  Co,  et  en  faisant  tendre  ?|  vers  f,  on  voit  que,  à  la 
limite,  les  tangentes  à  F  en  a  et  a'  couperont  la  tangente 
en  t  à  Co  en  un  même  point  t'  qui  sera  le  transformé 
de  t  dans  ia  transformation  du  second  ordre  envisagée 
tout  à  riieuie. 

3.  Dans  le  cas  particulier  où  les  points  3  et  4?  p^'' 
exemple,  viendraient  à  coïncider  avec  un  même  point,  /;, 
ce  point  serait  double  sur  F.  Dans  ce  cas,  l'une  des 
coniques  C  est  formée  des  droites  /;,  et  p-2.,  de  sorte 
que  p'3,  et/;a'  sont  conjuguées  harmoniques  pai-  rapport 
à  ces  droites;  elles  le  sont  aussi  par  rapport  aux 
droites  pi<i  et  pt,  puisque  a  et  a',  conjugués  à  la  co- 
nique Co,  divisent  harmoniquement  la  corde  pt.  Or, 
(piand  t  tend  sur  Cq  vers  le  point  />,  /^a  et  /7a'  de- 
viennent les  tangentes  au  point  douiilc;  :  celles-ci  seront 
donc  conjuguées  à  la  fois  au  couple  />,,  /;.j  et  au  couple 
ffjrmé  par  /m.)  et  la  tangente  en  p  aux  coniques  C. 

On  voit  donc  M"*-''  *'  ^*^'^  coniques  C  étai(;nt  oseula- 
liicesen/>,   F  aurait   un  rebroussement  en  ce  point,  ia 
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rousseii 
aux  coniques  C. 


tangcnle  de  rebroussement  étant  la  tangente  commune 


■4.  La  construction  préctklemment  indiquée  pour  la 
tangente  en  a  tombe  en  défaut,  lorsque  la  droite  wa 
devient  la  tangente  en  to  à  F  et,  par  suite,  à  Cq  ;  dans  ce 
cas,  en  eliet,  a  et  t  se  confondent  au  point  o,)'  où  F  coupe 
à  nouveau  sa  tangente  mm'  en  lo. 

Mais,  dans  ce  cas,  on  voit  aisément  que  le  point  co' 
est  aussi  sur  les  tangentes  à  F  aux  points  <7,  b^  c,  som- 
mets du  triangle  diagonal  du  (juadrangle  1234-  Laco- 
nique (^ahc  (j)iji' )  est  donc  la  conique  polaire  du  point  m' ^ 
et  elle  a  donc,  en  oj',  même  tangente  que  F. 

o.  Examinons,  en  particulier,  le  cas  où  le  faisceau 
des  coni(}ues  C  comprend  un  cercle  O  de  centre  to,  c'est- 
à-dire  celui  où  les  points  i,  2,  3  et  4  sont  éfjuidistants 
de  oj.  On  voit  que  a  et  a'  se  correspondent  alors  dans 
l'inversion  de  pôle  o)  et  dont  le  module  a  pour  valeur  le 
carré  du  rayon  du  cercle  O.  Par  suite,  F  est  anallagma- 
lique  par  rapport  au  pôle  (o.  Les  points  «,  b  et  c  sont 
alors  les  trois  autres  pôles  d'anallagmatie,  et  to'  est  le 
point  à  l'intini  de  la  cubique. 

On  en  déduit  aisément  une  construction  linéaire  de 
l'asymptote  réelle  de  F. 

G.  La  construction  de  la  tangente  à  la  cubique,  donnée 
l)récédemnient  (n"  2)  fournit  immédiatement  la  pro- 
priété suivante  : 

Si  une  sécante  pivote  autour  d' un  point  fixe  to  cV  une 
cubique  F,  les  tangentes  menées  à  F  aux  deux  points 
variables  d'interseclion  se  coupent  en  un  point  dont 
le  lira  est  une  combe  unicursalc  du  (ptaliiènie  ordre  : 
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cette  courbe  se  fiéduil  de  la  conique  polaire  de  to  par  la 
transformation  du  second  ordre  qui  admet  pour  points 
doubles  les  points  de  contact  des  tangentes  à  Y  issues 
de  to. 

Les  Irois  points  doubles  du  lieu  sont  d'ailleurs  les 
points  rt,  6,  c,  considérés  tout  à  l'heure. 

Par  exemple,  si  F  est  anallaginatique,  et  to  un  des 
pôles  d'anallagniatie,  les  tiois  points  doubles  du  lieu 
seront  les  trois  autres  pôles  d'anallagniatie. 


COKRESPO^DA^CE. 


Al.  C.  Servais,  à  Gand.  —  Sur  la  question  1803.  —  Nous 
avons  démontré  (Mathesis,  1894,  p.  96)  le  théorème  suivant  : 

Si  les  normales  en  quatre  points  d'une  conique  con- 
courent en  un  même  point,  il  en  est  de  même  des  perpen- 
diculaires élevées  en  ces  points  sur   les  cordes  de  courbure. 

C'est  la  propriété  énoncée  par  M.  Duporcq  (j\ou{>.  Ann.  de 
Math.,  1 901,  p.  474). 
Voici  la  démonstration  : 

Soient  I\I  le  point  de  concours  des  normales  MA,  MB,  MG, 
MD;  Ml  le  point  diamétralement  opposé  au  point  M  sur  l'hy- 
perbole d'Apollonius  relative  à  M;  les  droites  MA,  MiA 
parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de  l'hyperbole  sont 
également  inclinées  sur  les  asymptotes  qui  sont  parallèles  aux 
axes  de  la  conique  considérée.  M]  A  est  donc  perpendiculaire 
à  la  corde  de  courbure  au  point  A. 

M.  E.  Merlin,  à  Namur.  —  Sur  les  lignes  géodésiques 
planes.  —  M.  G.  Lamioni,  dans  le  numéro  de  décembre  1900 
des  Nouvelles  Annales,  cl.  un  Anonyme,  dans  le  numéro  de 
septembre  dernier  du  même  recueil,  s'occupiMit  dr  démontrer 
les  deux  théorèmes  suivants  : 

|0  Si  une  ligne  de  courbure  est  géodésiquc,  elle  est 
/jlanc  ; 
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2"    Chaque   ligne  géodésique  plane   est    ligne  de  cour- 
bure. 

Ces  deux  théorèmes  sont  bien  connus,  et  en  voici  des  dé- 
monstrations plus  simples  : 

,°  La  ligne  considérée  étant  une  géodésique,  sa  normale 
principale,  en  chaque  point,  coïncide  avec  la  normale  à  la 
surface,  et,  comme  la  ligne  est  en  outre  de  courbure,  sa  nor- 
male principale  enveloppe  une  courbe.  Celte  circonstance  ne 
peut  se  produire  que  si  la  ligne  est  plane  {voir,  par  exemple, 
W.  DE  Tannenberg,  Leçons  nouvelles  sur  les  applications 
géométriques  du  calcul  différentiel,  p.  gS). 

2°  Si  la  ligne  géodésique  est  plane,  son  plan  contient,  en 
chacun  des  points  de  cette  ligne,  la  normale  à  la  surface,  et, 
par  conséquent,  la  ligne  considérée  est  de  courbure. 

M.  d'Ocagne.  —  Au  sujet  des  courbes  de  M.  Colhgnon.- 
—  M.  Collignon  a  consacré  récemment  une  étude  détaillée 
aux  courbes  définies  parla  propriété  suivante  (i)  : 

Si  la  normale  en  M  coupe  les  axes  Ox  et  Oy  aux 
points  N  et  N',  le  produit  MN  x  MN'  est  constant. 

On  peut  immédiatement  déduire  de  là  une  construction  fort 


simple  (lu  centre  de  courbure  [jl  répondant  au  point  IM. 
En  effet,  la  propriété  de  définition  donne 

MN.f/MN'+MN'.^MN  =  o. 
Mais,  si  les  perpendiculaires  élevées  en  N  et  en   N'  à  O.r  et 


(I)  Ao«it7/t'i-  Anna/es,  Y  sitIc,  l.  I,  njoi,  p.  ISi 


(   i38  ) 

à  0/  coupent  en  a  et  en   li  la  nunnale  à  la  développée,  on  a 


Donc 


c/.MlY        \Lii 

[xn   _  _  MN 
ilT?  "  ~"  MN"'  ' 


ou,  si  P  est  le  conjugué  harmonique  de  M  par  rapport  à 
N  et  N' 

ixn  _  PN 

— -'  -  YK" 

Élevons  en  P  à  NN'  une  perpendiculaire  qui   coupe  Ox  en  p 

et  N' n'  en  v'.  Nous  avons 

PN  _  P/? 

PN^  ~  PV' 

Donc 

IX  n,  Pp 

'   —  TT^Ï' 

IJI.  /i  t  V 

et,  puisque  Pp  est  parallèle  à  [xn,  les  points  «,  N'  et/>  sont  en 
ligne  droite.  On  peut  donc  dire  que,  si  la  perpendiculaire 
à  MN'  menée  par  le  conjugué  harmonique  P  de  M  par 
rapport  «  N  ef  N'  coupe  les  axes  O  x  et  Oy  en  p  et  en  p' , 
les  droites  />N'  et  p'N  coupent  les  perpendiculaires  élevées 
en  N  et  en  ^'  k  Ox  et  à  Oy  sur  la  normale  à  la  développée 
de  la  courbe  (  M  ). 

Remarquons  que  les  triangles />/>'N  et  NN'n  sont  semblables 
cQuime  ayant  leurs  côtés  orthogonaux,  et,  par  suite,  que 

[xN   _   ?p 
[jiN'  ~   Pp'' 

M.  Painvin,  à  Nantes.  —  Je  suis  très  frappe  d'une  lacune, 
qui  existait  di'jà  dans  l'enseignement  des  lycées  alors  que  j'y 
étais,  et  que  je  constate  encore  maintenant  que  j'y  ai  un  fils  en 
spéciales  et  un  autre  en  rhétorique.  On  a  le  plus  grand  soin 
de  faire  connaître  aux  élèves  l'histoire  de  la  Littérature,  l'his- 
toire de  la  Philosophie,  et  l'on  néglige  complètement  de  leur 
parler  de  l'hislfiire  des  Mathématiques.  Il  en  résulte  chez  la 
phi|);irl  (les  (■Icnps  dcs  idées  exlraordiuairouuMit    fausses.   Pour 
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beaucoup,  Pascal,  Descaries,  Leibniz  ne  sont  que  îles  lillé- 
raleurs  et  des  philosophes  :  on  en  étonnerait  un  grand  nombre 
en  leur  apprenant  jusqu'à  quel  point  les  Sciences  mathématiques 
ont  contribué  à  leur  gloire  et  la  part  considérable  qu'ils  leur 
ont  consacrée  dans  leurs  travaux.  11  me  semble  que  cet  ensei- 
gnement devrait  faire  partie  du  programme  de  la  classe  de 
spéciales  et  pourrait  avec  avantage  remplacer  les  vagues  tra- 
vaux littéraires  auxquels  on  consacre  encore  un  cours  par 
semaine.  Je  me  permets  d'attirer  sur  cette  intéressante  ques- 
tion l'attention  des  rédacteurs  des  Nouvelles  Annales.  Ce 
journal,  au  temps  de  Terquem  et  de  Gerono,  s'intéressait  très 
vivement  aux  questions  de  programme  et  d'examen,  et  ne 
ménageait  pas  à  l'Université  d'alors  les  critiques  et  les  conseils, 
assez  vertement  exprimés  quelquefois.  Aujourd'hui  qu'on 
s'occupe  tant  de  remanier  les  méthodes  d'enseignement,  je 
m'étonne  de  n'avoir  trouvé  nulle  part  signalée  l'absence  d'un 
enseignement  si  utile,  et  si  capable  de  développer,  dans  un  sens 
philosophique,  les  idées  des  élèves  des  classes  supérieures  de 
sciences.  On  ne  peut  pourtant  pas  espérer  qu'ils  lisent  d'eux- 
mêmes  Montucla  ou  Ghasles  dans  leurs  moments  perdus,  s'ils 
en  ont.  Les  quelques  noms  de  mathématiciens  qu'on  leur  cite 
au  passage  de  théorèmes  célèbres  ne  peuvent  suppléer  à  un 
enseignement  méthodique  du  développement  et  de  l'enchaî- 
nement de  leurs  découvertes;  c'est  du  moins  mon  humble  avis, 
et  la  question  m'a  paru  être  assez  intéressante  pour  vous  être 
soumise. 


SOIXTIO\S  DE  QUESTIONS  PROPOSEES. 


1869. 

1 19')ll,  p.    13?. 


i'A(nil  données  quatre  divisions  proportionnelles  portées 
par  quatre  droites  quelconques  de  l'espace,  on  considère 
les  tétraèdres  ayant  pour  sommets  les  points  homoloî^ues 
de  ces  divisions.  Si  deux  de  ces  tétraèdres  sont  semblables, 
tous  les  autres  sont  semblables  deux  à  deux. 

(K.  Dri'ourQ.  ) 


(  '4o  ) 

SOLUTION 
Par  M.  G.  Fontené. 

Soient,  dans  l'espace,  deux  segments  AAi  et  BBi,  avec 

.  BBi 

si  l'on  partage  AB  et  AjBj  en  C  et  Ci  dans   un  même  rapport 


(a)  1£.-Mi.=/., 

AG  CiA, 

on  a  {Nouvelles  Annales,  1899,  p.  416) 

(i+A)2GgJ  =  /v2ÂÂ5  +  ÏÏBf-V2/xAÂTBB^cos(AA,,BBi) 
=  AAJ  [/.■2+  a^-h  aAcTcosf  AAi,  BBi)J 
=  /i  (tAAi h  r  +  2  cos(AAi,  BBi  )    ; 

en  prenant   les   points  D  et  Di  pour  un  rapport  k'  tel  que  l'on 

ait 

k'        rr 
(3)  —  =    -  ou  •       kk'  =  t2, 

tr         A' 

on  a  donc 

(4) 


(i  +  A-r-  ce;  _  k 


Soient  alors  AA1A2A3  et  BB1B2B3  deux  tétraèdres  sem- 
blables, avec  le  rapport  (i);  si  l'on  partage  AB,  AjBj,  A2B2, 
A3  B3  en  C,  G|,  G2,  C3  d'une  part,  et  D,  Dj,  D2,  D3  d'autre  pari, 
de  manière  que  l'on  ail 


_BC    _    BiG,    _       _  BD^  _    BiDi    _       _ 

GÂ   ~   G7Â7  '  DA   ~    dTâ,  ' 

k  et  k'  vcrijlant  la  relation  (3),  on  a 

GG|    _  C^^        GG,^  _  Gj^  _ 
DD,  ~  DDî  ^  DD3  ~  DiD,  ' 


(  '1'  ) 

c'est-à-tlire  que  les  deux  tétraèdres  (C)  et  (  D)  ont  leurs  arêtes 
proportionnelles;  comme  ils  déiivent  d'une  manière  continue 
des  tétraèdres  semblables  (A)  et  (B),  ils  sont  semblables. 

Si  les  deux  tétraèdres  (A)  et  (B)  sont  égaux,  les  deux 
tétraèdres  d'un  couple  quelconque  (G),  (D)  le  sont  aussi' 
on  a  en  effet 

G Gi_  _ v/^ 

et  ce  rapport  est  égal  à  i  si  l'on  a  kk'  =;  i,  ou  a  =  i. 

1874. 

(  1900,    p.    528.) 

Soient  P  e^  Q  les  points  de  contact  de  deux  tangentes  à 
une  hypocycloïde  à  trois  rebroussenients  qui  se  rencontrent 
à  angle  droit  en  M.  Montrer  que  :  i"  la  hauteur  et  l'hypo- 
ténuse du  triangle  MPQ  sont  également  tangentes  à  l'hy-^ 
pocycloîde  ;  2°  le  lieu  du  pied  de  la  hauteur  est  une  cir- 
conférence de  cercle.  (E.-N.  Barisien.) 

SOLITION 
Par  M.  AuDiBEUT. 

Soient  i  le  rayon  du  cercle  mobile,  3  celui  du  cercle  fixe; 
désignons  par  t  l'angle  variable  que  fait  avec  l'axe  des  X  le 
rayon  vecteur  joignant  l'origine,  centre  du  cercle  fixe,  au 
centre  du  cercle  mobile,  la  courbe  sera  représentée  par  les 
relations 

i  y  =^  i.  ^\n  t  —  sin  2  /. 

\    X  =  1.  COS  /  —  COS  1 1. 


(A) 


Par  les  deux  points  P  et  Q  dont  les  coordonnées,  tirées 
de  (A),  correspondent  anx  valeurs  f  et  t: -i-  /  de  l'angle  va- 
riable, nous  menons  les  deux  tangentes 

t  .     t  .3 

Y  COS  — y-  X  sin  -  =  sin  —  t. 

.     t  t  3 

y  sin X  COS  -  =:  cos  -  /, 


(  >-t-  ) 

qui  se  roiipent  normalement  au  point  M,  dont  les  coordonnées 

sont 

j'  =  sin2^,         a;  =  —  COS2/. 

La  droite  PQ  joignant   les  points    de  contact   de   ces  deux 
tangentes  a  pour  équation 

y  cost  —  X  sin  /  =  —  sin  3/  ; 

on  voit  qu'elle  touche  la  courbe  au  point  ( — 2/). 
La  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  PQ 

y  sin  t  -^  X  cost  =  —  cos3  t 

louche  l'hypocycloïde  au  point  (iz  —  2^). 

2°  Le  lieu  des  rencontres  de  ces  deux  dernières  droites,  qui 
est  aussi  le  lieu  des  points  .AI,  est  le  cercle 

Un  abonné  nous  écrit  : 

«  La  question  1874  est  bien  connue.  Voir  Cremona,  Journal 
de  Crelle,  t.  64;  Painvin,  Nouvelles  Annales,  1860,  p.  260.  » 

1875. 

1 1900,  p.  r.28.) 

Calculer  la  limite  de  l'expression 

y/ 1  -!-  \/^  4- ...  -I-  //?  —  I 
pour  n  injini.  (E.  Weill.  ) 

SOLUTION" 
Par  M.   AUDIBERT. 

Soit  m   un   nombre  quelconque  entier  ou  non,  mais  positif, 
plus  grand  que   un.  On  a,   n  étant  entier   et  positif,  l'ideutilé 

in-\-\  ^^^    [  mil  in   t- 1"| 

n~"'~  —  I  r=  V   I  (  .r  4-  1)     '"      —  .T    '"      |. 


(  •  i'  ) 

m  +  I 

Le  développement   de   i^x-^\)  '"■      par  la   série  de  Taylor 
arrêtée  au  troisième  terme  donne 

m  -H  I  ;n  +  1  ,     ,       1 

, «i  -î- 1     —       /n  +  I    i  I 

(  07  -t-  I  )    '"    —  a-   '«    = .r'"  H — -  . 


(  ^  -1-  6  )   '« 

Le  dernier  ternie,  6  étant  positif  et  inférieur  à  l'unité  et  x 
positif,  sera  toujours  lui-même  inférieur  à  i  et  positif. 

Soit  E  la  moyenne  arithmétique  des  («  —  i)  valeurs  de  ce 
terme  correspondant  à  celles  de  a:  de  i  à  n  —  i  ;  nous  pou- 
vons écrire 

«  —I 

;«  4-  1  1 

rt   '«    =  I  ==  >   X'"  H-  (  n  —  I  )  E. 

^aà         ni 
1 

En  divisant  les  deux  membres  de  cette   égalité  par  n   '" 
on  aura 

/n  -h  i 


m  -m  lit  +1 

n  '"  n    '" 


et  à  la  limite  pour  n  infini 

n— 1 

2 


X'" 

I  m 

m  -+-  I 


m  -+- 1 


pour  m  =  :>.,  la  limite  serait  ^' 

Autres    solutions    très    simples    de    M""    Paula    Klekler    et    de 
M""  Amklie  Pollak,  en  employant  des  intégrales  définies. 


1879.   '^ 

I  1000,   p.  r.71.1 

La  tangente  en  un  point  M  d'une  conique  à  centre  coupe 
les  axes  en  A  et  B,  la  normale  au  même  point  les  ren- 
contre en  \' et  B';  soit  m  le  centre  de  courbure  du  point  IM. 


(   '41  ) 

Démontrer  que 

m  A'  _  MA 

mW  ^  MB  ' 

et  déduire  de  cette  propriété  une   construction  simple  du 
centre  de  courbure.  (Droz-Farnv.) 

SOLUTION 
Par  M.  V.  Hetali. 

Si  G  est  l'intersection  des  droites  AB',  A'B  (  '  ).  l'angle  MGm 
est  droit,  d'après  un  théorème  de  Steiner  (Journal  de  Crelle, 
t.  30,  p.  271),  donc  les  angles  »iCB',  MGB  sont  égaux  et  la 
proportion  est  démontrée.  La  construction  plus  simple  du 
point  m,  qui  en  découle,  est  donc  une  des  deux  données  par 
Steiner  {loc.  cit.)  :  «  La  perpendiculaire  à  MG  menée  par 
»y  l'intersection  de  AB'  et  A'B  coupe  la  normale  au  point 
cherché.   » 

On  peut  démontrer  le  théorème  de  Steiner  en  observant 
S\ iK-^*^ -Pti'K  qu6  Is  parabole  qui  touche  la  normale  et  la  tangente  en  M  et 
les  axes,  a  pour  directrice  la  droite  qui  unit  M  au  centre, 
et  G  pour  foyer,  ni  est  donc  bien  le  point  de  contact  de  la 
normale  avec  la  parabole,  c'est-à-dire  le  centre  de  courbure 
au  point  AL 

Autre  solution  de  M.  E.-N.  Barisien. 


011ESTIO.\S. 


1923.  L'hyperbole  équilatére  ayant  pdur  diamètre  une 
corde  AB  quelconque  d'une  conique  G  et  dont  les  asymptotes 
sont  parallèles  aux  axes  de  cette  conique  passe  par  les  extré- 
mités du  diamètre  de  G  symétrique  par  rapport  aux  axes  du 
diamètre  conjugué  de  la  direction  de  AB. 

Démontrer  géométriquement  cette  proposition. 

(  M.  n'OcAGNi:.) 

(')  Lf  iccleur  est  piié  do  faii'c  la  (lL;iir(;. 


(  i45  ) 


DISCOURS  PRO\0\CÉ  PAR  M.  ROUCMÉ  A  LA  CÉRÉMONIE 
DE  L'ÉCOLE  POLYTECHMOllE  E.\  L'IIOWEIR  Dll  COLOXEL 
iMA^MIEIM  (') 


((   Mon   cher   Collègue, 

»  M.  le  Général  commandant  l'École  et  M.  le  Direc- 
teur des  études  ont  retracé,  dans  un  beau  langag(>, 
votre  double  carrière  d'officier  et  de  professeur.  Pei- 
mellez-moi,  au  nom  de  notre  vieille  amitié,  de  venir, 
devant  cet  auditoire  d'élite,  rendre  un  juste  hommage 
à  voire  talent  et  à  vos  travaux. 

))  Vos  recherches  mathématiques  concernent  toutes 
la  Géométrie  pure.  Vous  avez  consacré  à  cette  Science 
plus  de  cent  contributions.  Livres,  Notes  ou  Mémoires, 
témoins  irrécusables  de  voire  puissance  d'investigation 
et  de  la  fécondité  de  vos  méthodes. 

»  Votre  première  production  n'est  pas  la  moins  ori- 
ginale. Elle  comblait  une  lacune  de  la  théorie  de  la 
transformation  par  polaires  réciproques  créée  par  le 
Général  Poncelet.  Le  pioblème  consistait  à  transformer 
les  relations  métriques  sans  leur  faire  subir  une  prépa- 
i-ation  préalable. 

»  Vous  avez  résolu  la  question  en  faisant  connaître 
l'expression  de  la  transformation  d'un  segment  recti- 
ligne  par  rapport  à  une  circonférence  de  cercle,  et  en 
présentant  cette  expression  sous  des  formes  appro])riées 
aux  divers  genres  d'applications.  Je  ne  saurais  d'ail- 
leurs  abandonner  la   transformation  par  polaires  réci- 

('j    Voir  le  luiiiu'ro  de  jjiiivici-  des  J\'()ifve//('S  Annales,  p.    i^i. 
Ann.  de  Matlicniiit .,  \"  -^crie,  t.   II.  (  \\ril   m)().!.)  lo 


(  •4<^  ) 

proqucs  sans  signaler  l'application  de  cette  méthode 
aux  propriétés  des  rayons  de  courbure. 

»  Vous  avez  ensuite  abordé  un  autre  mode  de  trans- 
formation dite  par  rayons  réciproques  et  qui ,  sans 
sortir  du  domaine  de  la  Géométrie  pure,  vous  a  con- 
duit, relativement  aux  anticaustiques  de  Bernoulli  et  à 
la  cjcb"de  de  Dupin,  à  des  résultats  nouveaux  parmi  les- 
quels je  tiens  à  citer  cette  élégante  proposition  :  «  Toute 
»  sphère  doublement  tangente  à  une  cyclide  coupe  cette 
»  surface  suivant  deux  circonférences.  »  Laissez-moi 
faire  remarquer  encore  à  ce  sujet  l'heureuse  introduc- 
tion d'une  idée  féconde,  celle  du.  pôle  principal,  c'est- 
à-dire  du  point  qui,  choisi  pour  pôle  de  la  transforma- 
tion, permet  de  transformer  une  courbe  en  elle-même. 

»  Il  y  a  4o  ans,  ou  ne  connaissait  que  quelques  rares 
théorèmes  concernant  les  arcs  de  courbe.  Malgré  la  dif- 
ficulté du  sujet,  vous  êtes  parvenu  à  généraliser  un  beau 
théorème  du  à  Steiner  et  à  découvrir  plusieurs  pro- 
priétés intéressantes  en  considérant,  ce  qui  était  alors 
une  idée  nouvelle,  les  arcs  de  courbes  planes  ou  sphé- 
riques  comme  enveloppes  de  cercles. 

»  Voici  un  autre  sujet  sur  lequel  vous  êtes  revenu 
maintes  fois  :  je  veux  parler  de  la  construction  géomé- 
tri(|ue  des  centres  de  courbure.  Là  aussi,  vous  avez  eu 
l'occasion  d'exercer  votre  sagacité  habituelle,  et  vous 
avez  récolté  une  ample  moisson  de  tracés  propres  à  pi- 
quer la  curiosité  de  ceux  qui  aiment  la  Géométrie. 

»  Mais  j(;  ne  |)uis  tout  dire,  et  j'ai  hâte  d'arriver  à  la 
partie  la  [)lus  importante  de  votre  fcuvre,  à  celle  de 
vos  créations  à  la(pielle  vous  attachez  le  plus  de  |)rix. 

»  Ampère  a  donné  le  nom  d(î  Cinématique  à  l'étude 
du  mouvement  considéré  indé[)en<lamment  des  causes 
(pii  le  produisent  ;  il  n'est  plus  alors  question  des  forces, 
mais  seulement  des  déplacinnents  et  du   temps.  Fait-on 


(  M7  ) 
eu  oulre  abstraction  du  temps,  les  déplacements  restent 
seuls  en  jeu  et  l'on  tombe  de  la  sorte  sur  une  branche 
spéciale  de  la  Mécanique  que  vous  avez  nommée  Géo- 
métrie cinématique.  A  peine  entrevue  avant  vous,  cette 
doctrine  a  acquis,  grâce  à  vos  travaux  personnels,  un 
développement  et  une  importance  de  plus  en  plus  con- 
sidérables. Pour  se  rendre  compte  de  cette  extension,  il 
suffit  de  comparer  l'exposition  (jui  figure  dans  la  pre- 
mière édition  de  votre  Cours  de  Géométrie  descriptive 
à  celle  qui  fait  l'objet  de  votre  dernier  Ouviage  intitulé  : 
Principes  et  développements  de  Géométrie  cinéma- 
tique. 

»  Ce  grand  Ouvrage,  fruit  de  nombreuses  années 
d'un  labeur  incessant,  se  compose  de  trois  Parties  sui- 
vies d'un  Appendice. 

»  La  première  Partie  se  rapporte  à  la  Géométrie  ci- 
nématique plane.  Vous  rappelez  d'abord  le  théorème 
publié  en  iSa'j  par  Caucliy  sur  le  déplacement  plan 
des  figures  de  forme  invariable,  ainsi  que  la  méthode 
des  normales  que  Chasles,  en  1829,  a  déduite  de  cette 
proposition  fondamentale.  Tels  sont  les  seuls  emprunts 
C[ue  vous  ajez  faits  à  vos  devanciers.  Tout  le  reste  de 
cette  section  vous  appartient  en  propre.  Je  citerai  parti- 
culièrement les  foimules  concernant  le  déplacement  des 
figures  polygonales  de  forme  variable;  de  ces  formules 
si  expressives  vous  avez  tiré  une  nouvelle  méthode  de 
normales  simple  et  facile,  qui  comprend  comme  cas 
particulier  celle  de  Chasles,  et  permet  en  outre  de  con- 
struiie  les  centres  de  courbure.  Ces  principes  sont  ac- 
compagnés de  nombreuses  apjilicatiotis  dont  les  caus- 
tiques par  réfraction,  les  conicjues  et  leurs  développées, 
les  (juadrilatères  articulés,  ont  tour  à  tour  foiuiii  la  ma- 
tière. 

»    La  se(;onde  Pai'tie   conccine    la  (léonK-liic  ciiK^ma- 
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lique  dans  Tcspace.  Son  point  de  départ  est  le  Mémoire 
que  Chasles  a  publié  en  i843  sur  le  mouvement  infini- 
ment petit  d'un  solide  libre,  et  dans  lequel  apparaissent 
pour  la  première  fois  les  notions  des  droites  conjuguées 
dont  vous  avez  tiré  un  merveilleux  parti.  Mais  c'est  sur- 
tout à  la  théorie  du  déplacement  d'un  solide  astreint 
seulement  à  quatre  conditions  que  cette  Partie  doit  son 
intérêt  et  son  originalité.  Parmi  les  résultats  si  remar- 
quables que  vous  avez  obtenus,  je  mentionnerai  ceux 
qui  sont  relatifs  aux  normalies,  à  la  courbure  des  sur- 
faces, à  la  théorie  du  paraboloïde  des  huit  droites,  à 
l'hyperboloïde  articulé,  à  la  polhodie  et  à  Therpolliodie, 
au  conoïde  de  Plûcker,  aux  pinceaux  de  droites,  etc. 

»  Cette  énuméralion,  quoique  fort  incomplète, 
montre  combien  les  applications  abondent  déjà  dans 
les  deux  premières  sections.  Mais  là,  ce  ne  sont  encore, 
pour  ainsi  dire,  que  des  exemples  découlant  directe- 
ment des  principes  et  destinés  à  les  éclairer.  Le  véri- 
table champ  des  applications  est  la  troisième  Partie.  On 
y  remarque  d'aboi^d  des  études  qui  se  rapportent  aux 
surfaces  réglées,  au  contact  du  troisième  ordie  de  deux 
surfaces,  et  à  divers  problèmes  de  la  théorie  des  sur- 
faces qui  relèvent  des  infiniment  petits  du  troisième 
ordre.  Viennent  ensuite  un  mode  ingénieux  de  trans- 
formation applicable  en  Géométrie  cinématiqui',  et  des 
reciierches  sur  le  déplacement  d'une  figure  de  forme 
invariable  dont  tous  les  plans  passent  par  des  points 
fixes,  ainsi  que  sur  le  déplacement  infiniment  petit 
d'une  figure  polyédrale  de  dimensions  variables.  Enfin, 
je  dois  citer  une  étude  approfondie  de  la  surface  des 
ondes  lumineuses.  Vos  recherches  sur  cette  surlaci^ 
vous  ont  occupé  à  diverses  reprises;  elles  se  distinguent 
non  seulement  j)ar  l(!s  résultais  oblcnus,  mais  encore 
[)ar    la     in<''tliocle    employée.    P;irini    les    nouvelles    pro- 
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priélcs  géoméui(|ues  que  vous  avez  découverles,  vous 
avez  eié  assez  heureux  pour  eu  rencontrer  plusieurs 
qui  sont  susceptibles  d'une  interprétation  physique;  on 
lie  connaissait  qu'un  nombre  fort  restreint  de  propriétés 
de  ce  genre,  malgré  les  beaux  travaux  de  Fresuel  et  de 
ses  successeurs. 

»  Après  avoir  parlé  de  la  surface  de  l'onde  comme 
surface  limite,  vous  l'avez  considérée  simultanément 
avec  des  surfaces  homofocales  du  second  ordre;  vous 
êtes  ainsi  amené  à  montrer  la  liaison  géométrique  très 
simple  qui  existe  pour  un  point  commun  à  trois  sur- 
faces homofocales  du  second  ordre  entre  les  six  centres 
de  courbure  principaux  de  ces  surfaces  et  les  axes  de 
courbure  de  leurs  lignes  d'intersection. 

»  Dans  l'Appendice  qui  termine  votre  Livre,  vous 
avez  surtout  voulu  montrer  comment  vous  aviez  abordé 
l'étude  du  déplacement  plan  d'une  figure  polygonale  de 
forme  variable.  Vous  y  avez  de  plus  reproduit  le  Mé- 
moire d'Optique  géométrique  que  vous  aviez  publié  en 
1886  et  qui  renferme  la  solution  géométrique  du  pro- 
blème concernant  la  détermination  des  éléments  des 
surfaces  caustiques.  Ici,  tout  est  nouveau,  tracés  et 
méthode  :  vos  devanciers  Sturm  et  Bertrand  n'avaient 
en  effet  considéré  cju'un  cas  particulier,  traité  d'ailleurs 
par  l'Analyse;  ils  n'avaient  ainsi  obtenu,  même  pour  ce 
cas,  que  des  formules  sans  constructions  géométriques 
que  comporte  cependant  un  pareil  suj(ît. 

))  C'était  assurément  une  tentative  hardie  que  de 
chercher  à  composer,  avec  tant  de  fragments  épars,  un 
ensemble  complet  et  homogène.  Vous  avez  pleinement 
léussi.  Dans  ce  beau  Livre,  qui  a  coïKjuis  l'adîuiration 
de  tous  les  géomètres  français  et  étrangers,  tout  se  lient, 
tout  s'enchaîne;  il  y  règne  une  unité  parfaite,  et  sa 
lecture  laisse   cette   impression  (]ue,  pour  la  fermeté  de 
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l'esprit,  vous  ne  le  cédez  à  personne.  Voire  nom,  mon 
cher  Camarade,  restera  gravé  en  lettres  d'or  dans  les 
Annales  de  la  Géométrie,  à  côté  de  ceux  de  Cbasles  et 
de  Poncelet,  qui  ont  porté  si  haut  le  drapeau  de  notre 
chère  Ecole  et  dont  vous  êtes  le  plus  brillant  disciple  et 
l'éminent  continuateur.   » 


[FSfv] 

SIU   L'AUC   DE   LA   LEMMSCATE; 

Par  m.  R.  B RICARD. 


1.  On  sait  depuis  longtemps  que,  si  deux  points  se 
déplacent  sur  une  même  lemniscate,  de  manière  à  limi- 
ter un  arc  de  longueur  constante,  il  existe  une  relation 
algébrique  entre  les  coordonnées  de  ces  deux  points  : 
l'invariabilité  de  longueur  d'un  arc  de  lemniscate  se 
traduit  en  effet  par  une  équation  dilî'érentielle  d'Euler, 
dont  l'intégrale  est  algébrique. 

Je  me  proposerai  ici  de  pi'éciser  cette  interprétation 
géométrique  des  propriétés  de  ré(|uation  d'Euler,  c'est- 
à-dire  de  définirgéométriquement  la  relation  algébrique 
qui  existe  entre  les  extrémités  d'un  arc  de  lemniscate, 
de  longueur  constante  :  plusieurs  des  résultats  énoncés 
ci-(l(.'Ssous  (§§  2  et  3)  avaient  déjà  été  obtenus  par 
Cliasles  (')  et  par  M.  llumbert  (-).  Il  m'a  seuiblé  qu'il 
V  avait  quelque  intéièt  à  les  réunir  en  les  faisant 
dépendie  d'une  mêmi!  méthode. 

Les  tliéorèmes  du  §  5  me  paraissent  nouveaux. 


(  '^'  ) 

2.   Soient  L  une  Icmiiiscale  de  cenlre  O,  Ox  ei  Or 
les  tan"enie.s  à  celte  courbe  eu  son  point  double.  On  sait 
que  l'inverse  de  L  par  rapport  au  point  O  est  nne  hyper- 
bole équilatère  H,  dont  l'équation  est 
xy  =  K. 

On  peut  évideninieut  supposer  K  =  i  ,  pour  un  choix 
convenable  de  la  puissance  d'inversion. 

Soient  ///,  ///  deux  points  infiniment  voisins  de  L,  [x 
et  ijl'  les  points  correspondants  de  H.  On  a,  par  la  con- 
sidération des  triangles  semblables  Onim',  0[J.'[J., 

Om  ,0  m  0  [). 

mm  ^  ixix  -^-^  =  IH^  ^—q-^,  ' 

ou,  en  désignant  par  A-  la  puissance  d'inversion, 

au.' 

mm  =^  A-  „-— ,  1 

O  [JL 

en  négligeant  un  infiniment  petit  du  second  ordre. 
Soient  X,  y  les  coordonnées  du  point  [i.,  x -\- dx, 
y  ^  (iy    celles   du    point   [x' .   On   a 


[jLix'  "  =  dx-  ^-  dy-  =  M  M- 


dx- 


I 


0  ;x    =  x""'    -^  y-    —  x'^-\ :, 


x- 


L'arc  infiniment  petit  de  la  Icmiiiscale  mm'^din  a 
donc  pour  expression 


,.,/ 


I  -i dx  , 

V              X*  .  .,       dx 

dm  =  A2  ^ =  A 2 

L  \f  i-h  x'' 


x'-  -\ ; 

as- 


soient alors  m  et  «deux  poinls  qui  se  déplacent  sur  L, 
di'    manière  à    limiter   un    aie   de   longueur  constante, 
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a  et  V  les  points  coi  respoiidaiit  de  H,  a:  et  ^  leurs  ab- 
scisses respectives.  Ces  abscisses  satisfont  à  l'équation 
ditîérentielle 

dx  dç, 


(I) 


\/i-+-  x'*       /i  -i-  i'* 


C'est  l'équation  d'Euler  dont  j'ai  parlé  au  début  de  cette 
Note. 

Remarquons  que,  l'hyperbole  H  ayant  une  asymptote 
parallèle  à  Oy,  l'abscisse  d'un  point  de  H  correspond 
d'une  façon  univoque  à  la  position  de  ce  point  sur  la 
courbe.  Grâce  à  cette  remarque,  on  peut  appliquer  im- 
médiatement à  l'équation  (i)  la  méthode  géométrique 
bien  connue  d'intégration  de  l'équatioti  d'Euler,  eti  on 
obtient  le  résultat  suivant  : 

Soit  f{jc,  ^)  =  o  une  intégrale  de  l'équation  (i). 
Cette  relation  exprime  que  la  droite  joignant  les 
points  a  et  V,  d'abscisses  x  et  \^  enveloppe  une  co- 
nique C  rencontrant  H  aux  points  dont  les  abscisses 
sont  racines  de  l'équation 


En  ces  points,  les  tangentes  à  H  sont  isotropes.  On  a, 
en  elFet, 

f<r  ^ L, 

dx  x'^ 

et,  par  suite,  lécpiation 

j  -+-  a;*  =  (» 


entraîne 


\dx) 


La  conique  C  rencontre  donc  H  aux  (jualre  points  où 
la  tangenle  est  isotrope.  Le  point />,  [)ùh;  de  la  corde  ;j.v, 
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par  lapporl  à  H,  décrit  une  conique  polaire  réciproque 
(le  C  par  rapport  à  H;  cette  conique  a  les  mêmes  tan- 
gentes isotropes  que  H  et  lui  est  par  conséquent  liomo- 
Ibcale. 

On  parvient  donc  à  ce  théorème,  dû  à  Chasles  : 

Si  les  points  ni  et  n  se  déplace/it  sur  la  lemniscate  L, 
en  limitant  un  arc  de  longueur  constante,  les  tan- 
gentes à  H  aux  points  a  et  v,  qui  correspondent  res- 
pectivement à  m  et  à  n,  se  coupent  sur  une  certaine 
conique  Jixe,  homofocale  à  H. 

3.   De  là  résultent  diverses  conséquences  : 

Soient  m/z,  m' n'  deux  arcs  égaux  de  la  lemniscate  T., 
et  soient  [jl,  v,  \x' ^  v'  les  points  de  H  qui  correspondent 
I  espectivement  aux  points  /?/,  n,  ni' ^  n' .  Les  pôles,  par 
rapport  à  H,  des  cordes  piv,  y.'v'  se  trouvent,  d'après  ce 
qui  précède,  sur  une  même  conique  homofocale  à  H.  Il 
en  résulte,  en  vertu  d'un  théorème  de  Chasles,  que  les 
tangentes  à  H  aux  points  [j.,  v,  jV,  v'  touchent  un  même 
cercle.  Par  suite,  les  inverses  de  ces  tangentes,  c'est- 
à-dire  les  quatre  cercles  passant  en  O  et  touchant  la 
lemniscate  aux  points  m^  «,  m',  n' ,  loucheionl  aussi  un 
même  cercle.  Ainsi: 

iSl  deux  arcs  de  la  lemniscate  sont  égaux,  les  (/ualre 
cercles  (j ai  passent  par  le  centre  et  qui  touchent  res- 
pectivement la  courbe  aux  extrémités  de  ces  deux  arcs 
sont  tangents  à  un  même  cercle  (  '  ). 

Pour  obtenir  un  nouvel  énoncé  remarquons  (pie,  sans 
modifier  aucun  des  résultats  précédents,  on  peut  évideni- 


(  '  )     lll'MIÎI'iKT.    loC.  cil. 
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meut  supposer  que  les  courbes  L  et  H  oui  les  mêmes  som- 
mets. Dans  ces  conditions,  L  est  non  seulement  une 
inverse,  mais  encore  la  podaire  de  H  par  rapport  au 
centre  O.  Si  le  point  m,  qui  correspond  par  inversion  au 
point  ij.  de  H,  est  en  même  temps  la  projection  du  point  O 
sur  la  taui^ente  à  H  au  point  a,,  les  deux  points  p.  et  p, 
sont  symétriques  par  rapport  à  l'un  des  axes  de  H. 

Ces  propositions  sont  bien  connues,  et  je  ne  m'arrêterai 
pas  à  leur  démonstration,  d'ailleurs  des  j)lus  simples. 

D'après  cela,  si  un  arc  mn  de  la  lemniscate  varie  en 
conservant  une  longueur  constante,  il  y  aura  la  même 
relation  entre  les  points  u.)  et  v,  de  H,  tels  que  les  pro- 
jections du  centre  O  sur  les  tangentes  en  ces  points  soient 
les  points  m  et  «,  qu'entre  les  points  pi.  et  v,  dont  il  a 
été  question  tout  à  l'heure  :  les  tangentes  en  [jl,  et  V)  se 
couperont  sur  une  conique  liomofocale  à  P.  Rappelons 
encore  que  les  fojers  de  H  sont  les  symétriques  du 
centre  O  par  rapport  aux  foyers  de  la  lemniscate  ('). 
On  a  donc  le  ihéoiènie  suivant  : 

Si  deux  points  m  et  n  se  déplacent  sur  une  lem- 
niscate de  centre  O  en  limitant  un  arc  de  longueur 
constante,  le  point  t,  commun  aux  perpendiculaires 
élevées  aux  points  m  et  n  aux  droites  Om  et  O/i,  res- 
pectivement, décrit  une  conic/ue  ayant  pour  fojers  les 
symétri(/ues  du  point  O  />ar  rapport  aux  foyers  de  la 
lemniscate. 

On  peut  dire  encore  (jue  le  centre  du  cercle  qui  passe 
par  les  points  O,  m,  n  se  déplace  sur  une  conique  ayant 
les  mêmes  foyers  que  la  lemniscate.  Ce  lliéorème  avait 


(')  Les  asymptotes  isotropes  de  la  lemniscate  sont  inflexionnelles, 
et  celle  courbe  n'a  pour  celle  raison  que  quatre  foyers  qui  sont  eu 
inènie  temps  loyers  ordinaires  cl  loyers  singuliers. 
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encore  été  énoncé,  sous  une  forme  un  peu  différente,  par 
M.  Humbert  ('). 

-4.  J'arrive  à  la  démonstration  géométrique  du  lliéo- 
rème  énoncé  à  la  fin  du  n°  2.  J'établirai  d'abord  le  théo- 
rème suivaut  : 

Soient  C  et  G  deux  coniques  lioniofocales  (fig.  i)- 

Fig.   I. 


4^ 


D'un  point  p  de  la  conique  C  on  mène  à  C  des  tan- 
gentes dont  les  points  de  contact  sont  u.  et  v.  Si  le 
point  p  se  déplace  infiniinent  peu  sur  C,  on  a,  entre 
les  déplacements  infiniment  petits  du.  et  dv  des  points  |j. 
et  V  sur  la  conique  C  la  relation  sui\>ante  : 


i'i) 


dix 


O  jj.'  et  O  v'  étant  les  demi-longueurs  des  diamètres  con- 
jugués respectivement  aux  diamètres  0\j.  et  Ov  dans 
la  conique  C. 

Imaginons  en  effet  que  le  point  p  se  déplace  sur  C. 
[/.v  enveloppe  alors  une  conique  C",  polaire  réciproque 
de  (J  par  rapport  à  C.  I.e  point  de  contact  i  de  av  avec  C" 


(  '  J    /.or.  cil ..    [).    'JI-. 
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est  le  pôle,  par  rappoit  à  C,  de  la  tangente  pt  à  C  et, 
par  conséquent,  le  conjugué  harmonique  par  rapport 
à  ;j.v  du  point  f,  où  cette  droite  est  rencontrée  par  la  tan- 
gente pt.  Or,  pt  est,  comme  l'on  sait,  l'une  des  bissec- 
trices de  l'angle  \J-py  '•  pi  esl  donc  l'autre  bissectrice  du 
même  angle. 

Soient  [i-i  et  V|  les  positions  occupées  pailes  points  'x 
et  V,  par  suite  du  déplacement  infinitésimal  du  point  p. 
On  a 

les  droites  uv  et  |j.,V|  se  coupent  au  point/  dont  je  viens 
d'indiquer  la  détermination. 

Comparons  les  aires  des  deux  triangles  infiniment 
petits  i[J.'J.\,  l'vv,.  Les  hauteurs  issues  du  point  i  sont 
égales.  On  a  donc 

aire  i;x]j.\         'j.'j.\        dix 


aire  t'vvi  v/j  (h 

L,e    même  rapport    est    encore   égal   a  -A — r^— >    c  est- 
à-dire^  à  un  infiniment  petit  près,  à  —;•  On  a  donc 


d[X 

d~>  " 

i'x 

=  ^'- 

tv 

pv 

Or  le  rapport  ^—^  est  égal  a  7^77'  en  vertu  d  une  pro- 
priété classique  des  coniques  (évidenlesur  l'ellipse,  con- 
sidérée comme  projection  du  cercle). 

Le  théorème  énoncé  est  donc  établi. 

Supposons  maintenant  (jue  la  coni(|ue  C  soit  uiu; 
liypcibole  écpiilalèrc.  Dans  une  telle  courbe,  deux  dia- 
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mètres  conjugués  quelconques  ont  même  longueur.  On 
peut  donc  écrire,  en  ce  cas, 

d\x  di 

Si  m  et  n  sont  les  points  de  la  lemniscate  inverse  de 
riijperbole  équilatère  par  rapport  à  son  centre,  on  a, 
comme  on  l'a  vu  au  début  du  n°  2, 


dm  = 

dix 
0;JL 

dn  = 

Par  suite 

(3) 

dm 

=  dn. 

Cette  égalité  permet  d'énoncer  la  réciproque  du  théo- 
rème démontré  analvliquement  au  n"  2. 

Il  faut  remarquer  toutefois  que  la  relation  (3)  n'est 
vi-aie  qu'en  valeur  absolue  pour  les  différents  cas  qui 
peuvent  se  présenter.  Le  lecteur  fera  aisément  la  discus- 
sion nécessaire,  et  je  me  contenterai  d'en  énoncer  le 
résultat  final  : 

Si  le  point,  p  décrit  une  conique  G  honio focale  à  H, 
les  points  m  et  n  décii\>ent  sur  la  lemniscate  des  arcs 
de  même  longueur ,  mais  l'arc  rnn  n'est  de  longueur 
constante  que  si  la  conique  C  est  une  hyperbole.  Si  la 
conique  C  est  une  ellipse,  le  milieu  de  Varc  nin  occupe 
une  position  fixe. 

5.  Jusqu'ici  j'ai  considéré  la  lemniscate  comme  inverse 
ou  comme  podaire  d'une  hyperbole  équilatère.  Je  me 
servirai  dans  ce  qui  suit  d'un  autre  mode  de  génération, 
qui   conduit,    pour   l'addition   cl  la  division  des  arcs,  à 
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des  constiiictions  plus   avantageuses  que   celles  qu'on 
tire  des  théorèmes  précédents. 

Soient  donnés  un  cercle  C  de  centre  w  {^ftg-  2),  O  un 


Fi£ 


point  de  ce  cercle;  pp.  étant  un  diamètre  variable,  on 
détermine  sur  la  droite  O  ;ji.  un  point  m  tel  que 


pin 


=  O  OJ  \fî. 


Le  lieu  du  point  m  est  une  lemniscnle  de  centre  O. 
Posons,  en  cfTet, 


CoO  [X  =  'f ,  0/7Î   =  p, 


On  a 


?  =/" 


Op   =  ^.  —  4  ?iii-' 


■2  COS'iO, 


ce  qui  est  bien  l'équation  en  coordonnées  polaires  de  la 
lemniscate. 

Si  Ton  appelle  q  le  milieu  de />/?/,  le  quadrilatère  Ocopr/ 
a  ses  côtés  de  longueurs  invariables.  On  retrouve  ainsi 
un  mode  connu  de  description  de  la  lemniscate  au  moyen 
(l'un  quadrilatère  articulé  (Cayley). 

L'arc  infiniment  petit  de  la  lemniscate  est  donné  par 


et  SI  I  on  pose 


r/5-  =  d:j--\-  p-  cl'S- 


laiiii':-  =  /, 


(   '^9  ) 
a  ou  COS9, 'i  =  —5   OS'  —  — -— 7 

'  I  -f-  /-  1  -r-  (- 

9-dt'- 

ds^  = • 

1  —  t* 

Les  paramèlres  t  et  u  qui  correspondent  aux  extré- 
mités d'un  aie  mn  de  longueur  constante  satisferont 
donc  à  l'équation  d'Euler 

dt  du 


y/l  —  f*         \/\ — u'* 

Or,  le  paramètre  t  correspond  d'une  façon  univoque 
à  la  position  du  point  [x  sur  le  cercle  C.  Soit  v  le  point 
qui  correspond  au  point  il. 

En  raisonnant  comme  au  n"  2,  on  voit  que  la  droite  [xv 
enveloppe  une  conique  G'  rencontrant  G  aux  points  dont 
les  paramètres  ont  les  valeurs 


racines  de  Téquation 

i  —  t*=  o. 

On  reconnaît  iuiuiédiatement  que  C'est,  un  cercle  qui 
re/icuntre  G  aux  points  a  et  h,  extrémités  du  diamètre 
perpendiculaire  à  Oo). 

La  réciproque  de  ce  théorème  devra  s'énoncer  ainsi  : 

y^ux  points  [x  et  v  du  cercle  correspondent  respec- 
tivement deux  points  m  et  m'  et  deux  points  n  et  n!  de 
la  Icmniscate;  si  une  corde  av  du  cercle  varie  en  enve- 
loppant un  cercle  qui  passe  aux  points  a  et  h,  les 
quatre  points  /«,  m',  /z,  n'  décrivent  des  arcs  égaux  en 
valeur  absolue.  Deux  des  arcs  mn^  mn',  m'n.,  m'n' 
sont  de  longueurs  constantes.  Les  deux  autres  ont 
leurs  milieux  fixes. 


(    ^^o   ) 

Ce  théorème  pt;rniet  de  résoudre  aisément  les  pro- 
blèmes relatifs  au  transport  et  à  l'addition  des  arcs.  Il 
fournit  aussi  une  construction  simple  du  point  milieu 
d'un  arc  donné  de  la  lemniscate. 

Soient /«/?  l'arc  donné,  m'  et  ji'  les  points  diamétrale- 
ment opposés  à  ni  et  «,  [j.  et  v  les  points  correspondant 
à  ces  points  sur  le  cercle.  Il  existe  deux  cercles  C  et  C" 
tangents  à  av  et  passant  par  les  points  a  et  b. 

Soient  )^,,).2,  )v3,  A4  les  quatre  points  de  contact  avec 
C  des  tangentes  communes  (réelles)  à  C  et  C  d'une 
part,  C  et  C"  de  l'autre.  A  ces  points  correspondent  sur 
la  lemniscate  huit  points  /, ,  /, ,  ..  .,  /.,,  /^.  Ce  sont  les 
points  milieux  des  huit  aies  de  la  lemniscate  ayant 
pour  cordes  mn,  mn' ,  m'n^  m' n'. 

Ce  résultat  est  évident,  après  les  développements 
qui  précèdent. 

6.  On  pourrait  ajouter  quelques  propositions  qui 
découlent  de  l'application  du  théorème  de  Poncelet  aux 
cercles  G  et  C.  Je  me  contenterai  d'indiquer  un  cas  par- 
ticulier du  théorème  démontré  au  début  du  u"  5  : 

Si  le  cercle  C  a  son  centre  en  O,  le  plus  petit  des 
arcs  nin  correspondant  à  la  corde  !j.v  est  égal  au 
quart  du  périmètre  de  la  lemniscate. 

On  peut  encore,  par  une  construction  un  peu  plus 
compliquée,  déterminer  le  cercle  C  de  manière  que 
l'arc  mn  soit  égal  au  tiers  du  périmètre  de  la  lemnis- 
cate. 

Je  rappellerai,  en  terminant,  le  beau  théorème 
qu'Abel  a  obtenu  en  appliquant  les  méthodes  employées 
par  Gauss  pour  résoudre  l'équation  hinonuî  à  la  division 
des  périodes  des  fonctions  elliptiques  : 

Le   périmètre    de    la    lemniscate    est    dis'isible    en 
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n   parties  égales,   par    la   règle  et   le   compas,  pour 
les  valeurs   de    n   qui   rendent   possible   le  problème 
analogue  relatif  au  cercle  (n  =  2^ q q' cf .  .  .^  q,  q\  q" 
élant  des  nombres  premiers  de  la  forme  2""+  i). 


[M'8g] 
SIK  CERTAINES  E\TE\SIOXS  DU  THÉORÈME  DE  PORCELET; 

Par  m.  Ernest  DUPORCQ. 


I 


1.  On  sait  qne,  comme  l'a  remarqué  M.  Darboux, 
deux  polygones  complets  de  m  côtés,  circonscrits  à  une 
même  conique  C,  ont  leurs  /;/(///  —  i)  sommets  sur  une 
même  courbe  Y  d'ordre  {m  —  i).  Il  existe  alors  une  in- 
finité de  polygones  complets  de  m  côtés,  circonscrits  à  G 
et  ayant  leurs  sommets  sur  F. 

La  conique    G   étant   mise    sous    forme   unicursale, 

soient 

fi{t)  =  o         et        Mt)  =  o 

les  deux  équations  de  degré  m  dont  les  racines  corres- 
pondent aux  côtés  des  deux  premiers  polygones  consi- 
dérés :  on  sait  que  les  côtés  d'un  quelconque  des  poly- 
gones circonscrits  à  G  et  inscrits  à  F  correspondront  à 
une  équation  de  la  forme 

On  a  donc  ainsi  une  représentation  d'une  involution 
du  m"""'  ordre  et  de  première  espèce. 

2.  Gonsidérons     maintenant   ti-ois    polygones    com- 
plets P,,  P;.,  P:,,  circonscrits  à  C  et  dont  les  côtés  sont 

Alla,  de  Mathéniat.,  4'  série,  l.  TI.  (  \vril  1902.)  H 


(  '«2  ) 

définis  par  les  Irois  équations  de  degré  m  : 

fi{t)  =  0,  /2(0  =  0,  f,(t)   =  0, 

et  soient  FjjFo,  T^  les  trois  courbes  d'ordre  (ni  —  i) 
circonscrites  respectivement  aux  polygones  Po  et  P3, 
P3  et  P|,  P|  et  P2.  Il  est  facile  de  voir  que  ces  courbes 

(m  —  \)(  7)1  —  ■2) 
ont  en  commun points. 

Cette  propriété  résulte  de  ce  que  les  deux  tangentes 
à  C  issues  d'un  point  de  F,  correspondent  à  deux  racines 
d'une  équation  de  la  forme 

de  même,  deux  tangentes  à  C  issues  d'un  point  de  F2 
sont  racines  d'une  équation  de  la  forme 

Si,  pour  des  valeurs  finies  de  }.;}  et  jj.3  les  éc[ua- 
lions  (1)  et  (2)  ont  deux  racines  communes,  les  tan- 
gentes correspondantes  menées  à  C  se  couperont  en  un 

-,      (m  —  I )  ( /«  —  2 )       .  ,  T-,  ,    ,-,  , 

des — points  conim.uns  a  1  )  et  a  1  o,  en  de- 

,           -,       mlin  —  I  )  1  1  ^ 

hors  des  — ^ —  sommets  du  polygone  i\,  et  récipro- 
quement. Mais,  en  multipliant  respectivement  (i)  et  (2) 
par  p.3  et  7^3,  et  retranchant  membre  à  membre,  on  ob- 
tient une  équation  de  la  forme 

(3)  V,/,  +  V2/2=0, 

à  laquelle  satisferont  aussi  les  deux  racines  communes 
à  (i)  et  à  (2)  :  par  suite,  les  points  obtenus  seront  aussi 
sur  F.  Ainsi  donc  : 

Les  trois  courbes  d'ordre  (ni  —  i)  aux//nelles 
sont   inscrits   deux  à  deux  trois  polj  goncs  complets 
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fJc   ni   cafés,    circonscrits   à   une   même   conique,    ont 

(m  —  \){m  —  2)         .   ^ 

points  communs. 

■1  ' 

3.  On  peut  encoi-e  se  rendre  compte  de  ce  résultat  au 
moyen  de  la  métliode  suivante. 

Gonsidéi'ons  la  courbe  unicursale  U  définie  par  les 
équations 


(i) 


Mt)     Mt)     Mt) 


A  toute  valeur  de  f,  il  correspond  à  la  fois  un  point 
de  U  et  une  tangente  à  C.  Une  droite  quelconque  A 
coupe  U  en  m  points,  auxquels  correspondent  m  tan- 
gentes à  C  :  soit  Pie  polygone  complet  qu'elles  déter- 
minent. Nous  définissons  ainsi  une  transformation  qui 
fait  correspondre  à  toute  droite  A  les  sommets  d'un  po- 
lygone complet  de  m  côtés,  circonscrit  à  C  :  c'est  bien 
évidemment  une  transformation  de  contact.  Si  A  a  une 
enveloppe  quelconque,  les  sommets  de  P  décriront  la 
courbe  correspondant  à  cette  enveloppe. 

Supposons  que  A  passe  par  le  sommet 

«i(r  =  0,^  =  0) 

du  triangle  de  référence  rt,r<o<7:i. 

A  la  droite 

X'^y  -+-  X3C  =  o  . 

correspond  l'équation  (1),  de  sorte  qu'au  point  «,  cor- 
respond la  courbe  F, .  Les  courbes  Fo  et  F;,  correspondent 
de  même    aux   points   «o   et  a,{.    Or,   la  courbe  U  ad- 

met  ^^ points  doubles  :  pour  toute  droite  A 

passant  par  l'un  de  ces  points  doubles,  le  polygone  P 
correspondant  à  deux  côtés  fixes,  qui  sont  définis  par 
les  deux  valeurs  que  piend  t  pour  ce  point  double,  et  il 


(  '(34  ) 

est  bien  visible  que  le  point  commun  à  ces  deux  côtés 
sera  à  la  fois  sur  F,,  Fo  et  F3.  On   retrouve  bien  ainsi 

,       (m— i)(m  — 2)        .         f. 
les  -^ — points  iixes. 

4.  Tout  polygone   P  correspondant  à  une  droite  A, 

d'équation 

it  X  -^  vy  -h  »'z  =  o, 

est  défini  par  l'équation 

"/l-^  ^'/■2-+-  <»'/3=  O, 

dont  les  racines  fournissent  les  valeurs  que  prend  le 
paramètre  t  pour  les  jfi  côtés  de  ce  polygone. 

Deux  de  ces  polygones  P  et  P',  correspondant  à 
deux  droites  A  et  A',  sont  inscrits  à  une  courbe  F, 
d'ordre  {771  —  i),  qui  peut  être  considérée  comme  la 
transformée  du  point  a,  commun  aux  droites  A  et  A'. 

Cette  courbe  passe  évidemment  aussi  par  les 

(m  —  1  )  (  m  —  2  ) 


points  fixes. 

Deux  courbes  F  et  F'  se  couperont,  en  outre  de  ces 

r-                 m(m  —  I  )       •    ,  •  .1 

point  fixes,  en — ^ ^points  qui  seront  les  sommets 

d'un  polygone  P,  celui  qui  correspond  à  la  droite  aa' . 

Remarquons  enfin  que  par  deux  points  arbitraires  du 
plan  il  passe  généralement  une  seule  courbe  F  :  en 
eflet,  de  tout  point  du  plan  on  peut  mener  à  C  deux  tan- 
gentes, qui  correspondent  à  deux  points  de  U,  et  ceux-ci 
déterminent  une  droite  A  :  à  deux  points  m  et  m'  cor- 
respond(!nt  ainsi  deux  droites  A  et  A'  se  coupant  en  un 
point  rt,  et  la  courbe  F  correspondant  à  ce  point  passe 
par  771  et  17 l  . 

Les  courbes  F  forment  donc   un   réseau   linéaire,  et 
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leur  équation  générale  esL  de  la  forme 
(  5  )  r  =  X ,  r,  -i-  À,  1%  H-  ^3  Fs  =  o, 

puisque  Fi,  Fo,  Fg  sont  trois  courbes  F. 

Les  trois  paramètres  X  sont  d'ailleurs  visiblement 
proportionnels  aux  coordonnées  homogènes  du  point  a 
par  rapport  au  iiiangle  aia^fi^  :  ils  définissent  eux- 
mêmes  un  certain  système  de  coordonnées  homogènes 
par  rapport  à  ce  triangle. 

5.  Si  le  point  a  décrit  une  courbe  dont  l'équation 
tangenlielle  est  dans  le  système 

la  courbe  F  aura  une  enveloppe  d'équation 

(6)  o(r,,i%,r3)  =  o, 

(|ui  sera  circonscrite  à  une  infinité  de  polygones  P. 
Réciproquen)ent  : 

TouLe  courbe  de  la  forme 

o  étant  homogène,  est  circonscrite  à  une  infinité  de 
polygones  complets  de  m  côtés  circonscrits  à  G. 

Il  est  bien  évident  que  les  points  fixes,  communs 
à  F,,  Fo,  F3,  seront  des  points  multiples  d'ordre  j)  de 
cette  courbe,  si  o  est  de  degré  p.  Enfin  toute  tangente 
à  G  sera  alors  un  côté  de  p  polygones  P  inscrits  dans  la 
courbe  obtenue. 

6.  Gonsidérons  le  cas  particulier  où  U  est  une  cu- 
bique, et  où  a  décrit  une  conique. 

Les  polygones  P  sont  alors  des  triangles   circonscrits 
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à  C,  les  courbes  F  des  coniques  passant  par  un  point 
fixe,  et  la  courbe  (6)  devient  une  quartique  à  un  nœud. 
Il  est  facile  de  voir  que  C  touche  six  bitangentes  à  cette 
quartique,  celles-ci  correspondant  aux  six  points  com- 
muns à  la  cubique  U  et  à  la  conicjue  décrite  par  a.  11 
est  assez  facile  de  déduire  de  là  que  : 


H  existe  toujours  deux  quavtiques  ayant  un  point 
ouble  donné  t 
même  conique. 


double  donné  et  bitangentes  à  six  droites  touchant  une 


7.  On  peut  obtenir  des  résultats  analogues  dans 
l'espace  pour  des  polyèdres  complets  ayant  leurs  sommets 
sur  une  cubique  gauche.  Nous  nous  bornerons,  pour 
simplifier,  au  cas  des  tétraèdres. 

Soient  donc  trois  tétraèdres  T, ,  To  et  T3  inscrits  à  une 
cubicjue  gauche  C,  et  soient 

/i=o,       fi=o,       /3=o 

les  trois  équations  en  ^du  quatrième  degré  qui  définissent 
leuis  sommets.  L'équation 

représente  une  double  infinité  de  tétraèdres  inscrits  à  C 
et  dont  les  faces  enveloppent  une  quadrique,  car  par 
toute  corde  de  C  il  passe  seulement,  en  général,  deux  de 
ces  faces.  Celle  quadrique  est  d'ailleurs  évidemment 
inscrite  aux  trois  tétraèdres  T,,  To  et  T3.  On  voit  donc 


Trois  tétraèdres  inscrits  à  une  même  cubique  gauche 
sont  circonscrits  à  une  même  quadrique  Q,  et  il  existe 
alors  une  double  infinité  de  tétraèdres  inscrits  à  la 
cubique  et  circonscrits  à  Q. 
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8.  On  voit  que  les  paramètres  correspondant  aux 
sommets  de  ces  tétraèdres  correspondent  à  ceux  de  quatre 
points  en  ligne  droite  sur  la  quartique  unicui'sale 

Mais  celle-ci  admet  trois  points  doubles.  A  toutes  les 
sécantes  issues  de  l'un  de  ces  points  correspondent  une 
infinité  de  tétraèdres  circonscrits  à  Q  et  ayant  pour  arête 
commune  une  corde  de  la  cubique  :  les  extrémités  de 
celle-ci  correspondent  aux  deux  valeurs  du  paramètre 
qui  fournissent  le  point  double  envisagé.  On  obtient 
ainsi  trois  cordes  de  la  cubique  qui  sont  nécessairement 
des  génératrices  de  Q. 
Réciproquement  : 

Il  existe  une  double  infiiiUé  de  (élraèdres  inscrits  à 
une  cubique  gauche  et  circonscrits  à  une  (juadrique 
admettant  pour  génératrices  trois  cordes  de  cette 
cubique. 

9.  Soit  maintenant  Tr,  un  quatrième  tétraèdre  inscrit 
ù  C  et  correspondant  à  une  équation 

Les  quatre  tétraèdres  considérés  sont,  trois  à  trois,  cii- 
conscrits  à  quatre  quadriques,  Qi ,  Q^,  Qg,  Q,.  Celles-ci 
ont  une  génératrice  commune. 

Pour  le  montrer  simplement,  considérons  la  quartique 
gauche  unicursale  définie  par  les  écjualions 


X        y 


1^  > 


A     h     h     A 

par  rapport  îi  un  tétraèdre  <i,  «^ «;)«,.  Les  t  des  sommets 
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d'un  tétraèdre  inscrit  à  G  et  circonscrit  à  Q,  corres- 
pondent aux  points  d'intersection  de  la  quartique  avec 
un  plan  issu  de  a, .  Or  une  quartique  gauche  a  une  infi- 
nité de  sécantes  triples  :  les  trois  points  de  la  cubique 
qui  correspondront  à  trois  points  en  ligne  droite  sur  la 
quartique  détermineront  un  plan  touchant  à  la  lois  Q,, 
Qiî  Qs  t!tQ^,  puisque  les  trois  points  de  la  quartique  se 
trouvent  bien  dans  un  même  plan  contenant  «,,  ou  «o, 
ou  «3,  ou  enfin  a^.  Trois  points  alignés  sur  la  quartique 
y  forment  d'ailleurs  évidemment  une  involution  de  tioi- 
sième  ordre  et  de  première  espèce,  puisque  la  donnée 
de  l'un  de  ces  points  définit  les  deux  autres.  Or  sur  la 
cubique  gauche  une  telle  involution  est  évidemment 
obtenue  eii  la  coupant  par  des  plans  issus  d'une  droite 
iixe,  et  réciproquement.  Donc,  les  plans  tangents  com- 
muns à  Q, ,  Qo,  Qs  et  Q4  sont  les  plans  issus  d'une  cer- 
taine droite  A,  qui  est  par  suite  une  génératrice  com- 
mune à  ces  quadriques. 
Ainsi  donc  : 

Les  quatre  cjuadiiques  Ç)\^  Qo,  Q3,  Q,,  auxquelles 
sont  circonscrits  trois  par  trois  quatre  tétraèdres 
inscrits  à  une  cubique  gauche,  C,  ont  une  génératrice 
cojnniujie. 

10.  Par  une  correspondance  anliarmoni(|ue  entre  les 
points  d'une  quartique  gauche  unicursale  et  ceux  d'une 
cubique  gauche,  on  associe  donc  à  tout  plan  II  de  l'es- 
pace les  faces  d'un  tétraèdre  T  inscrit  à  la  cubique.  Si  le 
plan  n  pivote  autour  d'un  point  fixe  a,  on  voit  que  T 
reste  circonscrit  à  une  qnadrique  Q,  passant  par  la  droite 
fixe  A. 

A  trois  points  a  de  l'espace  correspondront  trois  qua- 
dricpies   Q  j)assanl    par  A   et   (|ui    seront   inscrites  à  un 
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même  tétraèdre  inscrit  à  la  cubique,  et  correspondant 
au  plan  des  trois  points. 

Si  donc  a  décrit  une  surface,  Q  aura  une  enveloppe  à 
deux  paramètres,  qu'elle  touchera  en  quatre  points  où 
les  plans  tangents  formeront  un  tétraèdre  inscrit  à  la 
cubique.  On  trouve  ainsi  que  : 

Si  '-0  désigne  une  fonction  homogène,  et.  Q,,  Q^,  Q3, 
Q4  les  premiers  membres  des  équations  tajvgeivtielles 
des  (juadriques  Q,,  Qo,  Q3,  Q/,,  V équation 

?(Qi,Q2,Q3,QO  =  o 

représente  une  surface  inscrite  à  une  double  infinité  de 
tétraèdres  inscrits  à  la  cubique  gauche  C. 

Si  o  est  de  degré  /;/,  toute  corde  de  la  cubique  est  une 
arèle  de  m  tétraèdres  circonscrits  à  cette  surface. 


[P4a] 

EXEMPLE  DE  rnA^SFOI{MATIO.\  BIUATIO^XELLE; 

Par  m.  E.  LACOUR. 


Quand  on  commence  l'étude  des  transformations  bi- 
ralionnelles,  il  est  bonde  vérifier  les  propositions  géné- 
rales sur  des  exemples  simples.  La  question  suivante 
pourra  fournir  un  de  ces  exemples. 

Etant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  et 
un  point  I,  à  tout  point  M  du  plan  on  fait  correspondre 
le  point  m  symétrique  du  point  donné  l  par  rapport  à 
la  droite  (fui  joint  les  projections  P  et  Q  du  point  M  sur 
les  axes  Ox  et  Oy. 
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11  s'agit  d'abord  d'obtenir  les  coordonnées  de  chacun 
des  points  M  et  /;/  en  fonction  des  coordonnées  de  l'autre 
point. 

Nous  désignerons  par  «,  h  les  coordonnées  du  point  I, 
par  x^  y  et  X,  Y  les  coordonnées  des  points  Jii  et  M. 

1.  Formules  de  transformation.  —  On  trouve  de 
suite  les  deux  relations 

X  ^  a 


X 

y  — 1> 

X 


y 

+- 

b 

Y 

X 

— 

a 

qui  sont  du  premier  degré  par  rapport  à  ^  et  j  d'une 
part,  a  ^  et  y  d'autre  part;  on  en  tire  les  formules 
cliercbées 


(2) 


<3) 


2(^7  —  a) 
_  x--^  y-  —  a-  —  b"- 

■^iy-b)       ' 

■>.\{W  —  b\  —  a\) 

-''= xmTy^ ^ 

2X(XY  — 6X  — gV) 
X^  +  Y'- 


y-b  = 


Comme  on  pouvait  le  prévoir  géométriquement,  non 
seulement  x  ely  s'expriment  rationnellement  en  X  et  Y, 
mais  encore  X  et  Y  sont  rationnels  en  x  cl  y  :  la  trans- 
formatio)!  est  birationnelle. 

Pour  étudier  celte  transformation,  il  nous  sera  com- 
mode de  dire  que  le  point  (x,y)  se  déplace  dans  un 
plan  xOy  et  le  point  (X,Y)  dans  un  plan  XOY,  en 
supposant  que  les  plans  ont  été  superposés  de  façon 
que  OX  et  OY  coïncident  respectivement  avec  Ox 
et  Oy. 
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A  une  droite 

UX  -+-  VY  +  W  =  o 

décrite  par  le  point  INI  dans  le  plan  XOY  correspond 
dans  le  plan  xOy  la  courbe 

S  {^-'+'  7--  a^-  l^')[^(j  -  b)  -\-\(x  -  a)] 

(  -h'i.wÇx  —  (f-){y  —  b)  =  o. 

De  même,  à  une  droite 

uix  —  a)  +  v{y  —  0  )  -\-  iv  =  o, 

décrite  par  le  point  in  dans  le  pian  xOy,  correspond 
dans  le  plan  XOY  la  courbe 

(F)     (XY  — 6X  — flY)(«Y4-('X)-h  i(v(X2+Y2)  =  o. 

Les  courbes  (y)  et  (T)  sont  d'un  même  degré  (cette 
coïncidence  se  produit  dans  toute  transformation  bira- 
lionnelle).  C'est  ce  degré  qui  sert  à  définir  l'ordre  de  la 
transformation  5  la  transformation  considérée  ici  est  du 
troisième  ordre. 

2.  Poinf s  fondamentaux.  —  Les  courbes  (y)  corres- 
pondant aux  droites  du  plan  XOY  forment  un  réseau; 
toutes  les  courbes  de  ce  réseau  ont  en  commun  un 
point  double  et  quatre  points  simples;  le  point  double 
a  pour  coordonnées  a  ci  b;  les  points  sinqiles  sont 
définis  par 


a, 

X  =  —  a, 

{  x--i-  j-  =  o, 

b, 

y=     à, 

(             z   =  o. 

(  y  ■- 

De  même  toutes  les  courl)es  (1^)  qui  coricspondeut  aux 
droites  du  plan  xOy  ont  en  commun  un  point  double  et 
(pialie  points  simples  :  le  point  double  est  l'origine,  les 


(  ^7^  ) 
quatre  points  simples  sont  définis  par 


XY  =  o, 

;  XY  — ÔX- 

-  a  ^'  =  o , 

Z     =o, 

ix^-^Y-^ 

=  «1 

en  écartant  la  solution  X  ^  o,  Y=  o  qui  correspond  au 
point  double. 

On  appelle  points  fondamentaux  à\x  ^\di\i  xOy  les 
points  communs  à  toutes  les  courbes  (y),  points  fonda- 
mentaux du  plan  XOY  les  points  communs  à  toutes  les 
courbes  (F). 

Remarquons  que,  si  l'on  assujettit  une  cubique  /i 
admettre  un  point  donné  comme  point  double  et  quatre 
points  donnés  comme  points  simples,  l'équation  de  la 
cubique  est  de  la  forme 

U,  ^  ,  W  désignant  des  paramètres  arbitraires;  déplus, 
deux  de  ces  cubiques  se  coupent  en  un  seul  point  non 
situé  aux  points  donnés  \voir,  pour  le  cas  général, 
Salmojv,  Traité  de  Géométrie  analytique  (courbes 
planes),  traduit  par  Chemin,  p.  439,  44o  et  44']- 

Lignes  fondamentales.  —  Cherchons  si  le  point  M 
tend  vers  une  position  limite  quand  le  point  m  se  rap- 
proche de  l'un  des  points  fondamentaux  du  plan  xOy, 
en  se  déplaçant  sur  une  courbe  déterminée  qui  passe 
par  ce  point.  Considérons  d'abord  le  point  fonda- 
mental (a,  ^)  qui  est  point  double  pour  toutes  les 
courbes  (y)-  Posons 

)'  —  b  ^=  t  (x  —  a) 

dans  les  formules  (r),  elles  deviennent 

■2  X  =  x-^-a-\-(y-^b)t, 
.,  Y  =  3:-\-a-^{y  +  b)t 


I 


(   ^73  ) 
puis  supposons  que,  x  —  n  tendant  vers  zéro,  t   tende 
vers  une  limite  £,.  On  voit  que  X  et  Y  ont  respeelive- 

ment  pour  limites 

Xj  =  <7  -H  bti, 

\  1  =  6  +  -  - . 
't 

La  position  limite  M)  de  M  dépend  de  ?, ,  et  le  lieu  de 
ces  positions  limites,  quand  /,  varie,  est  la  courbe  du 
second  ordre 

(X  —  rt)  (  Y  —  6 )  =  rt/^         o.i         XY  —  b\  —  a  Y  =  o. 

Cette  courbe  se  nomme  la  courhe  fondamentale  corres- 
pondant au  point  fondamental  («,  b). 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que,  si  une  droite  du 
plan  X  Oy  passe  par  le  point  fondamental  [a,  6),  la  cu- 
bique (r)  correspondante  se  décompose  en  deux  lignes 
dont  l'une  est  la  conique  fondamentale  que  nous  venons 
de  définir.  En  eliét,  si 

ii{x  —  a)  -\-  v{j  —  6  )  =  o 

est  la  droite  du  plan  .r  Oy,  la  couibe  (F)  se  réduit 

(XY  —  b\  —  rt  Y)  («  Y  -^  c^X)  =  o. 

On  verrait  de  même  que,  au  point  fondamental  (^/,  —  h) 
correspond  la  ligne  fondamentale 

Y  =  o, 

au  point  fondamental  (/>, — «),  la  ligne  fondamentale 

X  =  o, 

aux  deux  points  fondamentaux  (x- :=  j  -  =  o,  2  =  o) 
les  deux  lignes  fondamentales 

X2+  Y2=o. 
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3.  Il  est  facile  de  voir  que  tous  les  points  (V une  ligna 
fondamentale  située  dans  le  plan  XOl  doivent  faire 
partie  delà  jacobienne  du  réseau  des  courhes  (F),  lieu 
des  points  doubles  de  ces  courbes. 

Montrons-le  pour  la  conique  fondamentale  qui  cor- 
respond au  point  (a,  Z>).  La  cubique  (F),  correspondant 

à  une  droite 

u  {  X  —  a)  -+-  V { y  —  fe )  =  o, 

se  décompose  en  une  conique  et  une  droite  passant 
par  O;   elle  admet   comme  points    doubles  les    points 

communs  à  la  conique  et  à  la  droite*,  or,  quand  —  varie, 

la  conique  reste  fixe,  la  droite  tourne  autour  de  l'ori- 
gine. 

Donc  tous  les  points  de  la  conique  fondamentale 
peuvent  être  considérés  comme  points  doubles  d'une 
cubique  (F),  ou  encore  tous  les  points  de  la  conique 

XY-6X  — aY  =  o 

font  partie  de  la  jacobienne  du  réseau  des  courbes  (F). 
On  pourrait  répéter  un  raisonnement  analogue  pour 
chacune  des  lignes  fondamentales 

X  =  o,         Y  =  o,         \'^-^\'-  =  o. 

Or  la  jacobienne  d'un  réseau  de  cubiques  est  une 
courbe  du  sixième  ordre. 

Pour  le  réseau  des  courbes  (F),  elle  doit  donc  se  ré- 
duire à 

XY (X2 -^  Y'-}  (W  —  b\  —  a\ )  =  o. 

Nous  aurons  plus  tard  une  vérification  de  ce  résultat 
en  faisant  le  calcul  (pii  donne  le  développement  du 
jacobi(;n  pour  le  réseau  des  courbes  (I'). 
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4.  La  transformation  considérée  du  troisième  ordre 
peut  être  remplacée  par  deux  transformations  qua- 
dratiques successives. 

En  elïet,  les  relalions  (i)  entre  les  coordonnées  des 
points  correspondants  m  et  M  peuvent  être  remplacées 
par  les  suivantes  : 


(4) 


(5) 


p( x  -\-  a)  -\-  q  (y  -h  b)  ■+  9^  =  o, 
pi  y  —  b)  —  q(x  —  a)  =o; 


I 


<1  = 


et  l'on  voit  de  suite  que  chacun  des  systèmes  de  rela- 
lions (4)  et  (5)  définit  une  transformation  quadratique. 
Nous  allons  nous  servir  de  cette  propriété  pour  ob- 
tenir simplement  le  jacobien  du  réseau  des  courbes  (T). 
Si    nous    rendons   homogène    le    premier    membre    de 

X        Y 

l'équation  de  (F)  en  remplaçant  X  et  Y  par  y-  et  y-  et  si 

nous  le  multiplions  par  Z''  (ce  qui  a  seulement  pour 
effet  de  multiplier  le  jacobien  par  un  facteur  numé- 
rique et  par  une  puissance  de  Z),  nous  pourrons  écrire 
l'équation  de  (F)  sous  la  forme 

(F)       uF{X,Y,Z)-i-v^l>(X,Y,Z)-i-ivW{X,Y,Z)  =  o,    - 

en  posant 

F(X,  Y,  Z)==  (XY  —b\Z  —  ayZ)\Z, 
*  (X,  Y,  Z  )  =  (\Y  —  /;XZ  —  aj-Z)  \Z, 
W{\,Y,Z)^l[{XZ)^^{\Zy^]: 

enfin  si  nous  faisons  le  changement  de  variables 
/.  --XZ,         ry=:-YZ,  /•  =:  \Y, 
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l'équation  de  (T)  devient 

en  posant 

f(p,  ç^  >')  =  —   '  ^'P  +  f^q  -^  '•)/>, 

o(p,  q,  r)  =—     (ap  -i-  bq  -+-  r)q, 
<^(p,q,r)=       lip-^   -+-  ry2). 

Mais,  d'après  une  propriété  des  jacobieus  qui  est  bien 
connue  et  d'ailleurs  facile  à  vérifier,  on  a 

J  =  A .  D 

en  désignant  par  J  le  jacobien  des  trois  fonctions  F,  $, 
W,   par  A  celui   des  trois  fonctions  /,   cp,    -];  et   par  D 
celui  des  trois  fonctions/?,  q,  /'. 
Or  ici  l'on  trouve  de  suite 

D  =  2XYZ, 

A  =  —  (ap-h  bq  +  r)  (p--h  q-); 

on  a  donc,   en  remplaçant  p.  c/,  /■  par  leurs  valeurs  et 
faisant  ensuite  Z  =  i , 

J  =  — 2XY(X2+ Y2)(XY  — ^»X  — «  Y). 

Ainsi  la  jacobienne  du  réseau  des  courbes  (F)  se 
compose  des  courbes  fondamentales  situées  dans  le 
plan  XOY. 

On  démontre,  en  général,  qu'une  transformation 
birationnelle  établissarjt  une  correspondance  entre  les 
points  de  deux  plans  peut  être  remplacée  par  uiu; 
succession  de  transformations  quadratiques  (Salmon, 
Conrhes  planes,  p.  43o). 

Pour  l'étude  de  ces  transformations  et  celle  d'autres 
transformations  établissant  une  correspondance  bira- 
tionnelle entre  les  points  de  deux  courbes,  on  trouvera 
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des  renseigucmt'nLs  dans  l'Ouvrage  plusieurs  fois  cité  de 
Saliiioii,  dans  les  Leçons  sur  la  Géométrie  de  Clchsch 
(recueillies  pai- Lindeiuaiin,  traduites  par  A.  Benoist,  en 
jiarticulier  t.  II,  p.  192)  et,  plus  tard,  dans  la  Théorie 
des  fonctions  algébriques  et  de  leurs  intégrales,  par 
Appell  et  Goursat  (p.  266  et  suiv.). 


[03k] 
SIR  LES  HÉLICES  CYLIMP.IQIj'ES  MW  LES  AOUMVLES 
PRINCIPALES  RENCONTRENT  INE  OROITE  FIXE; 

Par  m.  Henri  PIGGIOLI,  à  Fisc. 


La  question  que  je  me  propose  de  résoudre  dans  cette 
Note  est  de  clierclier  les  hélices  cjlin<lriques  dont  les 
normales  principales  rencontrent  une  droite  fixe.  Cette 
question  fut  proposée  et  résolue  par  M.  Piroudini  dans 
nn  Travail  [)aru  dans  le  Qiornale  di  Maleniatiche 
en  i885  :  une  autre  résolution  est  due  à  M.  Cesàro  et 
on  peut  la  trouver  dans  l'année  1886  du  même  journal, 
La  solution  qju^  je  vais  donner'  est  une  application  de 
centaines  relations  qui  lient  les  moments  des  directions 
juincipales  d'une  courbe  gauche  par  rapport  à  une 
droite  fixe,  formules  que  je  ne  crois  pas  reinaivpiées 
jusfpi'ici. 

Soient/.»,  q,  r  les  cf)sinus  des  angles  que  la  tangente, 
la  normale  principale,  la  binormale  d'une  courbe  à 
double  courbure  L  font  respeciivement  avec  une  droite 
iixe  /.  On  sait  (pie,  si  p  et  T  désignent  les  rajons  de 
coiiibure  et  de  torsion 

ds         p  '  ds  p         z'  ds         -z 

Anii.  (le  Mdllieinal.,  V  sth-if,  t..  U.  (Avril   i()<v.!.)  l 'î 
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s  désignant   l'arc   tic   L.    On   en    déduit   aisément  que, 
si  M,,  Mo,  M3  désignent  les  nioniei)ts  par  iaj)[)nrt  à  / 
des  directions  principales  de  L,  on  a 


(■^) 


f/M,  _  M. 2 

ds  p 

dy\^  _       M,        M, 

ds  p  t 

dM.,        M, 


ds 


g. 


Ce  sont  les  formules  auxquell("s  je  faisais  allusion 
plus  haut. 

Supposons  maintenant  tpie  les  noimales  principales 
de  L  reneontient  la  droite  /,  c'est-à-dire  que  Mo  est  nul. 
Les  formules  ("2)  deviennent 

/  Ml  =  const., 

M,        M3 

(■5)  p  T 


=  —  q. 


La  première  de  ces  relations  nous  montre  (|ue  :  Tonte 
courbe  dont  les  noiinnles  p/incipa/cs  reneontient  une 
droite  fixe  jonil  de  la  propiiété  (pic  le  moment  de  ses 
tangentes  par  rapport  à  cette  droite  est  constant. 

Soit  h  le  segment  compris  sur  une  normale  principale 
enire  L  et  /;  désignons  respectivement  par  (r/,  «',  a!'), 
(^,  /-»',  //'),  (r,  c',  c")  les  cosinus  dirt;cteurs  de  la  tan- 
gente, de  la  normale  {)rincipale  et  de  la  ]jin(Minalc, 
par  (.r,  j',  z)  les  coordonnées  d'un  point  de  L,  et 
par  (a',  j',  z')  celles  du  point  correspondant  sur  /. 
On  a 

x'^=X-^bll,  y'—y-Jrb'/l,  Z   =^  Z  -\-  b" h. 

En  déiivaiit  par  rapport  à  s,  et  en  tena]it  compte  des 
formules  de  Sei'rel,  analogues  aux   formules  (i),  on  en 


déduit 


cU 

ciy 
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dh  c/i  ah 

ds  z  p 


,        , ,  dh        c  h         n'  Il 
=  a'  -^b —  . 

dz  ds  -.  p 

dz'  ,,       ,  „  dh         c"  h         a"  h 

-—  =  a"+  h"  — 

dz  ds  1  p 


Eu  posant 


(4; 


A2 


,       dx'-  -^  dy'--^  dz-        ds'- 


ds^ 


ds- 


ct  en  remarquant  (|ue 

dx' 

A  ds 


dy' 

A  ds 


dz' 
'Xds 


sont  les  cosinus  diieeteurs  de  la  droite  /,  on  en  tiie 


I 


p  ^=  ctT.  -^  a  Cl.  -+-  a 


(5) 


,  ,,   ,      j„   ,,        I    dh 

^  A    ds 


1  'l 

A  T  ' 


/•=:ca-i-cx-t-ca   = 


Supposons  maintenant  (|ue  la  courbe  Jj  soit  une  hélice 
cvlindrique,  ce  qui  conduit  à  la  relation 


(C.) 


—  ^  tan<T'^         (o  const. 

P 


En  multipliant  par  t  la  seconde  (les  é(]uations  (2), 
dérivant  par  rappoit  à  5,  et  tenant  com|)t(!  des  sys- 
tèmes (i)  et  {'■*.)-,  on  obtient 


■xq  -h  r 


TTs 


et,  en  y  remplaçant  y  et  /•  par  les  valeurs  (5), 

dz 


1  dh 

//  777  ~  T  7/.V  ^  "■ 
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Il  s'eusuit  que 

(7)  fi  =  i/a-z  =  </ap  tango         (aconst.). 

Or,  les  cosinus  directeurs  des  génératrices  du  cylindre 
dont  L  est  une  hélice  sont 

rtcoso  —  csino)         «'cosœ  —  c'sinç,         «"coso  —  c"sino 

et   le  cosinus  de  l'angle  oj  de  ces  génératrices  avec  la 
droite  /  sera  donné  par  la  formule 

cos  w  =  p  COS9  —  /•  sin  'i, 
ou,  en  tenant  compte  de  (5), 

(8)  A  cos co  =  coso. 

Gomme  l'angle  to  est  fixe,  A  est  constant.  La  va- 
leiH"  (4)  de  A  montre  que  :  Les  normales  princijynles 
interceptent  sur  L  et  l  des  arcs  proportionnels.  D'ail- 
leurs, on  a 

h  Y-       fclhV-       h"- 


(9j   .s--=c 


d'où,  par  suite  des  formules  {'])i  qui  permettent  d'ex- 
primer p  et  T  en  fonction  de  A, 

h  dh 


OSWCOSip     I 


v/(cos^cp  —  cos"^a>)A2cos2ç-i-«Acos-tosin'2(p  —  a^cos^to 


JL,n  chaniîcant.v  et /<  respeclivement  en -7 — etl/  —. 

^  *■  sino       y    siri'j.  (p 

nous    obtenons   l'écjuation    intrinsèque    de     la    section 

droite  du  (îjlindn;  sous  la  forme 


/(cos-œ  —  cos^to)  Rcotcp+cos-to\/';t«Rsin?.o  —  aco?-w 
On   pcul    i('mar(|ii('r  (juc  les  noi  tiialcs  principales  des 


(  18.  ) 

courbes  chercliées,  sauf  le  cas  où  elles  soûl  perpendi- 
culaires à  la  direclion  /,  ne  peuvent  jamais  la  couper 
sous  un  ancfle  constant  ditlérent  de  -• 
Supposons  qu(î  l'on  ait 

q  =  const.  diiïérente  de  zéro; 
la  seconde  des  équations  (i)  nous  donne; 


ou,  à  cause  de  (5), 


h  \       h 


d'où 

-  =  /i  (colo  -I-  tango). 

La  troisième  des  formules  (5)  nous  donnant  alors  r 
constant,  de  la  correspondance  (i),  il  s'ensuivrait 

q  =  o, 

contrairement  à  notre  hypothèse. 

Les  cas  exceptés,  c'est-à-dire  ceux  où  les  normales 
sont  perpendiculaires  à  /,  mènent  à  l'hélice  circulaire  :  A, 
on  le  voit  facilement,  est  constant;  la  direction  de  /,  qui, 
en  général,  diflère  de  celles  des  génératrices  du  cylindre, 
coïncide  alors  avec  elle. 


[03k] 

UOIAHQI'E  suit  LA  ^OTE  PRÉCÉDENTE; 

l'AH  I\I.  E.  DUPOKCQ. 


Dans  la  Not(;  i)réccdentc,  M.  Piccioli  ne  met  |)as  eu 
évidence  ce  fait  que,  si  uni;  hélice  tracée  sur  un  ('vlindre 
est  telle  (pie  ses   normales  [)riii('ipales   iciHoiiIreiil  une 
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droite,  il  en  esl  de  même  de  toutes  les  hélices  tracées 
sur  le  même  cylindre. 

Il  suffit,  en  eliet,  de  remarquer  que  les  normales  prin- 
cipales à  riiéliee  sont  normales  au  cylindre  :  leurs  pro- 
jections orthogonales  sur  un  plan  de  section  droite  seront 
donc  les  normales  à  cette  section  :  soit  mm'  une  de  ces 
projections,  normale  en  m  à  la  section  droite,  et  cou- 
pant en  m'  la  projection  de  la  droite  fixe  envisagée.  Il 
est  bien  évident  que,  si  ;//,??/',  est  une  autre  position 
de  mm' ,  l'arc  /?//;/,  et  le  segment  m  \  m\  sont  constamment 
proportionnels,  et  que  cette  condition  est  suffisante  pour 
<jue  les  norjnales  princi])ales  à  une  hélice  quelconque 
tracée  sur  le  c\lindie  coupent  une  droite,  dont  la  pro- 
jection reste  fixe,  quelle  que  soit  l'hélice. 

On  est  donc  ramené  au  problème  suivant  : 

Trouver  les  courbes  planes  telles  que  leurs  nor- 
males découpent  suj'  une  droite  Jixe  des  segments 
proportionnels  aux  arcs  décrits  par  leurs  points  d'in- 
cidence. 

Ce  problème  est  des  plus  sim[des  :  on  peut  employer 
une  méthode  analogue  à  la  précédente  :  si  (x,j  ),  (.x',j''), 
sont  les  coordonnées  de  }7i  et  ///',  (<7,  a')  et  (b,  h')  les 
cosinus  directeurs  de  la  tangente  et  de  la  normale  à  la 
courbe  (/"),  <'niin  //  le  .segment  ////;/,  on  a 

x'  =  X  -^  bh,         y  =^  y  -{-  b'  ti, 
et  1  on  doit  avoir 

dx'  dv' 

— — -  =  const.,  —r-  —  const.. 

as  as 

ou 

~dsî  ~  "'  ds^    "  "' 
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Or,  en  lenaiil  compte  des  lormuJes 


da 

h 

ds 

0 

db 

dï  ~' 

a 

? 

où  0  désigne  le  rayon  de  courbure  de  [m)  en  ///,  on  a 

d'^x'  _    ah    /do         ■).  dh  \    ,        l<-^^    ^    1_  A 
~ds^  "  yds  \o  h    1  '^      \ds^-   '^  ^        p'- 

f/V  _  ah   f  do  _  -1  dh  \        ^^.  Id^  ^  1  _  A\  =-  o 
~d^  ~  7^  \o  h    1  \  ds-         p        pV 

On  en  dédiiil 

do  dh 

•?.  -y-   =  O, 

p  h 

d^h        1  _  A  - 

ds-         p        p- 

De  la  première  équalion  on  lire 
(i)  /' =  A?, 

et,  par  suite,  de  la  seconde 

d'où 

h  dh  sFj-  do        , 


ds  = 


v/p2  /i2  —  (  A  —  a)2        2  \/(  ?2  —  I )  0  +  2  /ap  —  a 

ou,  en  désignant  |)ar  A  et  15  deux  constantes  arbitraires 

A  rfp 


ds 


•^  VBp-T-';>.Ap-^—  A2 
éciualion  inlrins(''(|nc  des  courbes  cherchées. 


(  i84  ) 

La  formule  (i)  luoiilrc  que  le  segment  uun'  compris 
sur  la  normale  entre  la  courbe  et  la  droite  fixe  est 
constamment  proportionnel  à  la  racine  carrée  du 
rayon  de  courbure  en  m.  \\  serait  iuléiessaut  d'avoir 
(le  cette  propriété  une  démonstration  de  Géométrie 
infîuilésimale. 


[M-9] 

Ui\  TIIÉORÈ^IE  GÉNÉRAL  SUR  LES  SIRFACES 

m  \\mm\\m\ 

Par    iM.    L.    DESAINT. 


On  connaît  la  proposition  suivante  : 

Tou'e  section  plane  d'un  paraboloïde  de  résolution 
^  se  projette  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  ce 
paraboloïde  suivant  un  cercle. 

Ce  théorème  admet  une  réciproque  que  j'exposerai 
ainsi  sous  sa  forme  la  plus  générale  : 

Lors(pi  une  surface  de  révolution  indécomposable 
est  coupée  par  un  plan  [différent  d' un  parallèle)  sui- 
vant une  courbe  dont  la  projection  de  la  partie  réelle 
sur  un  plan  perpendiculaire  à  son  axe  est  un  cercle 
[simple  ou  multiftle)^  la  surface  de  révolution,  admet- 
tant cette  section  plane  ne  peut  être  (ju'un  parabo- 
loïde de  révolution. 

i^a  façon  la  plus  simple  de  démontrer  celte  proposi- 
tion (onsiste  à  faire  ré|)ure  de  la  section  plane  d'une 
surface  tic  rt-volulion. 
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Prenons  comme  plan  liorizonlal  un  plan  perpendicu- 
laire à  l'axe  de  la  surface  de  révolution  S  cot.sideree  et 
comme  plan  vertical  un  plan  perpendicnlaue  au  plan 
sécant  qui  devient  le  plan  de  bout  P'aQ. 

Les  figures  ainsi  placées,  remarquons  que  le  llieoreme 


énoncé  sera  vrai  si  la  méridienne  de  front  de  la  surface  S 

est  une  parabole. 

11  nous  reste  à  démontrer  que   cette  mcubenne  est 

bien  une  parabole. 

L'ensen.ble  de  la  surface  de  révolution  et  du  plan 
sécant  for.ne  une  tigure  admettant  connue  plan  de  sy- 
métrie le  plan  de  front  passant  par  Taxe;  par  suite,  e 
centre  de  la  projection  de  l'intersection  se  trouve  sur  la 
droite  F,  trace   borizontale   du  plan  méridien  de  front, 

en  (0. 

Par  hypothèse,  cette  projection  est  un  cercle. 

Pour  obtenir  un  point  de  ce  cercle,  coupons  par  un 
plan  horizontal  H';  nous  obtenons  avec  (ac.bte  un 
point  (a').  Cherchons  la  tangente  en  i  a  la  projection 
horizontale  de   l'intersection;  à   cet   em-t,  construisons 


1  i8(3  ) 
le  plan  tli!S  normales  ;i  la  surface  S  et  au  plan  sécant  P; 
menons  la  normale  //A'  à  la  méridienne  de  fionl  M  au 
point  où  elle  est  rencontrée  par  H'.  La  normale  à  S 
en  //'  est  délinie  par  ses  projections  (/'^', /O);  quant 
à  la  normale  au  plan  P,  elle  est  donnée  en  projection 
verticale  par  la  perpendiculaire  A'K'  à  aP',  et  en  pro- 
jection lioiizontale  par  OF. 

Je  vais  montrer  tout  d'abord  que  le  point  R  situé 
sur  OF  et  sur  la  ligne  de  rappel  de  K'  se  confond 
avec  (0. 

La  tangente  it  au  cercle  de  projection  ayant  pour 
centre  oi  est  perpendiculaire  à  la  piojection  lioiizon- 
tale  des  horizontales  du  plan  des  normales  en  ii'  ;  il  suffit 
donc  de  couper  par  H';  la  projection  horizontale  corres- 
pondante se  confond  avec  iK,  et  par  suite  it  est  per- 
pendiculaire sur  /K;  donc  ito  et  îK  se  confondant,  les 
points  oj  et  K.  se  confondent  de  même. 

Le  point  R'  se  trouve  sur  la  ligne  de  rappel  du  point  oj 
et  JR'  est  égal  à  Ow,  c'est-à-dire  est  de  longueur  con- 
stante. 

Le    triangle    rectangle    lA'co'    a    son   côté    de    l'angle 

droit  IR'=I(o'  constant,  et  son  angle  aigu  liX'R'  con- 
stant aussi  puisque  N'R'est  perpendiculaire  sur  aP'.  Ce 
triangle  est  de  grandeur  invariable  et 

IN' 
est  constant. 

La  sous-normale  à  la  méridienne  de  front  est  con- 
stante, et  par-  suite  cette  méridienne  est  une  parabole. 

Je  reviendrai  sur  l'extension  et  les  transformations 
de  cette  proposition,  qui  s'était  présentée  à  M.  Antomai-i 
sous  des  conditions  dilférentcs  de  celles-ci. 
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EXERCICES  DE  PRÉPARATÎOX  A  L'AGÎIÉGATÎOX. 

FACULTÉ  DES  SCIENCES  DE  LILLE. 


Ma  thé  ma  tiq  ues   spécia  les . 

On  donne  un  hjperboloïde  à  une  nappe  II  et  une  dioite 
fixe  D  qui  le  rencontre  en  deux  points  réels  et  distincts. 

i"  En  désignant  par  A  lune  quelconque  des  génératrices 
d'un  sj'stème  de  H,  à  l'exclusion  de  celles  de  l'autre,  par  E 
une  droite  quelconque  de  l'espace,  par  a  et  p  les  angles  de  E 
avec  A  et  D,  et  par  X  et  \x  ses  plus  courtes  distances  à  ces  deux 
droites,  on  demande  de  démontrer  que,  parmi  les  généra- 
trices A,  il  y  en  a,  en  général,  deux,  et  seulement  deux,  pour 
lesquelles  on  ait  la  relation 

)>  ta  n  g  a  =  \).  t  a  n  g  ^ , 

et  en  outre  qu'il  existe  une  infinité  de  positions  s  de  la 
droite  E,  pour  chacune  desquelles  la  relation  précédente  est 
vérifiée  quelle  que  soit  la  génératrice  A. 

•i"  Démontrer  que  toutes  les  droites  £  rencontrent  une 
même  droite  Dj,  et  qu'il  en  passe  deux  par  chaque  point  de  D]. 
Discussion. 

3"  Sur  chaque  droite  s,  à  partir  de  son  point  de  rencontre  M 
avec  D|,  on  porte  une  longueur  MN  égale  à  la  valeur  corres- 
pondante <le  [j.  tang  p.  Le  point  N  obtenu  ainsi  engendre  une 
courbe  G.  On  demande  la  piojection  de  celte  courbe  G  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  Dj,  ainsi  que  la  méridienne  de  la  sur- 
l'ace  S  engendrée  par  la  rotation  de  G  autour  de  Di. 

4"  Déterminer  toutes  les  droites  D  pour  lesquelles  la  droite 
correspondante  Dj  a  une  direction  donnée. 

1"  On  donne  une  ellipsoïde  V.  et  l'on  demande  de  démontrer 
que,  si  Tun  des  axes  d'un  cône  S  circonscrit  à  E  est  assujetti 
à  rester  dans  un  plan  fixe  P,  le  plan  des  deux  autres  axes  de 
ce  cône  tourne  aulom-  d'une  droite  fixe  D. 

9."  D(''montrcr  {|ue,  si  li;  |ilan  P  tourne  autour  d'une  dioite 
(ixe  F  située  dans  l'un  de<  plan-   ptineipanx  de  I'].  la  droite  D 


(   188  ) 

passe  par  un  point  fixe  M,  et  trouver  le  lieu  de  ce  point 
quand  F  enveloppe  une  conique  dans  le  plan  principal  consi- 
déré. 

3"  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  cônes  S  tels  que  l'un  de 
leurs  axes  rencontre  une  droite  fixe  F  située  dans  l'un  des  plans 
principaux  de  E.  On  discutera  la  surface  obtenue  en  cherchant 
si  elle  admet  des  sections  circulaires  et  en  étudiant  son  inter- 
section avec  un  plan  quelconque  mené  par  la  droite  F. 

Math  éinatiq  lies  clémen  ta  ires . 

On  donne  un  trian^rle  ABC  et  un  point  O.  Par  ce  point,  on 
mène   une   sécante  variable  rencontrant  BG  et  AC  en  a  et  b. 

1°  Lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  Aa  et  Bb  quand 
la  sécante  tourne  autour  du  point  O.  Ce  lieu  est  une  conique  T. 

i"  On  suppose  que  le  point  O  se  déplace  sur  une  droite  A. 
Le  lieu  des  centres  des  coniques  T  est  une  conique  r'.  Pour 
quelles  positions  de  A  cette  conique  T'  se  décompose-t-elle? 
Pour  quelles  positions  est-elle  une  hyperbole  équilatère  ou  un 
cercle  ? 

3°  On  suppose  que  la  droite  A  tourne  autour  d'un  point 
fixe  10.  Etablir  que  les  coniques  T'  correspondant  à  chaque 
position  de  A  passent  par  un  point  fixe  w'.  Démontrer  que  la 
droite  wto'  passe  par  un  point  fixe,  indépendant  de  w. 


SOLUilOXS  DE  OlESTIOi\S  PROPOSÉES. 
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(190'J,  p.  S7?..) 

Les  j)ieds  des  quatre  perpendiculaires  abaissées  du  centre 
d'un  hyperboloïde  équilatère  sur  les  faces  d'un  tétraèdre 
conjugué  sont  situés  dans  un  même  plan. 

(A.  Peij.i-t.) 

SOLUTION 
Par  M.  G.  Pontkné. 

Si  l'on  prend  comme  tétraèdre  de  référence  le  tétraèdre 
conjugue,  riiypcrboloïde  a  pour  équation 

rt  X2  -i-  />  Y 2  4-  c  Z2  H-  dT^  ^  o. 
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Les  aires  des  faces  du  tétraèdre  étant  A,  B,  G,  D,  le  plan  de 
l'infini  a  ponr  équation 

AX  -+-  BY  -+-  GZ  +  DT  --=  o, 

et  les  coordonnées  du  centre  M  de  riiyperboloïde  sont  donnés 
par  les  relations 

nX'  _  6 Y'  _cT__  ^T\ 

~Â~  "  "B"  ~    G    ""    D   * 

Si  l'hyperbole  est  équilatère,  on  a 

«-f-6-l-c-l-^/  —  o, 

par  suite 

A^        B^^£^  D   ^ 

^-^  Y'    '    Z'    '    T '  ""  *'' 

et  cela  exprime,  comme  on  le  voit,  que  les  projections  du 
point  M  sur  les  plans  des  faces  du  tétraèdre  de  référence  sont 
dans  un  même  plan  (on  s'appuie  sur  la  proportionnalité  des 
aires  des  faces  d'un  tétraèdre  aux  sinus  des  trièdres  supplé- 
mentaires de  ceux  du  tétraèdre). 

]\'ote.  —  Voir,  à  propos  de  ces  propriétés,  une  Note  de 
M.  Duporcq  :  Sur  une  extension  à  l'espace  du  théorème  de 
Simson  (S.  M.,  t.  XXIX,  1901,  p.  29). 

1887. 

(UlOO,  p.  r.7.1.) 

Dans  un  tronc  de  cône  de  révolution,  soient  B  le  rayon 
de  la  grande  base,  b  celui  de  la  petite,  et  soit  h  la  hau- 
teur du  tronc.  Un  plan  mené  tangenticllement  à  la  petite 
base,  par  le  centre  de  la  grande,  détache  du  tronc  de  cône 
un  onglet.  Si  l'on  désire  connaître  le  volume  de  cet  onglet, 
ccst-à-dire  la  formule  de  ce  volume  en  fonction  de  B,  b,  h, 
et  quà  cet  effet  on  décompose  l'onglet  en  éléments  par  des 
plans  parallèles  aux  deux  bases  du  tronc  de  cône,  on  se 
trouve  en  présence  d'une  opération  longue  et  pénible. 

On  propose  de  trouver  une  marche  qui,  par  un  très 
léger  calcul,  ramène  tout  à   l'intégration  d'une  dlpren- 

1 
tiellc  unique  et  de  la  forme  (a  -H  bx  -î-  cx'^)'-  dx. 

(G.   UUCIIO.NNKT.; 
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SOLUTION 
Par  .m.  Audibert. 

L'onglet  résulte  de  la  «ection  par  un  plan  oblique  à  Taxe 
d'un  demi-cône  de  lévolulion,  et  le  volume  du  second  frag- 
ment, complément  de  l'onglet,  détaché  par  ce  plan  est  mesuré 
par  le  produit  de  la  surface  de  la  section  oblique  multipliée  par 
le  tiers  de  la  perpendiculaire  abaissée  sur  son  plan  du  sommet 
du  cône. 

La  projection  de  cette  section  oblique  sur  le  plan  de  la  base 
a  pour  équation 
(a)      B{-2b  —  B)1-2-^  b-ix-^-+-  iBb{B  —  h\y  —  V,'^b'^  =  o, 

ellipse  pour  26  >B,  parabole  pour  'xb —  V>,  hyperbole  pour 
26  <B.  Elle  a  un  foyer  à  l'origine;  nous  supposerons  -26  >B. 
L'équation  polaire  de  (a)  s'écrira 

S  =  ?^ 

6  ^  (B  — /^)sine 

La  moitié  de  sa  surface  est  donnée  par  l'intégrale 

S     B^èî  r'-  df) 


f 


2  2      J^     [([> -h(B  — 6)sinOJ2 

B2/>2  [  26  /26  — B\^  B  —  b       1 

^^r-LB(26-B)^'"^^"H~l^i    "B6(26-B)J- 

Soient  Sj  la  surface  de  la  conique  projetante  et  u  l'angle  du 
plan  de  la  base  et  de  la  section;  on  aura 

S,  ^       S      ^ 
•2        2  ces  u 

et  le  volume  du  complén)ent  de  l'onglet  sera 

S        /  S   /  ,  BA 

COSH  =   —   -,  (  =  — -. 

2  COS  U    O  ■>.     J  B  —  O 

Alors,  \  désignant  le  volume  de  rongict.  on  aura 

V  _  /  7^    _  S  / 
2  ~  3  ~  '     2  3 

B-'A       U  26^  /2B  — />\-^         b(\i  —  b) 

arc  I ans 


^"^-^H^        ,B(2A-B.lt  ^^        '^       ^         B,2^-B, 
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On  voit  que  le  problème  se  réduit  au  calcul  de  la  surface 
de  (a),  qui  peut  d'ailleurs  être  obtenue  sans  recourir  aux 
coordonnées  polaires.  On  tire,  en  clfet,  de  cette  équation 

/  y  dx  —      (p  -h  ^q  -r-  rx-  )  dx, 

p,  q.  r  étant  des  constantes  fonctions  de  B,  b  et  h. 

1896. 

(1900,  1).  575.) 

Etant  données  deux  tangentes  rectangulaires  à  l'ellipse 
dont  les  points  de  contact  sont  A  et  B,  du  centre  O  de  l'el- 
lipse on  abaisse  les  perpendiculaires  OS  et  OS'  sur  les  tan- 
gentes en  A  et  en  B,  et  les  perpendiculaires  OQ  et  OQ'  sur 
les  normales  en  A  et  B.  Quelle  que  soit  ht  position  des  tan- 
gentes, on  a 

OS  X  OQ  =  OS'x  OQ'. 

(E.-N.  Barisikn.) 

SOLlTiON 
Par  M.  V.  Retali. 

Soit  P  le  point  commun  aux  tangentes  rectangulaires  (')  et 
M  le  milieu  de  la  corde  AB  :  les  trois  points  O,  M,  P  sont  en 
ligne  droite  et  les  normales  aux  points  A  et  B  vont  se  couper 
sur  la  droite  OP  au  point  sjmétrique  de  P  par  rapport  à  M. 
Les  deux  rectangles  OSAQ,  OS'BQ'  sont  donc  équivalents 
(EucL.,  I,  43). 

Autre  solution  de  M.  Valdès. 

1897. 

(  1^00,    p.    5::i.) 

Si  l'on  considère  toutes  les  hyperboles  équilatères  qui 
passent  par  deux  points  donnés  et  dont  les  asymptotes  ont 
une  direction  fixe  : 

I"  Le  lieu  des  centres  de  ces  hyperboles  est  une  droite  ; 

■>."  Le  lieu  des  sommets  se  compose  d'une  ellipse  et  d'une 
hyperbole  ; 

j"  Le  lieu  des  foyers  se  compose  aussi  d'une  ellipse  et 
d'une  hyperbole  concentriques.  (E.-N.  B.vnisiEN.) 

(  '  )    Le   li:rl,(Mli-  <'Sl   prié  (lo  fiiirc  l;i   (l£;iirc. 
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SOLUTION 
Par  M.  V.  Retali. 

Prenons  pour  axes  les  parallèles  menées  par  les  points 
donnés  A{a,  o),  B(o,b)  et  appelons  C  l'autre  sommet  du 
rectangle  ayant  les  côtés  OA,  OB  :  l'équation  du  faisceau  des 
hyperboles  est 

( I )  a-y  -h  À (  i ar  -!-  af  —  ab  )  =  o, 

et  la  droite  des  centres  est  évidemment  a  y  ^  bx. 
Les  équations  des  axes  étant 

(  2  )  X  -^-  y  -\-\{a-^-  b)  =  O, 

(  3  )  X  — y  -1-  À  (  a  —  ^  )  =  o, 

en  éliminant  \  entre  (i),  (2)  et  (i),  (3),  nous  aurons  les  équa- 
tions du  [ieu  des  sommets  :  on  trouve 

{a  -^  b)xr  —  {x  -^  y)  {bx  -^  a  y  —  ab  )  =  o, 
(a  —  b ) xy  —  (x  —  y)(bx-\-  ay  —  ab  )  =  o, 

deux    coniques    circonscrites    au    rectangle   OACB   et    qui   se 
coupent  entre  elles  à  angle  droit. 

Les  coordonnées  des  foyers  de  (i)  sont  données  par 


X  =  —  al  z^  v^qi  2  ai  À  (  I  -T-  À  ; , 
y  =  —  6  X  zp  y/^F  2a6).(i  -H  X)  : 

l'élimination  de  À  est  immédiate,  cl  l'on  obtient 


(4) 
(5) 


(  b{h  -\-  ia)x- — (>abxy -^  a{a-^'i.b)y- 

\  -h  ■}.ab(a  —  l>)  {y  —  ^ )  =  o, 

^  b{b  —  ia)x--^o.ab  xy  -h  a  {a  —  2  b)y- 

(  — ■i.ab{a  —  b)  {y  —  r)  =  o, 


suivant  que  l'on  prend  les  signes  supérieurs  ou  les  inférieurs; 
(/i)  représente  une  ellipse  passant  par  les  deux  points  0,  C  et 
ayant  les  points  donnés  A,  15  pour  foyers;  (5)  est  une  hyper- 
bole concentrique  passant  par  les  points  O,  G. 
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[T2a] 
SIR   LES   EXPRESSIONS  DES  TENSIONS  EN  FONCTION  DES 
DÉFORMATIONS   DANS   UN  MILIEU   ÉLASTIOIIE  HOMOGÈNE 
ET  ISOTROPE; 

Pau  m.  Paul  APPELL. 


Soit  un  milieu  élaslicjue  homogène  et  isotrope  dont 
les  points  oecujjcnt,  à  l'élat  naturel,  des  positions 
P(a:,  r,  -)•  Si  l'on  déforme  le  milieu  en  lui  faisant  subir 
une  déformation  intiniment  petite,  le  point  P  vient 
occuper  une  position  P((^i,  j-j,  Zf);  il  subit  donc  un 
déplacement  infiniment  petit  dont  les  projections  sont 

Dans  ces  conditions,  les  tensions  intérieures  sont  ca- 
ractérisées en  chacpie  point  par  six  fonctions 

(a)  N„     N,,     N3,     T,,     T,,     T3 

de  X,  y,  z.  Le  problème  fondamental  à  résoudre  est 
d'exprimer  ces  six  fonctions  à  l'aide  des  dérivées  des 
déplacements  (1). 

Nous  nous  proposons  d'indicpier  ici  une  mélliode  géo- 
métrique pour  obtenir  ces  expressions,  métliode  (pii 
consiste  à  clierciier  la  relation  (pii  lie  deux  qua(hi(pies 
particulières  ap[)clées,  l'une  qaadrique  dirccl rice  des 
tensions,  l'autre  surface  des  déformations .  On  pourra 
consulter,  pour  la  définition  de  ces  quadriques ,  le 
Tome  m  de  mou  Traité  de  Mécaniijue  rationnelle; 
on  pourra  également  se  reporter  à  un  article  dt;  M.  Sar- 
rau  inliiulé  :   Notions  sur   lu.  (Itcorie  de  V élasticité, 

Ann.  de  Malkcinal.,  V'  scric,  l.  11.  (Mai   njoi!.)  l3 


(  '94  ) 
publié  dans  ce   Journal   (3<^  série,   t.  VII,  novembre  et 
décembre  1888).  Nous  adopterons  ici  les  notations  de 
ce  dernier  article. 

La  déformation  du  milieu  au  point  P  est  caractérisée 
par  les  six  quantités 


(3) 


du  dv  dw 

,  ôiv        dv  ,         du        div  .  àv        du 

dy        dz  dz         dx  dx        ày 


La  quadrique  directrice  des  tensions  (Q),  en  P,  a  pour 
équation 


^Q) 


)(a;,jK,  -  )  ^  Ni:p2  + N2j-^-+- N332 


par  rapport  à  des  axes  Px,  Py,  V z  issus  de  P. 

La  surface  des  déformations  (S)   au   même  point  a 
pour  équation,  par  rapport  aux  mêmes  axes, 


(S) 


(^  (  37,  JK,  -S  )  ^  «1  a:"- -1-  «2  J'^  +  «3  ^ - 

-+-  ih^yz  -+-  ïb^zx  ^  1 63 xy  =  ±  i , 


Les  quantités  (2)  N  et  T  sont  supposées  être  des 
fonctions  linéaires  et  homogènes,  à  coefficients  con- 
stants, des  a  et  h 


M)    I 


Ni  =  Aitt]  -!-  A2a2+  A3«3-4-  Bjôi  -1-  B262  -f-  B363, 
T,  =  Giai  -t-  G^a*  -I-  C3a3  -)-  Di^i  -f-  D262+  D3Z>3, 


les  coefficients  A,  B,  C,  D,  .  .  .  étant  des  constantes. 
Comme  le  milieu  est  isotrope,  c'est-à-dire  a  la  même 
constitution  dans  toutes  les  directions  autour  de  chaque 
point,  les  relations  (4)  doivent  être  indépendantes  du 
choix  des  axes.  Si,  en  [)renant  de  nouveaux  axes  Px'y'z', 
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on  amène  les  deux  quadriques  à  avoir  pour  équations 

N'i  a7'2  -H  .  .  .  -i-  2  T'ij'  5'  +  .  .  ,  =  ±  I , 

a\cc'^-i-. .  .-h  ib'ij'z'-h.  .  .  =  ±1, 

les  N',  T'  sont  donnés  en  fonction  des  a',  b'  par  les 
mêmes  formules  (4)  avec  les  mêmes  coefficients  A,  B, 
C,  D,  ....  De  là  résultent,  entre  ces  coefficients,  des 
relations  qui  permettent,  comme  il  est  connu,  de  les 
réduire  à  deux.  Nous  allons  faire  celte  réduction  en 
mettant  en  évidence  la  relation  géométrique  qui  lie  les 
deux  quadriques  (Q)  et  (S).  Cette  relation  est  la  sui- 
vante : 

Les  deux  quadriques  ont  les  mêmes  plans  de  sections 
circulaires. 

i"  Tout  d'abord  les  deux  quadriques  ont  les  mêmes 
plans  principaux.  Eu  eflét,  soient  PX,  PY,  PZ  les  axes 
de  la  quadrique  (S)  :  les  déformations  étant  symétriques 
par  rapport  aux  plans  XPZ,  YPX,  ZPY,  il  en  est  de 
même  des  tensions  qui  eu  résultent-,  la  quadrique  (Q) 
a  donc  les  mêmes  plans  pour  plans  de  sjmétrie. 

2"  Pour  voir  que  les  plans  de  sections  circulaires  sont 
les  mêmes,  prenons,  pour  un  instant,  les  droites  PX, 
PY,  PZ  pour  axes  de  coordonnées  :  les  équations  des 
deux  quadriques  deviennent 

'ï>(X,  Y,  Z)  =  n,X2+ «.¥2-+- n3Z2  =  ±  I, 

W(X,Y,  Z)  =  a,  X2-1-a2Yï+a3Z2  =  ±l. 

Les  foi-muIes  (4),  étant  indépeiidanles  du  choix  des 
axes,  s'appli(ju('nt  aux  lornuîs  actuelles  des  écjualions 
où  les  h  sont  nuls.  On  a  donc 

/il  =  Al  ai  -4-  A2a2-i-  AsCt.). 
Mais,  si   l'on   peiniule  PY  et  PZ,  n^  ne  change  pas  et 
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a.i  et  a3  se  permutent   :   donc   lex pression   précédente 
ne  doit  pas  changer  quand  on  permute  a2  et  as,  et  l'on 
a  Ao  =  A3  ;  on  peut  donc  écrire 

/Il  =  Aiai+  A2(a2-f-  as)  =  AoCaj-t-  ao  +  as)  -1-  (Ai—  A2)ai. 

Nous  écrirons 

(5)  «1  =  X(ai-H  «2^- aj)  +  a^Ltaj. 

Nous  aurons  de  même  /Zo,  «3  par  permutation  circu- 
iaire  des  axes  PX,  PY,  PZ,  c'est-à-dire  des  indices  i, 
2,  3.  La  somme  ai  +  a2-i-  ag  est,  d'après  un  tliéorème 
élémentaire  sur  les  fonctions  des  coefficients  d'une 
quadrique  qui  ne  changent  pas  quand  on  fait  un  chan- 
gement d'axes  rectangulaires,  égale  à  <7,  +  rt2  +  «3; 
celte  somme  s'appelle  la  dilatation  cubique  : 

6  =  ai  +  «2-1-  as  =  «1  -t-  «2-^  «3- 

La  formule  (5)  et  les  deux  qu'on  en  déduit  par  per- 
mutation sont  donc 

.'  «1  =  XO  -4-  2[Jiai, 

(6)  i  n2=\^  -h  i\i.:ii-2, 
(  «3  =  X6  -f-  2  iJLas. 

Mais  alors,  en  se  reportant  aux  fonctions  <I>  et  ^F  qui 
forment  les  premiers  membres  des  équations  réduites 
des  deux  quadriques,  on  voit  qu'elles  vérifient  l'identité 

(7)  'I>(X,  Y,  Z)  SH  X  0(X2-i-  \2-4-  Z2)H-  21J1  W(X,  Y,Z), 

(|ui    montre  que   les   deux   quadriques    ont    les   mêmes 
plans  de  sections  circulaires. 

Si  l'on  revient  aux  axes  primitifs  Px,  Pj,  P::,  les 
formes  *(X,  Y,  Z),  iF(X,  Y,  Z)  et  X'-'+Y^-hZ^  se 
transforment  en  (p(x,jK,  z),  ^(x,y,  z)  et  x-  -hjK"  +  -'> 
et  l'identité  (7)  devient 

(8)  ^{x,y,z)  =  X  0(.r2-(-j2_(-  ^2)  .,_  2  iji  'i^{x,y,z). 
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En  remplaçant  les  fonctions  cp  et  'l  par  leuis  expres- 
sions et  identifiant,  on  obtient  les  formules  classiques 

Na-  =  XO  -f-  2  [i. a/,,         T/,  =  2  [x  bi,        (  A-  =  1 ,  2,  3 ). 

Remarque  I.  —  Les  quantités  n^^  n-2-)  JH  sont  les  ra- 
cines de  l'équation  en  S  relative  à  la  quadrique  (Q)  ^ 
les  quanliés  a,,  ao,  as,  les  racines  de  l'équation  en  S 
pour  la  quadrique  (S).  On  conclut  alors  des  rela- 
tions (6)  les  relations  qui  lient  les  coefficients  des  deux 
équations  en  (S),  c'est-à-dire  les  fonctions  des  coef- 
ficients des  deux  cjuadriques  qui  restent  inaltérées  par 
un  changement  d'axes  rectangulaires. 

Remarque  II .  —  En  faisant  intervenir,  à  la  place 
de  (S),  une  autre  quadrique  appelée  ellipsoïde  des  di-~ 
latations,  dont  on  trouvera  la  définition  dans  le  Tome  III 
de  mon  Traité  de  Mécanique,  on  pouirait,  dans  une 
certaine  mesure,  étendre  les  considérations  précédentes 
au  cas  des  déformations  finies.  On  aurait  alors  à  ré- 
soudre un  problème  de  Géométrie  analogue  au  précé- 
dent, avec  cette  différence  que  les  relations  donnant  les 
coellicients  de  l'une  des  quadriques  en  fonctions  de 
ceux  de  l'autre  ne  sont  plus  linéaires. 


[R8c?] 
m\  LA  CHUTE  DES  CORPS  DWS  LE  VIDE  ET  Sl'K  CERTAI\ES 
FONCTIONS  TUANSCE\DANTE;S; 

Par  m.  g.  MALTÉZOS, 

Professeur  à    l't^colc   mililairc,   Alliciies. 


1.   Les  équations  différentielles  de  la  cliute  des  corps 
dans  le  vide,  sans  vit(^sse  initiale,  en  tenant  cotnpledu 
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mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  sont 

d-x  .    ,  dv 

—, —  =  —  2  0)  SI  n  A  -^} 
df'-  dt 


(\\  \   — r4^  =  2to  (  sinX -7 — l-cosX    , 

■  '  ^    dt^  \  dt  dt 

d-^z  .  dy 

en  prenant  pour  axe  des  x  la  méridienne,  dirigée  vers 
le  nord,  pour  axe  des  y  une  perpendiculaire  dans  le 
plan  horizontal,  dirigée  vers  l'est,  et  pour  axe  des  z  la 
verticale  de  l'origine,  dirigée  vers  le  bas.  \  représente 
la  latitude,  et  to  la  rotation. 

En  intégrant  on  obtient  les  équations 


'■  dx  .    . 

—z-  =  —  2  0)  y  sin  À, 
dt 


)jK 

(2)  '   -^  =  20)(a7  sinX -H  ^  cosX  ), 

\   dz  . 

—j-  =^  gt— liày  co?:k. 

La  Ifoisième  s'écrit  à  Taide  de  la  première 

dz  ,  dx 

^  =  gt  -T-  cot  A  -r-> 
çlt        *  dt 

doù 

(3)  ^  =  |^r2-H  a-cotX. 

En  remplaçant  dans  la  deuxième,  ou  obtient 


—z-  =  sroit^  cosX   ,     .    , 
dt        ^  sinX 


et 


(4)  ^  =  3^o);cosX-/lo)27. 

Cette  éf[uation  admet  comme  solution  la  spponde  des 
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équations 

/  sr  sinX  cosX  ,  „  „ 

l  a;  = ; — (i  —  ii£>^V' — cos2coO) 

(^)  \ 

\  ^cosA  , 

f   Y  = -—  (acof  —  51112 ton. 

La  déviation  x,  comme  d'ailleurs  il  est  bien  connu, 
est  très  petite  et  moindre  que  y. 

On  peut  trouver  z  d'une  autre  manière,  par  une 
approximation  plus  que  suffisante.  Nous  avons,  en  effet, 
l'équation 

— -^  =  ff  —  4<A*^  cosX(a7  sinX  +  ^  cosX). 

En  négligeant  le  terme  4  w^-^cosX  sin).  devant  les 
autres,  on  obtient 

(6)  ^-y^—g  —  m^z         ((p2=  4a)2cos2X). 
En  intégrant,  on  trouve  l'équation 

(7)  ^=  |^(i  — cos«pO> 

pour  laquelle  les  deux  premiers  termes  du  second 
membre  (en  t-  et  t'')  sont  les  mêmes  que  ceux  de 
l'équation  (3),  à  laquelle  elle  devient  exactement  iden- 
tique pour  l'équateur. 

Remarque.  —  Si  la  liauteur  de  la  chute  est  assez 
grande,  en  supposant  variabh^  l'intensité  de  l'accéléra- 
tion, on  obtient,  dans  le  cas  où  z  est  assez  petit  devant  R 
(en  désignant  par  R  le  rayon  terrestre  terminé  à  l'ori- 
gine et  g  l'accélération  à  l'origine), 

(  7>  )  S  =  — -    > 

tp-  2 


avec 


'^2=    1^  —  40>2C0S2X. 
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2.   Si  l'on  pose 

Ci  =  COSCi^  =  COS7.  Lio=I.2^ —-—=1.2 r- —  > 

réqualiou  (-)  peut  s'écrire 

2 

T  1        /^  I  —  COSiL  ,      . 

La  courbe  Lo  =  i  .  2 . ,  est  symétrique  par  rap- 
port à  l'axe  des  C,  qu'elle  rencontre  à  la  distance  i  de 
l'origine,  où  elle  passe  par  un  maximum.  Cette  courbe 
possède  une  série  de  minima  et  maxima. 

Les  minima  sont  donnés  par  l'équation 

sin  -^  =  o, 
d'où 

•1;  =  2  »j  -  (  m  =  1 ,   2,   3,   .  .  .  ), 

et  les  maxima  par  l'équation 

tan"  I  =  •!• 
''2         2 

Les  fonctions  C),  C2  peuvent  être  généralisées.  Po- 
sons, en  effet, 

C/.=  i 


(2 A-  —  1)2/1       (2/1  —  1)2/1(2/1 +1)  (2 A- -h  2) 

I  -  C/,-1 


=  (2A  — 3)(2A-  — 2) 


L2 


^ 


Ces  équations  représentent  des  courbes  rencontrant 
l'axe  des  ordonnées  à  la  dislance  i  de  l'origine,  où  elles 
passent  par  un  maximum,  et  elles  sont  symétriques 
autour  de  l'axe  des  C. 

Pour  toute  valeur  réelle  de  'h  (différente  de  zéro),  on  à 

O^C2<G3<...<C/,<l 

(Co  seule  s'annule  aux  minima). 
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Les  fonctions  C  possèdent  la  propriété  de  vérifier  la 
condition 

L'équation  différentielle  de  C^  est 

d-i G/,       4(/'— 1)  ^/G/, 
"d^  ^  l  d^ 

[        (aA  — 3)(2A-  — 2)1  ^        (2A— 3)(2A-  — 2) 


^]-- 


On  peut  lui  donner  la  forme  plus  générale 

d-  u        a   du        /  Q    ,     Y 


(  9  )  "TTT   -^  T    -yr  -t-  U^  ^-  TT  1  "  =  TT  ' 


dont  la  solution  est 

(  I O  )  a  =  Ap  -H  A,  'l-  -(-  A4  'l''  4-  .  .  .  +  A.2m  't'^'"  -^  ■ 

avec 


Y 


P 


A,  =  (-P)2 
A2,«=(-p)" 


I  .  2  -r-  2  a  +  Y 

Ao 


(1.2  +  2a  -I-  y)  (3.4  +  4a  -t- y) 

A„ 


(  1 . 2  -i-  2  a  -1-  Y  )  (  3 . 4  -H  4  a  -t-  Y  ) . . .  [(  '^  '"  ~  0  ^  "*  -*-  '^  '"  ^  +  YJ 


la  série  (lo)  est  rapidement  convergente,  quand  a  et  y 
sont  positifs. 

Cas  particuliers.  — •  D'autres  cas  remarquables  de  u 
sont  les  suivants  : 

a.    l*osons    a  =  [5  =  i ,    y  =  o,     0  =  0;    on    obtient 
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alors 


iL2  ,l> 


"=^»h-^-^^---+(-')  ^,, 


(Li2/«  -1 
2   "^-  •  •    I 

42. ..2m  J 


où  Ao  désigne  une  constante  arbitraire.  On  a  donc 

u  =  AqJo; 
Jo  désignant  la  première  des  fonctions  de  Bessel. 

b.   Posons  de  même  a=[î>=i,Y  =  — [in)-^  S  =  o; 

on  trouve 

o 


Ao=  A2  =  Av=...  =  A27i-2  =  O)       ^in- 


o 


c'est-à-dire  une  constante  arbitraire,  qu'on  peut  écrire 

A  V'-  ^  . 

-"  -^    -    2- (2/0!  ' 

on  a  donc  finalement 

u  = '■ 1 '■ 1 — -, . . .     =  BJo,i(u;). 

22«(2n)!L        2(4n-l-2)        2.4(4n  +  2)(4n-i-4j  J 

Les  fonctions  paires  de  Bessel  sont  donc  des  cas  par- 
ticuliers de  u. 

3.  De  même  qu'on  a  déduit  du  cosinus  des  fonctions 
plus  générales,  on  peut  en  déduire  d'autres  du  sinus. 
Posons,  en  effet, 


2.3       2.3.4  -i 


4.J       4.^.6.7  ->- 


0;3 

«A-  =  7  — 


■ik{ik-^\)       2A(2/i-i-i)(2A--i-2)(2/r-i-3) 
"^  —  «A-l 


=  (2/.—  2)(2A— I) 


(')    Les    maxima    cl    ininima    de   5,  s'oblieiincnt    par    les   éqiia- 
lion?  cos—  —  o,  (1  où  '^  =  (2/71+1)7:  pour  les  m  a  m  ma,  cl  lang—  =  - 
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s/t  vérifiant  réqualiou 

r         (2A— 2)(2A-  — 3)1  (2/.-  — 0(2^  —  2) 

+  [^- -^1 J^^= ^; 

Et,  en  généralisant, 
dont  Ja  solution  est  la  suivante  : 


A,=  — — , 

A, 


A.  =  - 


2.3  +  3  a  -l-  Y  ■ 


^^^ A^ 

Cas  particulier.  —  Posons 

a=p  =  l,         Y  =  — (2rt-+-i)2,         3=0; 

on  aura  alors 

.         _  o 

Aj  =  A3=:.  .  .=  A2/^-l  =  O,  Aîra+l—   -' 

ce  qui  est  la  constante  arbitraire,  qu'on  peut  écrire 

B 


=  B'  = 


22«+'(2rt  -M)! 


pour  les  miniina,  excepté  la  valeur  '|  =  o,  car,  à  roriginc,  la  courbe 
possède  un  point  d'inllcxion,  avec  une  tangente  bissectrice  de  l'angle 
positif  des  axes.  Il  est  à  remarquer  que  les  abscisses  des  mininia 
de  s.  sont  les  mônics  (jur  celles  des  maxinia  ilc  C^, 
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el  Ion  aura 


2'-"  +  '(2/i-HI)!    (  2[(2/l  H-  I  j  2  -1-  2] 


Bh.n+iW. 


Les  fondions  impaiies  de  Bessel  sont  donc  des  cas 
particuliers  de  v. 


[L^5b] 

SLK  LES  ADJOIiMES  DES  DIRECTIOXS  NORMALES 
D'IIXE  COMOl'E. 

(Extrait  d"uae  Lettre  de  M.  d'Ocagxe.) 


«...  L'adjointe  infinitésimale  F  d'une  courbe  C,  que 
j'ai  appelée  adjointe  des  directions  normales,  est  parti- 
culièrement impoitante  à  considérer.  C'est  le  lieu  du 
point  de  rencontre  durajou  vecteur  issu  d'un  jiôle  Vet 
de  la  parallèle  à  la  normale  correspondante  menée  d'un 
second  pôle  N. 

w  D'après  sa  définition,  elle  passe  par  les  pieds  des 
normales  menées  du  point  N  à  la  courbe  C,  ainsi  que 
par  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  ]N  sur  les 
tangentes  issues  de  V  et  sur  les  parallèles  aux  asym- 
ptotes menées  par  ^  . 

»  Elle  fournit  pour  les  centres  de  coiu"l)urc  de  la 
courbe  C  une  remarquable  construction  reposant  sur 
le  théorème  suivant  : 

»  La  parallèle  à  la  tangente  de  C  menée  par  le 
point  oii  sa  normale  rcnconlre  ]NV  et  la  parallèle  à 
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la  tangente  de  V  menée  par  le  centre  de  courbure  de  C 
se  coupent  sur  le  vecteur  issu  de  V. 

»  Il  me  semble  qu'il  pourrait  être  intéressant  d'étu- 
dier à  part  les  adjointes  Y  d'une  conique  G  pour  diverses 
positions  des  pôles  V  et  N,  adjointes  qui  sont,  en  gé- 
néral, des  courbes  du  quatrième  ordre. 

))  Voici  déjà,  sur  ce  sujet,  quelques  remarques  ex- 
traites de  mes  publications  antérieures,  et  qui  pourraient 
guider  vos  lecteurs  dans  une  telle  étude  : 

»  Si  le  pôle  V  se  confond  avec  le  centime  de  la  co- 
nique C,  l'adjointe  F  n'est  autre  que  l'iiyperbole  d'Apol- 
lonius du  pôle  N, 

))  L'adjointe  F  ne  se  réduit  à  une  droite  que  dans  les 
deux  cas  suivants  : 

»  i"  Le  pôle  V  se  confond  avec  le  centre  de  C  tandis 
que  le  pôle  N  est  sur  l'un  des  axes 5 

))  2°  La  conique  C  étant  une  parabole,  le  pôle  V  est 
sur  cette  courbe  et  le  pôle  N  sur  l'une  des  normales  que 
l'on  peut,  du  pôle  V,  mener  à  la  parabole. 

»  Lorsque  le  pôle  V^  est  (:n  un  des  foyers  de  la  co- 
ni(]ue  C  et  le  point  N  en  un  point  cpielconque  de  l'axe 
focal,  l'adjointe  F  est  un  ceicle  ayant  son  centre  sur 
cet  axe. 

))  11  y  aurait  intérêt  notamment  à  déterminer  s'il 
existe  d'autres  cas  où,  pour  une  conique  C,  l'adjointe  F 
se  réduit  à   un  cercle  ....    » 
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[M*5b] 

SLR  QIELQUES  PROPRIÉTÉS  DE  L'HYPOCYCLOÏDE 
ATROISREBROUSSEME^TS; 

Par   m.   Maurice   F  RÉ  G  H  ET, 
Élève  de  l'Ecole   Normale   supérieure. 


On  appelle  hypocj'cloïde  à  trois  rebroiissements  une 
courbe  de  troisième  classe  H,  langente  à  la  droite  de 
l'infini  aux  deux  points  cycliques. 

Nous  l'éludierons  en  partant  du  problème  suivant  : 

I.    Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  de  Simsoti  PQR 
/  relative  à  ini  triangle  qiielconcjue  ABC  et  à  un  point 
'Variable  M. 

Prenons  celui-là  comme  tiiangle  de  référence;  les 
équations  des  droites  PQR,  MP,  MQ,  MR  seront 

ux  -(-  i>y  -i--wz  =  o, 
(v  cosG  -h  iP  cosB)x  -h  vy  -h  w z  =  o, 
ux  -i-  (w  cds  A  +  u  cos  C)y  -h  wz  =  o, 
iix  —  i>y  -\-  { u  cos B  -f-  p  cos X)z  =  o. 

Ces  trois  droites  étant  concourantes,  le  déterminant 
des  coefficients  A(w,  v^  w)  est  nul.  L'enveloppe  cherchée 
est  donc  la  courbe  de  troisième  classe  A  =  o.  La  droite 
de  l'infini  est  tangente  double,  car  A)^,  A|,,  à.[^,  sont  nuls 

Dour  —. — r  =  ■■    ^  =  — : — TT*  L  eciuation  de  ses  points  de 
^  sniA         sinB         sinC  ^  * 

contact 

U2  a;;,  -i-  V2  A'^,  -!-  W2  a;:,  +  ■>.  u  va;,^  -i-  ■.».  vwa;,  -h  i  wua;;,^  =  o 

se  réduit  par  un  calcul  (acilc;!  celle  des  points  cyeli(pu's. 
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L'enveloppe  des  droites  de  Simson  est  donc  une  hjpo- 
cjcloïde  à  trois  rebroussements  ('). 

On  a 

A(o,o,  «')  =  A(cosA,  —  cosB,  o)  =  o. 

L'enveloppe  est  donc  tangente  aux  trois  côtés  et  aux  trois 
hauteurs  du  triangle  ABC. 

II.  Réciproquement  toute  hypocycloïde  à  trois  re- 
broussements H  peut  être  coJisidérée  d' une  infinité  de 
manières  comme  ejweloppe  de  droites  de  Simson. 

En  effet,  d'après  la  définition  donnée  : 
1°  L'équation  en  coordonnées  cartésiennes  de  H  est 
de  la  forme 

(i)        (  j^2  _!_  (;2)  ,p  _^-  A  m3  -+-  3  B  «2 1^  -H  3  C  i«  (^2  _)_  D  p3  =  o  ; 

donc  il  y  a  une  seule  hypocycloïde  tangente  à  quatre 
droites  données. 

2°  Il  n'y  a  qu'une  tangente  à  H  qui  soit  parallèle  à 
une  direction  donnée. 

Soient  alors  AA,  et  kh^  {fig-  i)  deux  tangentes  quel- 

Fig.  I. 


hj/^ 

'l\ 

\ 

/      '^' 

l\ 

\      '• 

>- 

1  \ 

ï; 

\        A"!    /     m. 

^  . 

conques  à  une  hypocycloïde  H,  et  B//, ,  Ch-2  les  deux  tan- 


(')  Pour  une  démonslialion  géomélrique  de  celle  propriclé,  voir, 
par  exemple,  li.  Dui'oucu,  Sur  l' hypocycloïde  à  trois  rebrousse- 
ments {Nouvelles  Annales,  aM'il  1901,  p.  1G8-171). 
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qentes  perpendiculaires.  La  courbe  H  aura  quatre  tan- 
gentes communes  avec  l'enveloppe  des  droites  de  Sim- 
son  relative  au  triangle  ABC  ainsi  formé;  ces  deux 
liypocycloïdes  coïncident. 

3°  Les  propriétés  que  nous  allons  démontrer  sur 
l'enveloppe  des  droites  de  Simson  s'appliqueront  donc  à 
une  liypocjcloïde  H  quelconque. 

Lorsque  le  point  M  (qui  décrit  le  cercle  de  centre  D 
circonscrit  à  ABC)  vient  au  point  A'  diamétralement 
opposé  à  A,  la  tangente  PQR  se  confond  avec  BC,  et  le 
point  P  vient  en  un  point  A",  projection  de  A'  sur  BC. 
Donc  BC  est  tangent  à  A  en  A".  On  a 

7?iA"       DA' 


m  h         DA 
si  VI  est  le  milieu  de  BC.  Donc 

7)1  A"  =  tnh, 

et,  d'après  la  géométrie  du  triangle,  il  en  résulte  que  les 
droites  AA",  BB",  CC"  sont  concourantes,  et  il  va  une 
conique  inscrite  à  ABC  en  x\"B''C".  Comme  le  triangle  ABC 
dépend  de  deux  paramètres  quand  H  est  fixe  et  A  va- 
riable, a  y  aura  un  sjstènie  doublement  infini  de  co- 
Jiiques  S  tritangentes  à  H.  L'examen  des  conditions 
montre  qu'il  n'y  en  a  pas  d'autres. 

4°  Les  trois  normales  à  H  aux  points  de  contact  avec 
une  conique  S  sont  les  symétriques  des  hauteurs  de  ABC, 
par  rapport  à  D.  Ces  trois  normales  sont  donc  concou- 
rantes. 

5"  Les  points  vV",  ///,  îi  cl  le  point  />  à  l'inlini  sur  BC 
forment  une  division  harmonique;  si  x,j  sont  les  coor- 
données liilinéaires  de  A",  celles  de  m,  A,  Â  seront 

II  II  II 

sinA       sinlJ  eus  A       rosli  sni  A  sinlî 


(  ^'09  ) 
et  l'on  aura 


[X  co 
JKCO 


sB        sinB/      sinB 


)sA       sinAV       sinA 

Tl'où 


X       cosB\/sinB        sinBN 


y       cosA/  \siiiA       sinA 


X  sinA  tangA  =  y  sin  B  tangB. 

De  même,  pour  B"  et  C";  l'e<juation  de  la  conique 
inscrite  en  A",  W ,  C"  sera 

^    ^  sinAtaiiiiA        sinB  tangB        sin  G  tangB 

(    2   )  • i 5 i ^__     _     ^;>_ 

U  ç  w 

Un  calcul  immédiat  montre  que  la  droite  de  l'inlini  a 
même  pôle  par  rapport  à  (2)  et  à 

,_,  sinA         sinB        sinC 

(3)  1 1 -=o 

T  y  z 

(équation  connue  du  cercle  I)  circonscrit  à  ABC).  Donc  : 
le  centre  d  'une  conique  S  t.vilan ^eat.e  à  H  coïncide  avec 
le  centre  du  cercle  circojiscrit  au  triangle  des  tan- 
gentes communes . 

6"  Les  coeflicieuts  mm' m"  des  tanyi-ntes-à  II  issues 
d'un  point  (pielconque  de  coordonnées  cartésiennes  x,  r 
vérilient,  d'après  l'équation  (i),  la  relation 

(4)  ;y?3(A  —  X)  -1-  /rt-(j—  3B)-t-  /;j(3  C  —  .r  j  +  j  —  D  =  o. 

Le  lieu  des  points  x,  y  sommets  des  angles  droits  cir- 
conscrits à  II  s'obtient  au  moyen  des  étpiations  (3),  et  de 

m' m"  ^  —  I, 
d'où 

m  m' m"        y  —  D 


m  m  A 


et 


{  —  3  (  IJ  +  B  j7  +  \r- -(-  3  DB  H-  3  AG  -\-  A^  =  o. 

Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à 
Il  est  un  cercle Jixe  \. 

y\iin.  de  Miitlicinat.,  l\'  sciic,  I.   11.   (Mai   i()oj.)  \  f\ 
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y"  Alors  dans  le  triangle  A,  1^,  C,  les  points  //,  //,,  ]i., 
sont  sur  F  :  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  des 
tangentes  communes  à  S  et  \\  est  fixe,  ou  eneoie  :  le 
lieu  des  milieux  des  côtés  du  triangle  ABC  est  un 
cercle  T .  Le  rajon  R  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
des  tangentes  communes  à  S  et  H  est  constant;  car  il 
est  double  de  celui  du  cercle  des  neuf  points. 

8°  Le  centre  D  de  la  conique  S  est  ceilainenient  à 
distance  finie.  Soient 

H  4r  =  I  et  rr2-f-v2=R2 

les  équations  en  coordonnées  cartésiennes  de  S  et  du 
cercle  concentrique  D.  11  y  a  un  tiiangle  inscrit  à  D  et 
circonscrit  à  S;  en  appliquant  la  condition  H'- —  4^J  A'=o, 
on  trouve 

R2z=  a  H-  pzha/^. 

Quand  la  conique  S  est  réelle,  R-  est  réel,  le  pro- 
duit ajj  est  positif  ;  donc  S  est  une  ellipse.  Soient  a  et  b 
ses  deux  demi-axes;  on  a,  en  choisissant  a^b, 

(6)  R  =  a  +  zb        (£=±i). 

Soit   (0  l'ortliocentre  du   tiiangle  ABC   {Jig^   2)^   le 

Fig.  ,. 


centre  -'  du  cercle  d(;s  neuf  points  (1(;  AMC  est  le  milieu 
de  I)(o.  {'(jsoiis  -'(.)=:///;  on  auia,  d'après  le  théo- 
rénje  de  l'aiire   appli(|U(''  à   S  et  au  cercle  conjugué  au 
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triangle  ABC  (de  centre  lo  et  de  rayon  o), 

(7)  a2_^62=  4/?t2_  p2. 

Or  le  cercle  des  neuf  points  passe  par  h  et  par  le  mi- 
lieu a  de  A  oj.  On  a  donc,  puisque  son  rayon  est  — > 

MU  .  (jj/i  —  ni-  —  (  —  \  f 


p2  =  (.0  A  ■  w  II, 


et,  comme 

l)i!s  formules  (6),  (7)  et  (8)  on  tire 


(9) 


'^*=4(^)'~'"4 


Donc  le  produii  des  demi-axes  de  S  est  égal  à  la 
valeur  absolue  de  la  puissance  de  son  centre  D  pai' 
rapport  au  cercle  fixe  F.  De  plus  —  î  est,  d'après  (9), 
du  signe  de  cette  puissance,  et  l'on  conclut  d'après  (6) 
(jue  : 

Lorsque  le  centre  de  S  est  à  l'intérieur  du  cercle 
fixe  r,  la  souuue  des  demi-axes  est  constante  et  égale 
au  diamètre  de  F 5  lorsque  D  est  à  l'extérieur  de  Y , 
c  est  la  différence  qui  remplace  la  somme. 

()"   f.es  formuKîs  (G)  et  (g)  montrent  (pic  l'on  a 
a  =  li,         Ij  =z  o 

lors(pie  !e  centre  de  S  est  sur  F.  Alors  la  coni(jue  S  se 
réduit  à  xiii  segment  de  droite  de  longueur  ail  dont  le 
milieu  est  sur  F.  Au  point  de  vue  tangentiel,  c'est  un 
enscmlde   de   deux    points    I),    i\   a\aiiL   trois   langeiUes 
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coniimines  avec  S.  Il  faut  donc  que  ces  Irois  tangeulcs 
soient  BC  et  deux  droites  passant  l'une  en  B,  l'aiilro 
en  G  {fig-  3).  Dans  ce  cas  le  triangle  ABC  devient  tan- 

Fig.  3. 


gent  en  B  et  G  à  S  {fig-  •)",  Iti  point  B"(  fig.  4)  vient  en  (]; 
donc  A /?,  =r  B"C  =  o  et,  par  conséquent, //,  venant  en  A, 


la  hauteur  issue  de  B  est  AB  :  Tangle  BAG  est  droit. 

On  peut  voir  ceci  autrement  :  on  peut  prendre  AG  et 
AB  arbitrairement.  Laissant  la  tangente  quelconque  AB 
fixe,  faisons  tendre  AG  vers  la  tangente  à  H  en  l'un  des 
points  d'intersection  de  H  et  AB  {fig-    5).  Alors  les 

FiL'.  5. 


deux  tangentes  A//  et  AG  se  confondent,  et  j)ar  consé- 
quent aussi  les  deux  tangentes  jyerpendiculaires  B//, 
et  BG;  donc  B  est  sur  H.  Le  triangle  ABG  devient  rec- 
tangle en  G;    le  côté  AB--=:>K,   pniscju'alors  le  cerch; 


(  2^3  ) 
circonscrit  a  Alî  pour  diamètre;   le  milieu  de  Aiî  est 
encore  sur  F. 

7\^insi,  l(L  portion  d'une  tangente  quelconque  à  H, 
interceptée  par  H  est  cofistante ;  le  milieu  de  ce  seg- 
ment décrit  V;  les  tangentes  aux  extrémités  sont 
rectangulaires. 

lo"  Ou  tire  des  formules  (6)  et  (9) 

a  —  zb 

m  =  • 

2 

Donc  le  lieu  des  centres  des  coniques  S  de  grandeur 
constante  est  un  cercle  concentrique  à  Y . 

On  peut  considérer  ces  coniques  S  comme  les  diverses 
positions,  dans  un  plan  fixe  Q,  d'une  ellipse  Si  inva- 
riable dans  un  plan  mobile  q . 

Elles  ont  poui-  enveloppe  il^  donc  le  centre  instan- 
tané de  rotation  sera  le  point  de  concours  N  {fig-  6) 


des  normales  communes  à  S  et  H.  On  a 

Ny  =  3Dy  =|(a  — £0)        et        ND  =  2Dy  =  «  — 26. 

Donc  les  distances  du  point  N  au  point  D  fixe  dans 
le  plan  mobile  (D  centre  de  S|  )  et  au  point  y  fixe  dans 
\v  plan  iix(;  (y  centre  de  V)  sont  constantes  et  les 
points  N,  I),  Y  sont  en  ligne  droite.  Donc  le  lieu  de  N 
est  un  cercle  de  centre  D  et  de  rayon  a  —  zb  dans  /y,  et 

un  c(;rcle  de  centre  y  et  de  rajon  ^^ ^  dans  le  plan 

fixe. 
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U enveloppe  d' une  ellipse  d'axes  ia  et  ih  invaria- 
blement liée  à  un  cercle  cojicejitrique  de  rayon  a  —  zb 
roulant  sur  un  cercle  C  de  rayon  T,{a  —  eZ»)  est  une 
hypocycloïde  à  trois  rebroussements. 

1 1°  Les  normales  A"N,  B'iN,  C"N  sonthomolhétiques 
des  hauteurs  du  triangle  ABC  par  rapport  au  point 
fixe  y.  Les  hauteurs  de  ABC  sont  tangentes  à  H. 

La  développée  d'une  hypocycloïde  H  est  une  autre 
hypocycloïde  homothétique  de  la  première  par  rap- 
port à  V  dans  le  rapport  — 3. 

12"  Lorsque  le  centre  D  de  S  vient  en  v,  on  a 
a  =  0  =  — ; 

donc  le  cercle;  y  t^st  tritangent  à   H  (fig-  7).  Le  cercle 

Fig.  7. 


B'      B,  iTs.  C,     C 


des  neuf  points  doit  alors  se;  conlbiidre  avec  le  cercle 
inscrit,  pour  le  Iriaiiglc  A,iî,(ï,  relalif  à  Y.  Donc 
celui-ci   est    c(jiiilal(''ral .    Si,  d'un   j)()inl    A'  d'une    lian- 
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leur  A(A  du  triangle  A,B|C|,  on  tuèniî  deux  autres 
tangentes  à  H  rencontiant  B,  C,  en  B'  et  C,  le  cercle  V 
sera  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  A'B'C;  donc 
ces  tangentes  sont  symétriques  par  rajtport  à  A|  A  : 

Les  hauteurs  du  triangle  A,  B,  C,  sont  trois  axes  de 
S)  nié  trie  de  H. 

En  prenant  pour  axes  A , /{  et  /iC,,  l'écpialiou  de  H 
prend  la  forme  réduite 

(  I  O  )  W  (  «i2  _;_  (;2  )  _|_  2  R  jf  2  (;  =  o. 

13"  Le  cercle  D  circonscrit  à  A'B'C  coupe  A7i  en  un 
point  a  tel  que  aA'=  aR,  diamètre  de  D.  Lorsque  A'  tend 
vers  le  point  a  tel  que  ah=  5>R,  a  vient  eu  h;  donc 
aussi  IV  et  C;  les  tangentes  A'B',  A'A,  M  C  sont  alors 
confondues  : 

Les  axes  de  symétrie  de  îl  sont  aussi  ses  tangentes 
de  rehroussenients  et  les  points  de  rebroussenients  sont 
sur  un  cercle  T'  concentrique  à  F  et  de  rayon  triple. 

14°  Lu  appliquant  la  proposition  (lo")  dans  le  cas 
où  Z»  =  o,  on  ramène  finalement  à  la  proposition  bien 
connue  : 

Lli)  pocycloïde  à  ti-ois  rehroussenients  est  le  lieu 
d'un  point  d'un  cercle  qui  roule  in/é/ieurenient  dans 
un  cercle  de  rayon  triple. 

I  5"   On  satisfait  à  ré(juation  (^  i  o )  (mi  posant 


'1) 


i-H  ^2         tU-^  fi)  xWt 

Les/  des  tang<'ntes  communes  à  II   et   à   um;  coui])e 


(  ^'^  ) 

quelconque  de  classe  m 

(  \  i  u"'  -h  a;  «'«-'  -r- . . .  +  a;"  »■"'  ) 

-+-  IV  (  AJ  M'«-l  +  ...)-+-  HP2  (...)__..._)_  A,"„  d^'"  =  o 

sont  racines  d'une  équation  de  la  forme 

(12)  /3m  _  X,/3y«-l_^  T2/3'«-2_.  ..  =  o, 

OÙ 

pT,  =  AJ-2HA';. 

pTa  =  A„3  +  m  A  1  -  '2  R  [  Af  -^  (  m  _  ,)  A  ^]  h-  (—  2  R  )2  A|, 

p' 


!T.= 


D'où,    par   un    calcul    facile    qui    repose    sur    Pideu- 
tité  (i  —  i)P=zo^  on  lire 

p(Ti— T3-4-T3— T7  — ...)  =  o. 

Soil  alors  Oi  l'angle  avec  Ojde  l'une  des  tangentes  T) 
définies  par  (12);  la  relation  précédente  devient 

(l3)  cp,  —  Cp2  +  ..  .-h  03,„^0, 

le  signe  :^  indi(jUant  l'égalité  à  un  nuiltiple  de  71  près. 
D'ailleurs,  tonte  courbe  de  classe  ;«  tangente  à 
S  m  —  I  tangentes  d'une  courbe  de  troisième  classe  est 
tangente  à  une  tangente  fixe  de  cette  dernière  courbe. 
Ainsi  la  relation  (i3)  est  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  qu'il  j  ait  une  courbe  de  classe  m  tan- 
gente aux  Sm  tangentes  T,,  .  .  .,  Ta,^  à  H. 

16"  On  en  déduit,  par  exemple  :  la  condilion  pour 
que  trois  tangentes  à  II  soient  les  tangentes  communes 
à  H  et  à  une  (ionique  S  tritangente 

fi-i-  92 -i-  cp^iH:  - 
montre  bien  (pu;  ((îlle-ci  dc'pcnd  de  deux   paramètres  et 
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qu'on  peut  choisir  arbitrairement  deux  des  tangentes 
communes. 

17"  Les  tangentes  à  H,  issues  des  points  de  contact 
de  H  et  de  la  conique  S  triplement  tangente,  sont 
concourantes;  car  leurs  paramètres  o]  donnés  par  les 
équations 

satisfont  à  la  relation 


si  l'on  a 


?2-f-?3  =  0> 


^2-+-  ?3== 


iS**  Soit  z>,i  la  tangente  à  ÎJ  menée  par  le  point  de 
contact  de  la  tangente  C3«_).  Avec  des  déterminations 
convenables  de  ces  angles  on  aura 

—  2Cp„_i=9„,  d'où  çp„=(—  2)«9. 

Si  l'on  piend  o  =  ^ — —  ?  on  aura 

'■?  =  9„-4-/it:. 

Donc  il  existe  un  ou  plusieurs  polygones  de  n  côtes 
à  la  fois  i/isci'its  et  circonscrits  à  H. 

Par  exemple,  pour  /?  =  3,  on  a  le  triangle 

TT  271  4" 

^        <)  9  9 

et  son  symétrique  par  rapport  à  une  tangente  de 
lebroussement.  En  prenant  ce  triangle  comme  triangle 
de  référence,  l'équation  de  M  prend  la  forme 

A h  B h  C f-  D  =  o. 
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[D4a] 

SIR  LES  ZÉROS  DES  FO\CTîO\S  ENTIÈRES; 

Par  m.  E.  IAGGI. 


1.  Dans  une  précédente  Note  ('),  nous  avons  donné 
]a  forme  générale  des  relations  entre  les  zéros  «,,  «27  •■•■> 
ai^  .  .  .  d'une  fonction  uniforme  entière  donnée  sous 
forme  de  série 

(l)  — — —   =r  IH X- X'-^... 

F(o)  I  I  .2 

et  les  coefflcients  de  cette  série,  et  cela,  en  nous  servant 
de  la  forme  générale  de  F(x)  décomposée  en  facteuis 
primaires,  qui  est  la  suivante  : 


, eg,(-'-) 


(a)  F(3')  =  F(o)eGt-'')TT 

i 

où  les  fonctions  G(x)  et  ^/(x),   .  .  .  s'anniilenL  avec  x\ 
Ces  relations  sont 


(^) 


(  '  )    lielations  entre  les    zéros  et   les   coejjtcieiits  des  fonctions 
entières  (.Xoiivelles  Annales,  jiiiivifi-  mihi). 
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lorsqu'il  n'existe  pas  de  facteur  e*''  *'.  Dans  le  cas  cou- 
Iraire,  il  suffit  d'ajouter  à  chacune  des  séries 

le  terme  correspondant 

G("'(o). 

Dans  notie  démonstration,  nous  avons  simplement 
supposé,  ce  qui  était  nécessaire  pour  la  décomposition 
de  F(.r)  en  facteurs  primaires,  que  les  fonctions  gi{x) 
étaient  telles  que  la  série 


2^'(^'+^] 


fût  convergente.  11  convient  d'examiner  particulière- 
ment la  forme  que  MM.  Weierstrass  et  Mittag-Lcliler 
ont  donnée  à  ces  fonctions  gi{jc)- 

En  supposant  qu'il  existe  un  nombre  ui  -\-  i    tel  que 
IcG  séries 

,^;  (   rt  ^  W   -f-   1  ) 

soient  convergentes,  tandis  que  les  séries  analogues  où  n 
t!st  inférieur  à  o)  4-  i  sont  diveigentes,  jM.  Mittag-Leftler 
a  démontié  (pi'on  pouvait  prendre  pour  les  gi{x)  les 
fonctions 


ft /!■?•) 


X          x^            x^  x^ 

at         lar         3  a?     co«^ 


Dans  ce  cas,  les  to  séries 
se  rédtiisenl    idcnlifpn'ment  à  zéro.   Quant  aux   autres, 


I,   2,    3,    .  .  .,    W) 
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(«  >>  w),  elles  deviennent  simplement 

i 

Les  coefficients  de  la  série  F(^)  sont  alors,  en  sup[)o- 
sant  que  le  facteur  e*'-*'  n'existe  pas, 

Al      =  o, 
A.,      =.  o, 


où  S(,)_j_i,  S(o+o,  ...  désignent  la  somme  des  jiro- 
duits  to  4-1  à  to  -h  I  des  inverses  —  des  zéros,  la  somme 

Cli 

de  leurs  produits  w -+- 2  à  (0  +  2,  ....  S'il  existe  un 
facteur  e^' ' "  dans  F(x),  les  ti>  premiers  coefficients  ne 
sont  plus  nuls,  mais  ont  pour  valeurs 

.,  co). 


dx'^  ,  .r=:0 


Pour  obtenir  les  coefficients  suivants,  il  conviendra 
de  reprendre  la  forme  générale  (3),  d'y  annuler  les 
quantités  ^^'",    (/^  >  to),   et   d'ajouter    à    chacune    des 

séries  ^ ^~  le  terme  correspondant  G("'(o). 

i 

On  obtient  ainsi,  sous  forme  de  série,  l'expression 
générale  d'une  fonction  entière  de  genre  (.). 

Lorsque  aucune  des  séries  ^  -^   n'est    convergente, 

Il  étant  fini,  on  prend  pour  ^i{.r)  la  même  fonction  que; 
précédenuneni,  mais  on  v  fait  (>>  =z  i  —  i  (  Weierstrass). 
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Dans  ce  cas,  les  séries 


i 


se  réduisent  respectivenienl  à 

1  II  ï         -i.  1 

«1  a\        ai  af        a%        al 

Comme  dans  le  cas  précédent,  il  faut  ajouter,  à  cha- 
cune de  ces  séries,  le  terme  correspondant  G^"^(o)  pour 
former  les  coefficients  A. 

On  peut  observer,  à  l'égard  de  la  foiination  des  coef- 
ficients A,  que  la  forme  donnée  par  Weiersti-ass  aux 
(acteurs  piimaires  convient  non  seulement  au  cas  des 
jonctions  de  genre  infini,  mais  à  tous  les  cas  ;  que,  par 
conséquent,  dans  le  cas  où  le  genre  *',st  fini,  on  peut  se 
servir  des  facteurs  primaires  de  Weierstrass,  au  lieu  de 
ceux  de  M.  IMittag-Leillei- ;  que  ce  changement,  qui  ne 
peut  évidemment  altérer  la  foiu'lion  F(a:)  elle-même, 
produit  simplement  un  changement  dans  la  fonc- 
tion G(.r),  mais  non  pas  dans  les  coefficients  A , ,  A^,  •  • .  ; 
(|u'enfin,  si  I\L\J.  Weierstrass  et  iMittag-LelUer  ont  pu, 
dans  rhy[)Otlièse  où  (in  croît  indéfiniment  avec-  //,  for- 
mer des  produits  converg(;nts  dont  les  zéros  (i^^  (t-^-,  •  •  •? 
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an-:  .  •  .  sonl  donnés,  au  moyen  de  certaines  exponen- 
tielles eSi^^\  il  ne  s'ensuit  pas  que  ces  fonctions  gi{x), 
suffisantes  pour  assurer  la  convergence  du  produit, 
doivent  être  nécessairement  de  la  forme  indiquée  par 
MM.  Weierstrass  et  Mittag-Leiîler  (').  On  peut,  au 
<;ontraire,  introduire  arbitrairement  dans  ces  exponen- 
tielles des  facteurs  tirés  de  e^'^',  et  l'on  conçoit  qu'on 
puisse  considérer  des  produits  convergents 


n 


où  les  fonctions  gi{x)  sont  telles  cjuc  la  série 

soit  conveigente,  mais  ne  sont   plus   de  la  foinie  iiicii- 
quée  précédemment. 

Nous  pouvons  dès  lors  énoncer  le  théorème  général 
suivaut : 

Pour  que  la  fonction  entière  F(a:)  donnée  par  la 
série  (  i  )  admette  pour  zéros  les  points  af^  a.2,  ...,  «/,  . . . , 
et  seulement  ces  points-là,  il  est  nécessaiie  et  suffisant 
que  ses  coefficients  A,,  Ao,  ...  satisfassent  aux  rela- 

(')  Weierstrass  a  d'ailleurs  fait  lui-même  une  remarque  analogue 
dans  son  Mémoire  Sur  les  fonctions  analytiques  uniformes,  où  il 
a  démontré  la  décomposition  des  fonctions  entières  en  facteurs  pri- 
maires (Traduction  de  M.  Picard,  Annales  de  l'Ecole  Normale 
supérieure,  2°  série,  t.  VIII). 

On  peut  encore  remarquer  que  la  forme  donm'e  jus(iu"ici  à  l'expo- 
ncnlicile  des  facteurs  primaires  convient  au  cas  où  a„  croit  indéfi- 
niment avec  «,  mais  ne  conviendrait  pas  dans  le  cas  contraire,  cas 
qui  peut  cependant  se  présenter,  par  exemple,  lorsque  les  quan- 
tités a„  dépendent  d'un  paramétre  arbitraire,  ou  d'une  variable  autre 
que  .r;  on  peut  alors  concevoir  des  produits  convergents  delà  forme 
considérée,  mais  où  les  g,{a:)  ne  peuvent  avoir  la  forme  adoptée 
jusqu'ici. 
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dons  (.^),  dans  lesquelles  ,^'"'/(o),  g''/(o),  .  .  .  sont  les 
valews  des  dérivées,  pour  x  =  o,  de  certaines  fonc- 
tions entières  gi{x)  qui  rendent  convergente  la  série 

2 

et  qui  ne  sont  d' ailleurs  assujetties  qu'à  cette  condi- 
tion. 

[On  peut  faire  rentrer  G(x)  dans  les  fonetions  ^(^), 
puisque  eelles-ci  n'ont  plus  une  forme  déterminée  à 
priori.  ] 

Si  plusieurs   des  quantités  ai  sont  égales,   rien  n'est 

ehangé  à  cet  énoncé.  Si  plusieurs  de  ces  quantités  sont 

nulles,   soit    n    leur   nombre;   on   tonsidéiera   la    lone- 

F  (  X  )       1 ,  1  I  -    '  1      . 

tion et  1  on  rentrera  dans  le  cas  précèdent. 

a-"  ' 

Lorsque  2,  —  ^^^  convergente,  toutes  les  fonc- 
tions gi{x)  se  réduisent  à  une  seule,  G(a:);  on  peut 
d'ailleurs  supprimer  celle-ci,  mais  cette  suppression 
n'est  pas  nécessaire. 

2.  Si  Ton  considère  une  fonction  uniforme  en- 
tière F(j:)  décomposée  en  ses  facteurs  primaires 

F(:.;)=:F(o)eGc'-)]^ 
i 

où  les  gi{x)  rendent  convergent  le  produit  indiqué,  on 
peut,  en  anfectanl  d'exposants  réels  (juelconques,  mais 
finis,  les  facteurs  primaires,  obtenir  de  nouvelles  fonc- 
tions décomposées  en  facteurs  piimaires,  mais  (|ui  ne 
seront  plus  uniformes. 
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Soil,  par  exemple, 

/(:r)  =  /(o)eG.u-,JJ^         ■'''^"'- 


gmigiix)^ 


La  convergence  du  produit  précédent  ne  dépend  que 


de  la  convergence  de  la  série 


2"''['^'^^^^^^] 


.a  série 


étant  supposée;  convergente,  la  précédente  l'est  aussi, 
pourvu  (jue  lous  les  nombres  nii  soient  finis. 

Si  tous  les  nombres  uii  sont  comniensurables  entiers, 
on  est  ramené  au  cas  précédemment  étudié  :  f{x)  est 
une  fonction  uniforme  entière. 

Si,  parmi  les  nombres  comniensurables  ////,  il  s'en 
trouve  au  moins  un  qui  soit  fractionnaire,  la  fonc- 
tion /{x)  est  une   fonction   multiforme  j)onctala  ('). 

Si,  parmi  les  nombres  nii,  il  en  est  qui  sont  incom- 
mensurahles,  la  foiu:lion  f{x)  est  une  fonction  multi- 
forme improprement  linéale  (-). 

Or,  les  relations  démontrées  subsistent  entre  les 
zéros  de_/(.r)  et  les  coelficients  de  cette  fonction  déve- 
lo]>pée  en  série. 

En  effet,  nous  avons  posé,  poui-  démontrer  ces  rela- 
tions. 


('),  (-)  Au  sujet  de  ecs  expressions,  voir  notre  Note:  5m/"  les 
notions  de  fonction  complète  et  de  fonction  périodique  (  Nouvelles 
Annales,  1901.  |).   l 'i''-'*^'''). 
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en  sorte    que   nous   n'avons   plus  eu  à    développer   en 
série  qu'une  exponentielle 

e  '  . 

Or,  si  les  fadeurs  primaires  sont  affectés  d'expo- 
sants tfii,  on  a  à  développer  en  série  la  fonction 

G{x)+^inifi{x) 

e  ' 

Les  coefficients  A,,  Ao,  ...  de  la  série  seront  donc 
les  suivants,  en  supposant  qu'on  ait  fait  rentrer  G(.r) 
dans  les  gi{x)  : 

i 

i  '      i  ' 

'  i 


On  pourrait  encore  considérer  le  cas  d'exposants  mi 
imaginaires;  les  points  <7/ correspondants  seraient  alors 
des  points  singuliers  essentiels  de  f{jc).  Mais  le  cas  que; 
nous  venons  de  traiter,  où  les  exposants  vii  sont  réels  et 
(juelconques,  nous  sullit  pour  les  applications  que  nous 
voulons  tirer  de  ces  relations. 

De  ce  qui  précède  on  peut  conclure  qu'<7  existe  des 
fondions  miiltifornws  auxquelles  la  décomposition  en 

Ann.  de  Mathémat.,  \'  série,  t.  II.  (Mai  1902.)  !•> 
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facteurs  primaires  est  applicable  et  dont  les  coejjicients 
des  développements  en  série  satisfont  aux  relations 
indiquées  précédemment. 

On  pouiia  appeler  ordre  d'un  zéro  ai  le  noml)re  nii 
correspondant,  qu'il  soit  enller,  fraelionnaire  ou  iueom- 
niensni'able,  et  alors  on  pourra  énoncer  celle  loi  géné- 
rale : 

Chacpie   terme  d'une  (pielconifue  des  séries  2,  'Z'" 

i 

entrent  dans  la  formule  d'un  coefficient  quel- 
conque \n  est  multiplié  par  l'ordre  nii  du  zéro  ai 
relatif  à  ce   terme. 


CERTIFICATS  DE  GÉOMÉTRIE  SIPERIEURE. 


I.  Démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  les  deux  familles  de  lignes  de  courbure  se  co/-- 
respondent  sur  les  deux  nappes  de  la  développée  d'une 
surface  est  que  cette  surface  ait  des  rayons  de  courbure 
principaux  dont  la  différence  soit  constante. 

II.  Démontrer  que,  pour  que  les  rayions  de  courbure 
principaux  d'une  surface  S  soient  fonctions  l'un  de 
l'autre,  il  faut  et  il  suffit  que,  pour  chaque  point  M  de 
cette  surface,  le  produit  des  quatre  rayons  de  courbure 
principaux  des  deux  nappes  de  la  développée  de  S,  aux 
centres  de  courbure  principaux  correspondant  au  point  M, 
soit  égal  à  la  quatrième  puissance  de  la  distance  de  ces 
deux  points. 

\\\.  Démontrer  que,  pour  que  les  lignes  asymptotiqucs 
se  correspondent  sur  les  deux  nappes  de  la  développée 
d'une  surface  donnée,  c  est-à-dire  pour  qu'à  tout  système 
conjugué  tracé  sur  la  première  nappe  corresponde  un  sys- 
tème conjugué  de  la  seconde  nappe,  il  faut  que  les  deu.r 
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rayons   de   courbure    principaux    de   cette    surface   soient 
fonctions  l'un  de  l'autre. 

Nota.  —  Dans  les  énoncés  précédents,  la  correspondance 
entre  les  deux  nappes  de  la  développée  a  lieu  entre  les  points 
de  contact  d'une  même  normale  de  la  surface  primitive  avec 
ces  deux  nappes.  (Toulouse,  juillet  1901.) 

I.  Démontrer  que  la  connaissance  d'un  système  cyclique 
équivaut  à  celle  d'une  enveloppe  de  sphères  telle  que  les 
points  focaux  des  cordes  de  contact  soient  conjugués  har- 
moniques par  rapport  aux  points  de  contact,  et  inverse- 
ment. (On  rappelle  que  les  points  de  contact,  avec  leur 
enveloppe,  des  sphères  dont  il  est  question  dans  l'énoncé 
s'obtiennent  en  considérant  les  sphères  de  rayon  nul  pas- 
sant par  les  cercles  du  système  cyclique.) 

II.  Recherche  des  congruences  formées  de  courbes  planes 
identiques  entre  elles  et  normales  ce  toutes  les  surfaces 
d'une  famille.  (Toulouse,  novembre  1901.) 

La  distance  de  deux  points  infiniment  voisins  d'une  sur- 
face étant  donnée  par  la  formule 

,  ,  du-  -f-  rA'2 

ds-  = 


(A?f-t-iJtM-G)2 


on  suppose  que  A,  M,  G  sont  trois  fonctions  d'un  para- 
mètre t,  ce  paramètre  étant  lié  aux  variables  u,  v  par  la 
condition 

(1)  A'«  +  B'i^  +  G'==o 

(  A',  ir,  G'  désignant  les  dérivées  de  \,  B,  C). 

I.  (hi  demande  de  calculer  : 

i"   Les  courbures  géodésiques  des  lignes  coordonnées; 
■>."  Le  produit   des    courbures   principales   en    un  point 
({uclconque. 

II.  Démontrer  que  les  lignes  /  =  consl.  forment  une 
famille  de  cercles  géodésiques.  Trouver  la  propriété  carac- 
téristique de  celle  famille  de  cercles. 
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III.  Déterminer  les  fonctions  A,  B,  C  de  telle  sorte  que 
le  ds'  soit  de  la/orme  de  Liouville. 

(Lille,  novembre  1901.) 

S0HJTI0>". 

I.  Les  courbures  géodésiques  des  lignes  u  =  const.,  v  =  const. 
sont 

—  A     et     -f-  B. 

La  courbure  totale  en  un  point  {ii,v)  est 

(A'2+B'^)(At<. -t-Bf -^  G)  +  (A2+  B^)(A"M  +  B"t^  +  C") 
k"  u  +  B'V  -1-  G" 

II.  Les  lignes  t  =  const.  ont  pour  équation  différentielle 

A'  du-{-  B'  dv  =  o; 
soit  i  leur  inclinaison  sur  les  lignes  (f);  on  a 
A'  cos  i  -+-  B'  sin  i  =  o. 

,    j,  .  ,  ,.  AA'+BB'      _ 

La  courbure  geodesique  de  ces  lignes  est  — ♦  Cette 

V/A'2+B'2 

courbure,   comme  l'angle   i,   ne  dépendent  que  de  t  et  sont 

constants  le  long  de  la  ligne  t  =  const.  Par  suite,  les  lignes 

t  =  const.  sont   des  cercles   géodésiques   dont   chacun  coupe 

sous  un  angle  constant  les  lignes  coordonnées. 

I  „       d^F 

III.  Ecrivons    que    — r ^ ttt^    vérifie 


(Aw-f-Bi^-+-G)2  dudv 

considérant  t  comme   une  fonction  de  u  et  v  définie  par  la 
relation  (1).  Il  vient 

A'B'(Am-+-  Bp-+-  G)-4-  3AB(A"k  +  B"p-t-G")  =  0, 

relation  qui  ne  saurait  être  distincte  de  (1),  sans  quoi  u  el  v 
ne  seraient  pas  indépendants.  L'identification  donne 

A(A'B'+3A"B)  =  -^(A'B'+3AB")=  ;^  (A'B'G+ 3  ABC"). 
A  B  G 

La  relation   différentielle   entre  A  et  B  montre,   par   deux 
intégrations  successives,   qu'il  existe  une  relation  linéaire  à 

1  2 

coefficients  constants  entre  A^  et  IP. 
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Si   cette   relation  ne  contient  pas  de  terme  constant,  elle 
entraîne 

/?A  -+-  </B  =  o, 

p  et  q  étant  constants.  Donc  X^=qf(t.)  et  B= — p/iO'^' 
t,  donné  par  (i)  ou 

{qii-^jw)fXt)+C'=o 

sera  une  fonction  de  qu-i-pç,  et  il  en  sera  de  même  de 
Au-hBv-hC;  le  ds^  aura  donc  la  forme  F(qu — pi>)(du--\-dv^) 
et  ne  sera  de  la  forme  de  Liouville  que  si  F  est  linéaire;  d'oîi 

(I)  ds'=  {qa —pi>){du- -h  dv^). 

Si  la  relation  renferme  un  terme  constant,  écrivons-la 

(a)  ipA)^+{qBy  =  i. 

A  et  B  vérifiant  (a),  G  sera  donné  par  une  équation  différen- 
tielle linéaire  et  homogène  du  second  ordre  dont  les  solutions 
G  =  A  et  G  =  B  sont  évidentes;  G  sera  de  la  forme  aA  -f-  ^B, 
a  et  p  étant  des  constantes  ;  si  donc  on  change  u  et  t^  en  u  —  a 
et  p  —  j3,  on  sera  ramené  au  cas  où  G^o.  Gela  étant,  différen- 
tions  la  relation  (a)  en  tenant  compte  de  (i),  qui  devient 

A'  «  -T-  B'i^  =  o; 
nous  aurons  une  relation  entre  A  et  B  qui,  avec  (a),  donne 


.»2\       2 


P-    ,    7' 


Le  ds-  prendra  la  forme 
(II)  ds'^:=  (^ -h^](du^-hdi>n. 

\  M-  V-  / 

[On  trouvera  des  développements  sur  cette  question  dans 
un  Mémoire  de  M.  Demartre  inséré  dans  les  Travaux  de 
l'Université  de  Lille,  1901  (Sur  certaines  familles  de 
courues  orthof^'onales  et  isothermes).] 
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CORRESPONDANCE. 


M.  G.  Painvin,  à  Nantes.  —  Il  me  semble  que  la  fin  de  la 
solution  de  la  question  1857  (novembre  1901,  p.  527;  n'est  pas 
exacte  à  partir  des  mots  Le  lieu  clierchc,  etc. 

Si,  en  effet,  au  lieu  de  considérer  les  deux  cônes  A^  et  B^, 
on  considère  le  cône  C-,  qui  évidemment  contient  aussi  le  lieu, 
il  faut  que  ce  cône  passe  par  l'intersection  des  deux  premiers, 
ce  qui  est  impossible  si  la  projection  du  lieu  se  compose  de 
C'K  et  A'B',  droites  qui  constituent  le  contour  apparent  du 
cône  G^  et  ne  peuvent,  par  suite,  être  la  projection  d'une 
courbe  tracée  sur  sa  surface,  sauf  dans  le  cas  où  ce  cône  C- 
se  réduit  à  deux  plans,  cas  particulier  qui  est  l'objet  du  der- 
nier paragraphe.  Dans  le  cas  général,  on  trouve  des  arcs  de 
coniques  comme  projections  sur  le  plan. 

M.  d'Ocagne.  —  Sur  l'expression  du  rayon  de  courbure 
en  coordonnées  parallèles  {À  propos  de  la  question  1920). — 
J'ai  commis  une  inadvertance  dans  l'énoncé  de  la  question  1920, 
qui  doit  être  ainsi  modifié  à  partir  de  la  quatrième  ligne  : 
0  compris  entre  le  point  de  contact  et  l'une  des  asymptotes  ». 
Voici  la  voie  qui  m'y  avait  conduit. 

En  formant  l'équation  du  centre  de  courbure  répondant  à 
la  tangente  (  w,  v)  en  coordonnées  parallèles  (  '  )  et  écrivant 
ensuite  que  sa  distance  à  cette  tangente  est  égale  au  rayon  de 
courbure  R,  on  trouve 

_  d^vdu  —  d'-udv  [r/--^iv  —  uyy 


{dv  —  duy  0 

les  axes  de  coordonnées  hu  cl  Bt'  étant  supposés  perpendi- 
culaires à  l'axe  AB  des  origines  et  0  représentant  la  distance  Ali 
de  CCS  origines. 

Si  l'on  prend  u  comme  variable  indépendante,  celle  cxpres- 


(')  Coordonnées  parallèles  cl   axiales,   l'aris,    Ciiiiilliicr-Villars; 
i885. 
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sion  (Icvienl 

et  l'on  en  peut  donner  l'inteipiétalion  géométrique  que  voici  : 
si  la  tangente  dont  le  point  de  contact  est  M  coupe  l'axe  A  u 
en  T,  on  a 

Soit,  par  exemple,  une  ellipse  tangente  en  A  et  B  à  A.U  el 
Bp.  Si  l'on  représente  par  aa  l'axe  AB  ou  o  de  cette  ellipse, 
par  26  le  second  axe,  l'équation  de  l'ellipse  s'écrit 


d'où 

•2  fy^  -x  bi 


Vi 


i 

AT 


et  la  formule  précédente  devient 


Or,  si  du  centre  O  <le  l'ellipse  on  abaisse  sur  la  tangente  !MT 
la  perpendiculaire  OU  =  h,  on  a  ('  ) 

MT./i  =  AT.  a. 
Par  suite, 

égalité  qui  se  traduit  par  l'énoncé  de  la  question  1919  (-). 
On  déduit  de  là 

_  g"-  b-^  _      a^  b^ 
h-  p-  sin-  co 

en  ap])elant  p  le  demi-diamètre  OM  et  oj  l'angle  de  ce  diamètre 


(')  Il  suffit,  pour  clablir  celle  relation,  de  remarquer  que  les 
Iriauf^lcs  OMT  et  OTA  sont  équivalciils  commi;  ])rojeclions  de 
lrianp;lcs  é^aux  dans  le  plan  du  triangle  principal. 

(-)  Nouvelles  Annales,  'y'  série,  l.  II,  p.  .'18. 
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avec  la  tangente  MT,  ou,  en  appelant  p'  le  demi-diamètre  coti- 
jugué  et  appliquant  le  second  théorème  d'Apollonius 

R/i   =  p'2. 

Dans  le  cas  de  l'hyperbole,  il  suffit,  dans  ce  qui  précède,  de 
changer  6^  en  — b"^.  Le  demi-diamètre  p'  figurant  dans  cette 
dernière  égalité  doit  alors  être  pris  dans  l'hyperbole  con- 
juguée. Mais,  pour  n'avoir  pas  à  faire  intervenir  celle-ci,  il 
suffit  de  remarquer  que  ce  demi-diamètre  est  égal  au  segment 
de  la  tangente  MT,  compris  entre  le  point  de  contact  et  l'une 
des  asymptotes.  De  là  l'énoncé  rectifié  de  la  question  1920  ('), 
qui  conduit  à  cette  construction  du  centre  de  courbure  : 

Si  le  centre  O  de  l'hyperbole  se  projette  en  I  sur  la  nor- 
male en  M,  et  si  la  tangente  en  M  coupe  l'une  des  asymp- 
totes en  R,  la  perpendiculaire  élevée  en  R  à  IY\.  passe  par 
le  centre  de  courbure  situé  sur  la  normale  MI. 


SOLITIOXS  U  QUESTIONS  PROPOSEES. 


1893. 

(1900,  p.  574-) 

On  donne  une  parabole  P  représentée  par  y^ —  "i-px  =  o  ; 
on  considère  les  paraboles  Q  qui  touchent  XO  en  O  et  dont 
les  directrices  sont  tangentes  à  P. 

i»  Former  l'équation  générale  des  paraboles  Q,  démon- 
trer que  par  chaque  point  du  plan  il  passe  trois  de  ces 
paraboles,  déterminer  la  région  où  sont  situés  les  points 
tels  que  deux  des  trois  paraboles  qui  y  passent  soient 
confondues; 

2°  Former  l'équation  de  l'axe  d'une  parabole  Q,  en 
déduire  qu'il  passe  trois  axes  par  chaque  point  du  plan, 
trouver  le  lieu  des  points  tels  que  deux  axes  correspon- 
dants soient  rectangulaires; 


{')  Nouvelles  Annales,  4"  série,  l.  II,  p.  /|K  et  2!jo. 
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3°  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  Q; 
4"  Former  l'enveloppe  des  tangentes  au  sommet. 

(Qu.  BlOCHE.) 

SOLUTIOX 
Par  M.  E.-i\.  Barisien. 
1.   Soient 

F  le  foyer  d'une  parabole  Q; 

F'  le  symétrique  de  F  par  rapport  à  OX; 

a  et  [3  les  coordonnées  de  F  ; 

0  l'angle  de  l'axe  de  Q  avec  OX; 

OF=OF'=^. 

L'équation  de  la  directrice  de  Q  est 
(i)  a;  cosO -j-j' sin 0 -T- ^  =  o. 

Les  coordonnées  de  F  sont 

(2)  a= — ^  cosO,  j3  =  ^  sinO. 

De  sorte  que  l'équalion    générale    des   paraboles   tangentes 
en  O  à  OX  est 

( X  —  o.)-^  {y  —  [3)'^  —  (a;  cosO  -i-jK  sinO  -h  (7  )- 
ou 

(x  -\-  q  cosO)--f-  {y  —  q  %\n^)f=  (x  cosO  -i- y  sinO  -1-  q  )-, 

qui  se  réduit  à 

(a7  sinO  —y  cosO)^ —  4  */ J'  sinO  =0. 

Reste  à  exprimer  que  la  droite  (i)  est  tangente  à  la  para- 
bole y- —  ipx  =  o. 

y-i 

En  i)orlant  x  =  - —  dans  (i),  on  a 
■ip 

y-  cosO  -t-  'i-py  sinO  +  xpq  =  o. 
Cette  équation  en  y  aura  ses  racines  égales  pour 

p  siii-0 

Cl  = " 

■^         1  cosO  ' 

par  conséqiiiint   l'é'qualion    généiale    des    paraboles    Q    est,   en 


(  ^^4  ) 

fonction  du  paramètre  variable  0, 

.    r,  •  '^-P  Y  sin^O 

(3)  (a7sin6  —  vcosO)- — t; —  =0. 

^    '  ^  cosO 

En  posant  tangO  =^  m,  et  ordonnant  par  rapport  à  m,  cette 
équation  devient 

(4)  -ipy  ni^ —  7;i^a:--i-  2  mxy  — y''-  =  o. 

Cette  équation  en  m  est  du  troisième  degré  :  il  passe  donc, 
par  chaque  point  {x,y)  du  plan,  trois  paraboles  Q.  Si  deux 
de  ces  paraboles  sont  confondues,  c'est  que  l'équation  (  4  )  a 
une  racine  commune  avec  sa  dérivée  par  rapport  à  m,  c'est- 
à-dire 

(5)  Spy/n^ — nix-^  xy  =  o. 

En  multipliant  (5)  par  i/n  et  en  retranchant  (4)  multipliée 
par  3,  on  a 

(6)  m-x- — ^nixy -^- oy- =  o. 

On  est  donc   ramené  à  éliminer  m  entre   (5)  et   (6),  ce  qui 

donne 

y-\{x^ —  Sipy-)-  —  x-{x'* —  ii.pxy-)]  =  o 

ou 

yH^-py^-—  -ix^)  =  0. 

Le  lieu  cherché  est  donc  \à  parabole  semi-cubique 

X  x"^ 

il)  y'^=  — ' 

qui  est  la  développée  de  la  parabole 

y-=  Sp(x-\-/ip). 

La  courbe  (7)  est  aussi  rcnvclo[)pe  de  lu  parabole  (3) 

2.   l>'é(|uation  de  l'axe  de  la  parabole  Q  est 

j  —  p  =  (a;—  a)  langO 

ou 

(y  —  (j  sinO)  cosO  =  (x  -+  f/  (■()>()  )  sinO, 

X  sinO  — y  cosO  -(-  •.>.</  sin  0  cosO  =  o, 
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ou  enfin 

(8)  ^sinO — j^  cosO -f-/>  sin^O  =  o. 
En  posant  langO  =  /«,  cette  équation  devient 

(9)  (x  -+-  p)  ni^  — j'ni--h  X ni  — y  =.  o. 

Donc,  par  un  point  ix^y)  du  ])ian  il  passe  trois  axes  dont 
les  coefficients  angulaires  «ij,  «^2;  "'3  satisfont  à  l'équation  (9). 
Par  conséquent 

y 


(10) 

(II) 
(12) 


/ni  4-  in=,  -4-  ma 


X  -\-  p 


iH]  iii-2  -T-  //il  ni3  -h  ni-i  niz  =^ 


X  H-  // 


iiii  tn=i  in^  = 


y 


X  ^~  p 

Si  deux  des  axes  sont  rectangulaires,  on  a  en  outre 
(i3)  niiin-i^^  —  I. 

11   faut  donc   éliminer   //ij,    //«2,    in^   entre   les   équations  (10), 
(il),  (i-2)  et  (i3);  (12)  donne 

(i4)  m,= •^. 

X  -i-p 

(10)  et  (11)  deviennent,  en  tenant  c<jmptc  de  (i3)  et  (i4j, 
/)i2-+-  fn3  = 
nu -h  ni,i  =  — 

y 

De  sorte  que,  en  égalant  ces  deux  valeurs  de  {ni-î-\-  niz),  on 
obtient,  pour  l'écjualion  du  lieu  tel  que  deux  axes  soient  rec- 
tangulaires, 

{•ix  -~  p)  {x  ^  p)  -^  'ly'^  =  o, 

■i{x^-\-y'^) -{- 'ipx -^  p'-    =0. 
Ce  lieu  est  donc  le  cercle 

(.5)  L^y;.y^y^   '" 


X  -\-  p 

j 

(OlX  -^ 

P) 

1(5 
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3.  Les  coordonnées  de  F  s'écrivent 

»  sin-6             _         p  sin^O 
(i6)  0.  =  —^ ,  ^  =  - fT- 

^        '  2  2  COSO 

L'élimination  de  0  entre  ces  deux  équations  donne 
(17)  a(a2+p2)+iJ^  =,o. 

C'est  une  cissoïde  droite  ayant  son  point  de  rebroussement 
en  O,  et  pour  asymptote  la  directrice  de  la  parabole  P. 
L'équation  polaire  de  cette  cissoïde  est  d'ailleurs  immédiate- 
ment donnée  par  la  valeur  de  q 

p  sin-6 

^  2  COStj 

l'axe  polaire  étant  dirigé  suivant  OX'. 

On  sait  d'ailleurs  que  le  lieu  de  F',  symétrique  de  F  par 
rapport  à  OX,  est  le  lieu  de  la  projection  de  O  sur  la  direc- 
trice de  Q,  et,  par  conséquent,  la  podaire  de  la  parabole  F' 
par  rapport  à  son  sommet;  et  ce  lieu  est  précisément  la  cis- 
soïde (17). 

4f.  L'équation  de  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole  O 
qui  passe  par  la  projection  de  F  sur  OX  est 

j'  =  —  iyX  —  a)  cotô,         {x  -\-  q  cosÔ)  cos6  -\- y  sinO  =  o 

ou 

(18)  o^  cosO -h  jK  sinO  = —  -^sin^OcosO. 

La  dérivée  de  cette  équation  par  rap})ort  à  0  est 

(19)  —  X  sin  0  -^ y  cosO  = —  — (2  sin  G  cos^O  —  sin^O). 

En  résolvant  ces  deux  équations  par  rap|)ort  à  x  et  j',  on 
trouve  pour  les  coordonnées  d'un  point  de  l'enveloppe  de  la 
tangente  au  soinmcl 

(20)  a^  =       —  sin2  0cos20, 


(21)  y  =  —  —  cos2  0  si  II  2  0 

•^  2 


(  -'^7  ) 

On  reconnaît  sous  cette  forme  que  les  coordonnées  (20) 
et  (21)  sont  celles  d'une  hypocycloïde  triangulaire  rapportée 
à  une  tangente  de  rebroussement  et  à  sa  tangente  perpendicu- 
laire. 

Les  trois  points  de  rebroussement  ont  pour  coordonnées 

L' hypocycloïde     passe    aussi    par    le    point    O    et    par    les 

points    (  o,  ±  — 
\  4 

Le  rayon  du  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  de  rebrous- 

3/>  ,,   .       ,     ,,,  ....  ~p'- 

senient  est  -^j>   et  1  aire  de  1  hypocycloïde  est  -^~' 

Remarques.  —  Voici  un  certain  nombre  d'autres  lieux  géo- 
métriques ou  enveloppes  relatives  à  la  même  figure,  et  dignes 
d'être  consignés. 

1°  L'enveloppe  de  Vaxe  de  la  parabole  Q  est  une  courbe 

.      5  -Kp"- 
ayant  pour  aire  — j — ; 
4 
2"   Le   lieu   de   la  projection  de  O  sur  la  tangente  au 
sommet  est  la  courbe  en  coordonnées  polaires 

/•  =  —  ^  cosô  sin^O, 

dont  1  aire  est  — r-^; 
64 

3"  Le  lieu  de  la  projection  de  0  sur  l'axe  de  Q  est  la 
courbe 

r  ~  — p  cos^O, 
1         ,,  .  5-7:02 

dont  1  aire  est  — 4 —  ; 
ib 

4°  Le  lieu  de  la  projection  de  O  sur  la  corde  focale 
principale  de  Q  est  la  courbe 

n  sin^O  COS2O 
/•  =  _  1 , 

2  cosO 
dont  l'équation  cartésienne  est 

{x^-^y^y-x  —  ^y'^{x^-  —  y'^)  ^  o. 

C'est  une  courbe  du  cinijuièmc  degré. 

Ann.  de  Mathémal.,  'x"  série,  t.  IL  (Mai  1902.)  l5* 
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1899. 

(  1900,  p.  i;:..) 

On  donne  un  point  A  et  une  droite  D  située  à  une  dis- 

-xd 

tance  d  du  point  A.    Une   longueur  BG  =  —^   se  déplace 

sui-  D.   ISIontrer  que   la  droite   d'Euler  du   triangle  ABC 
enveloppe  une  parabole.  (E.-\.  B.vrisien.) 

SOLUTION 
Par  M.  V.  Retali. 

Prenons  D  pour  axe  des  x,  la  perpendiculaire  menée  par  A 
pour  axe  des  y  et  posons  OB  =  À,  BG  =  «  :  les  coordonnées 
du  barycentre  G  du  triangle  ABC  étant 

i\  -\-  a  d 

et  celles  du  centre  du  cercle  circonscrit  M 

■?.  A  -\-  a  d--h(a  -~-A)  1 

2  -id 

l'équation  de  la  droite  GM  est 

(  2  À  H-  a  )  (  a  -+-  X  )  X 

—  x{d'-~^Za\  -}-  3X-)  -f-j.  <r/(2X  -l-  a)  =  o  ; 

-xd  . 

en  j)articulicr,  si  a  —  — —  j  elle  devient,  après  suppression  du 

/3 

facteur  (c/  -i-  X  /o), 

2X--+-  (aa  —  3.r)X  -+-  d\iy  —  x  \Jl>j  =  o, 
dont  l'enveloppe  est 

y\x—'^Ç\—^d{^'}.y  —  x\/Vj=^o. 

En    transportant   les   axes   au    point    ('^';   t  )'    léquation  de 
cette  parabole  prend  la  forme  9072=  \^d.y. 
Autre  solution  de  M.  Lez. 
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\KCnOLOfilE. 


XÂYIER    ANTOMARI. 


Au  moment  où  allai f  paraître  ce  niiméio,  j'apprenais 
la  mort  d'Autoniari,  survenue  le  g  juin.  Mon  collabora- 
teur M.  E.  Duporcq  niexeusera  si  je  liens  personnelle- 
ment à  annoncer  aux  lecteurs  des  JVous'clles  annales 
le  deuil  qui  les  atteint  en  même  temps  que  nous. 

S'il  perd  un  professeur  aiuié,  dont  il  a  été  le  collègue 
après  avoir  été  l'élève,  je  perds  un  ami  personnel  dont 
j'ai  [)n  apprécier  la  valeur  morale,  ladmirable  conscience 
et  les  brillantes  qualités  intellectuelles. 

Lorsque,  en  i8q6,  j'ai  été  appelé  à  la  diiection  des 
Nouvelles  Annales,  c'est  moi  qui  ai  fait  appel  au 
concours  d'Antomaii.  Je  pensais  qu'il  fallait  assurer  la 
continuité  de  la  Rédaction,  en  y  appelant  l'un  des  |)Ius 
éminents  professeurs  de  la  jeune  géuération.  Je  me 
trompais,  liélas!  puisque  c'est  lui  qui  nous  quitte. 

Il  meurt  à  \(\  ans,  après  une  cruelle  maladie  cbî  [)lu- 
sieurs  mois,  dont  le  gernui  remontait  à  plusieurs  années. 
N'a-t-il  pas,  au  cours  de  sa  carrière,  donné  plus  que  ne 
le  lui  permettaient  ses  forces  physiques?  Je  serais  tenté 
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de  le  cioire,  après  avoir  vu  de  mes  yeux  quelle  somme 
d'énergie  il  apportait  à  l'accomplissement  de  sa  tâche 
de  professeur  et  à  ses  travaux  scientifiques. 

Le  temps  et  la  place  me  manquent  ici  pour  dire  ce 
que  fut  le  savant,  pour  indiquer  les  principales  étapes 
de  cette  existence  trop  courte.  Mais  je  dois  proclamer 
les  mérites  de  l'homme  privé,  cL  déclarer  à  son  admi- 
rahle  famille,  à  sa  veuve,  à  ses  chers  enfants,  qu'à  leur 
douleur  s'associent  du  plus  profond  de  leur  âme  les 
rédacteurs  des  Nouvelles  Annules. 

C.-A.  Laisaîst. 
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[R7f] 


LE  PEi\DIJLE  mWlE  SA\S  APPROXIMATIONS; 

Par   m.   GREENHILL. 


La  théorie  du  pendule  simple  est  demandée  dans  cer- 
tains programmes  de  Dynamique  élémentaire.  La  mé- 
thode suivante  est  présentée  dans  le  but  d'éviter  les 
approximations,  qui  n'apportent  pas  toujours  la  convic- 
tion dans  l'esprit  de  l'élève  et  qui  sont  ordinairement 
employées  quand  on  se  borne  au  cas  des  petites  oscil- 
lations. 

Soit  P  l'extrémité  d'un  pendule  simple  de  lon- 
gueur OP  = /,  oscillant  entre  B  et  B'  sur  l'arc  BAB', 
2a  désignant  l'amplitude  des  oscillations^   au  mouve- 


ment du  point  P  comparons  celui  du  point  Q  qui  se 
déplace,  en  restant  à  la  même  hauteur  verticale,  sur  le 
cercle  AQD. 

Les  composantes  verticales  des  vitesses  de  P  et  de  Q 

Ann.  de  Afalhémat.,  4'  siirie,  t.  II.  (.Iiiin  1902.)  16 
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sont  égales,  c'esl-à-dire  que 

(i)  (vil.  de  Q)  sin2c5  =  (  vit.  de  P)  sin6, 

d'où 

NP2 


,vii.  deQ\2_    sinnj    _    iAE2         AD^   AN.NE  _  AD^  NE 


vit.  de  ?/         sin^io  NQ^  AE^  AN.ND         AE^  ND 

TÂD2 

A  ces  résultais  géomélricjues  joignons  la  forniule  dy- 
namique 

(3)  (vit.  de  P)2=  2^ND, 
de  sorte  (jue 

(4)  (vii.deQy^=..^"^^^NE=|AD^-^  =  |AD2cos40, 

0  étant  l'inclinaison  du  lîl  sur  la  verticale. 

cos^B  variant  entre  un  niaxiinum   i   et  un  minimum 
cos  4  "J-.  on  a 


(5) 


I /|  AD  >  vit.  de  Q  >  4 /y  AD  cos  |  a, 


Le  point  Q  décrit  la  circonférence  tt  AD  du  cercle  AQD 
pendant  que  le  point  P  oscille  de  H  à  B' ;  par  suite 

(G)        TT  I /—<  durée  de  l'oscillation  <  r  4 /  — séc^a. 

V    ^  \    g 

Si  a  est  faible,  séc^a  est  très  voisin  de  l'unité,  de  sorte 
ciue    la  durée  d'une   petite  oscillation  est   très   voisine 

Dans  le  cas  où  la  durée  de  roscillatiou  est  un  peu 
plus  grande,  si  on  lui  attribue  comme  valeur  la  moyenne 
géométrique  des  limites,  on  a 

(7)  durée  de  l'oscillation  =  tA/  —  y/séc|a; 
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nous  obtenons  alors  comme  correction  circulaire 

(8)  \/séct'^  = 


I : i —  n^  ■    •    .i •>  -> 

\/ 1  —  suisla 

correction  d'environ  2j  sin-^a  pour  i  oo  : 

Angle  d'oscillation. .  aa  3o"  45"  60" 

Correction \     '"^^^^        ' '«^^^       ''«'96         i,o353 

/   pour  100     0,43         o,g<S~r      i,76<'i 

Au  lieu  d'observei-  le  mouvement  du  pendule  dans 
son  plan  vertical,  on  le  regarde  en  général  latéralement, 
de  manière  à  examiner  ses  déplacements  latéraux.  Pour 
cela,  projetons  stéréograpliiquement  le  point  P  du 
point  E  fjui  est  le  plus  élevé  sur  le  cercle  BA.B' ;  nous 
examinons  ainsi  le  mouvement  de  son  ondjreT  projetée 
sur  la  tangente  horizontale  AT  par  un  point  lumineux 
placé  eu  E  :  elle  oscille  entre  F  et  F'.  Considérons  alors 
le  mouvement  du  point  R  du  cercle  horizontal  FRF', 
qui  accompagne  T,  de  sorte  que  TR  reste  constamment 
perpendiculaire  à  AT  (ce  cercle  hoiizontal  est  représenté 
sur  la  figure  comme  rabattu  sur  le  plan  vertical).   On  a 

(9) 


vit.  de  T 

TR 

vil.  de  P        EP 

vil.  de  R 

-AR' 

vil.  de  T  ~  ET 

•     /  vit. 

de  py- 
de  R/    " 

TR2     EP2 

AR2  ET2 

EF2— ET2  EP^ 
AF2         ET2 

(.0) 


/  EF2        \  EP2 

'vËT^-VÂFi 

/EP2    _      \    EP2 

EP2_EB2  EP2 
ÂF^         ËIT^ 
AE.ND   EF2 


AF2      ET2' 
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on  a,  comme  tout  à  llieure, 

(3)  (vit.  de  P)2  =  2^.ND, 

de  sorte  que,  en  posant  y  =  /i^^ 

(„)  (Vit.  de  R)^==  ÂÏ^^^ËFF  =  "^^^'^4"!' 

par  suite,  la  vitesse  de  R  reste  comprise  entre  un  maxi- 
mum 7iAF,  et  un  minimum  «AFcos:^a,  et  la  période 
de  la  rotation  de  R  sur  la  circonférence  2t:AF  reste 
comprise  entre  les  limites 

(12)  —      et      — secia, 

a  II  - 

d'où 

I  27r4 /—  <  période  d'oscillation  double 

i  /^     .    . 

\  <  2  7r4  /  -  secia, 


(i3) 


comme  tout  à  l'heure. 

Si  R  était  l'extrémité  d'un  pendule  conique  attaché 
en  O,  sa  période  serait 

27:  /ÔA 

(14  )  =   2  71  4/    , 

n  \      g 


et    le   pendule    conique  de  période —^séc  ^  a  aurait  une 
lengueur 

(  1 5  )  /  sec  .r  a  =  » 

-  I  H- rosa 

de  sorte  qu'il  devrait  être  attaché  au  point  O'  tel  que 
(iG)  00'=  /  tangî^a. 

Dans  la  méthode  précédente,  un  mouvement  oscilla- 
toire a  été  renq)hicé  par  un  mouvement  continu  sur  un 
cercle,  de  sorte  (|ue  sa  vitesse  varie  dans  nu  f'aihle  iuler- 
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valle,  el  l'on  en  déduit  une  limile  supérieure   et  infé- 
rieure de  la  périodicité. 

Les  lonclions  elliptiques  qui  donnent  les  solutions 
exactes  s'introduisent  par  les  transformations  précé- 
dentes. 

En  effet,  dans  le  cercle  AQD,  on  a,  d'après  (4), 


('7)     {  

^   /        AD  AN  / ^-^^-  . 

en  posant 

AD 

(i8)  x5=  — jT  =  sinHx, 

Ail. 

de  sorte  que  ^a  est  l'angle  modulaire;  par  suite 
(19)  nt-^z=J'^  =F('^,/.), 

dans  la  notation  de  Legendre,  ou 

(  20 )  o  =  ixm(nt  -+■  t,  y. ), 

dans  la  notation  de  Jacobi. 

Dans  la  notation  du  Gudermann,  en  posant 

nt  -T-  s  =  u, 
l   cos{()=(\nu,  sin|0  =  xsn//, 

(ui)  <   AP        -ABsnfi,         EP       =  AE  rln /^ 


J^a  période  T  du  peiidule  est  donnée  par 

r 

, ,,,,)  ,,T  :-  4   T"  ^  -  4K,         T  =  4IV1/-I 

de  sorte  que  les  limites  (())  donnant 
(23)  ^<K<A> 
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cl,  en  prenanL  la  inoyeniie  géoméuique  des  limites, 

(24)  I^~-^- 

Celle  foi  nulle  est  exacte  .'i  moins  de  i  pour  loo  ou 
de  3  [)Oiii'  I  oo  des  angles  modulaires  (:^  a)  éganx  à  45** 
ou  6o". 

Dans  le  cercle  FRF',  en  désignanl  par  à  l'angle  EAR, 
on  a,  d'après  (i  i) 


d'b  ET  /         TR2 


(9.5) 


dt       '*EF       "1/    ■        EF2 


V' 


Par  suite 


(26)  nt  -^  z'  =F('\i,y.),         à  =  am{nt  ^  z',y.), 

(27)  AT  =  AEtang-  =  AFcos'i, 

/    «X  6a  , 

(20)  tancf-  =  tanp;  -  en  r.  f  =  «i  -i-  î  . 

Comme  les  arguments  //  =  iil  +  s  et  t'  =  lU  -\-  t'  dif- 
fèrent de  K,  on  peut  employer  les  relations  qui  unissent 
les  fonctions  ellipli(]U('S  dont  la  différence  de  phase 
est  K  : 

.  /■  sn  w  cnu 

(  20  )  c  11  p  =  — ; >  s  n  t?  =  -j »  •  ■  •  • 

fin  a  (In  u 

M.  Apjx'll  a  ainsi  utilisé  le  inouvem(;nl  du  |)endule 
ponr  mettre  en  évi(len(;e  la  doiihie  péi  iodicilé  des  fonc- 
tions ellij)ti(|ues. 

Siipj)os()ns  (jiie  la  pesanlciir  soit  loiil  à  coup  changée 
de  sens  (|ii.'ind  I*  csi  en  15  (Ce  (jui  [)eul  èlre  léalisé  dans 
lin    pciidiilr    iiial(^ii(  I .    p.ir   I  .nldilion   on    la   suj)j)n'ssion 
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d'un  poids  puisque  le  pendule  reste  un  instanl  en  repos)  ; 
P  oscillera  alors  sur  l'arc  BEIV  et  donnera  lieu  à  des 
fonctions  elliptiques  du  module  complémentaire  ■/, 
donné,  d'accord  avec  (28),  par 

(3o)  cot  -  =  cot-  cn(i',  A-  ). 

Mais  un  changement  de  signe  de  ^  dans  (28)  chan- 
gera m  en  Jii  et  v  en  vi^  de  sorte  que,  sur  l'are  BEB', 

(3i)  lang  -  =  tang- cn((^j,  A'); 

donc 

ci\{vi,  k)cniv,  A')  =  i, 

relation  fondamenlale  pour  le  changement  de  l'argu- 
ment réel  en  argument  imaginaire  du  module  complé- 
mentaire. 

De  cette  manièie  la  double  périodicité  apparait  en  in- 
tégrant le  long  d'un  cercle,  au  lieu  de  le  faire  sur  le 
contour  d'un  parallélogramme  de  périodes. 


[P6e] 

SUR  LES  TRANSF0HM\T10\S  DE  CO\TACT 
DA\S  LE  PLA\; 

Pau  m.  Ernest  DUPORGQ. 


Le  hut  de  cette  Note  n'est  pas  d'exposer  des  résultats 
originaux,  mais  de  montrer  comment  la  notion  des 
transformations  de  contact  mérite,  par  suite  de  sa  por 
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tée  et  de  sa  simplicité,  d'être  introduite  dans  l'enseigne- 
ment de  la  Géométrie  analytique.  Nous  nous  bornerons 
pour  simplifier,  au  cas  du  plan. 

1.  Soit,  en  Coordonnées  cartésiennes, 

l'équation  d'une  courbe  A  dépendant  de  deux  para- 
mètres a,  1^.  Ceux-ci  peuvent  être  considérés  comme  les 
coordonnées  d'un  point  a,  de  sorte  qu'à  tout  point  a 
du  plan  correspond  ainsi  une  courbe  A-  Si  a  décrit  une 
courbe  («),  A  aura  une  enveloppe  (A),  dont  l'équatiou 
s'obtiendrait  en  éliminant  a  et  [j  entre  ré(pialion  (i), 
l'éqviation 

(•2)  cp(a,  ?)  =  o, 

de  la  courbe  A,  et  enfin  la  relation 

(3)  :^  =  :^. 

La  courbe  représentée  par  l'équation  (3)  coupe  la 
courbe  A  aux  points  où  celle-ci  touclie  son  enveloppe. 
Or  cette  équation  (3)  n'(^st  pas  modifiée  si  l'on  remplace 
la  courbe  («)  par  une  autre  la  toucbant  au  point  «,  car 
cp^et  cpr^  varient  alors  proportionnellement.  La  courbe  A 
continuera  donc  à  toucber  son  enveloppe  aux  mêmes 
points;  par  suite,  les  diverses  courbes  (A),  qui  corres- 
pondent à  des  combes  (r/)  tangentes  entre  «lies  au 
point  «,  se  toucheront  entre  elles  aux  points  où  elles 
touchent  la  courbe  A. 

fLu  résumé,  la  tiansCormalion  <]ui  associe  les 
courbes  (A)  aux  courbes  (a)  conserve  les  contacts  : 
c'est  une  transfoiinalion  de  contact.  On  la  définit  en 
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faisant  correspondre  une  courbe  à  tout  point  du  plan, 
d'une  manière  quelconque. 

2.  On  peut  interpréter  autrement  les  équations  pré- 
cédentes. Considérons  x,  y  comme  les  coordonnées  d'un 
point  fixe  b  et  a,  ^3  comme  des  coordonnées  courantes  : 
l'équation 

(0  f{x,y,^,^)  =  » 

représente  alors  une  courbe  B,  et,  en  éliminant  a,  ^ 
entre  les  équations  (i),  (2)  et  (3),  on  exprime  que  B 
touche  la  courbe  (a)  définie  par  l'équation  (2).  La 
transformation  de  contact  qui,  à  tout  point  è,  associe  la 
courbe  B  est  la  transformation  inverse  de  la  précédente, 
et  la  courbe  (A)  peut  encore  être  définie  comme  le  lieu 
des  points  b  tels  que  les  courbes  B  correspondantes 
touchent  la  courbe  [a). 

3.  On  peut  encore  définir  une  transformation  de 
contact  en  partant  de  deux  équations  arbitraires 

f{^,y>  3t,  ^)  =  0, 

?(-2^j7'  =''  P)  =  o, 

(léi)endanL  chacune  des  deux  paramètres  a  et  ,S.  Pour 
chaque  couple  de  valeurs  de  a,  |j  on  a  les  équations  de 
deux  courbes  A  et  B,  coricspondantes.  On  a  bien  ainsi 
une  transformation  de  contact  :  considérons,  en  effet, 
a  et  ^j  comme  les  coordonnées  d'un  point  /// ,  la  trans- 
formation [A,  m],  qui  associe  le  point  ///  à  la  couibe  A, 
est  une  transformation  de  contact,  d'après  le  précèdent 
parai;raphe^  et  il  en  est  de  même  de  la  Iranslornia- 
lioii  I  ///,  B],  en  vertu  du  premier  paiagrapbe.  La  trans- 
formation   [A,  lî]   s'obtient  donc  comme   le   produit  de 
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deux  Iransfonnalions  de  contact  :  elle  est  donc  visible- 
iiienl  aussi  de  contact.  En  résumé  : 

On  peut  définir  une  transfoiination  de  contact  dans 
le  plan,  en  associant  deux  à  deux  des  courbes  dépen- 
dant chacune  de  deux  paramètres. 

4.  Ou  peut  généialiser  encoie.  Considérons  niainte- 
nanl  deux  courbes,  A|  et  Ao,  déiinies  par  les  équations 

/lia;,  y,  a,  ^,7)  =  0, 

dépendant  de  trois  paianiètres  :  à  chaque  couple  ainsi 
obtenu  faisons  correspondre  une  courbe  B,  dont  l'équa- 
tion 

?(^. .?',«,  P>  Y)  =  o 

contient  les  mêmes  paramètres. 

Assujettissons  maintenant  les  combes  A,  et  Ao  à 
toucher  respectivement  deux  courbes  fixes  (Aj)  et  (Ao), 
ce  qui  revient  <à  lier  les  paramètres  a,  3,  y  par  deux 
relations.  Les  courbes  B  auront  une  enveloppe  (B). 

Soient  A",  A",  B"  trois  positions  correspondantes  des 
courbes  A,,  A2  et  B.  Nous  allons  voir  que,  si  l'on  rem- 
place (A,)  et  (Ao)  par  deux  autres  courbes  touchant 
respectivement  aux  mêmes  points  les  courbes  A"  et  A", 
la  couibe  (B)  sera  lemplacéc?  par  une;  autie  ([ui  loudieia 
aussi  B"  aux  nu'rmcs  points.  Il  sulfit  évidemment,  pour 
cela,  de  voir  qn'il  en  est  bien  ainsi  si  l'on  modifie  seule- 
ment la  courbe  (A,)  :  or,  dans  ce  cas,  puisque  A2  doit 
loucher  (Aj),  les  paramètres  a,  Ji,  y  sont  déjà  liés  par 
une  relation  fixe,  de  sorte  que  A,  et  B  ne  dépendent 
plus  (pie  de  deux  paramètres.  On  se  trouve  donc  ramené 
;iu  cas  du  [)aragr'aphe  précédc.'ul. 
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5.  Le  raisonnement  qui  précède  pourrait  évicleniineiit 
s'étendre  au  cas  où  l'on  considérerait  n  courbes  dépen- 
dant de  11  paramètres  arbitraires.  On  verrait  alors  que  : 

Un  ensemble  de  n  coufhes  dépendant  de  n  para- 
mètres, si  L'on  assujetti t  (n  —  i)  d'entre  elles  ii  toucher 
des  courbes  fixes,  la  /i''""^  touchera  son  enveloppe  en 
des  points  qui  ne  dépendront  que  des  points  de  contact 
des  i^n  —  i)  autres. 

Rien  n'empêche,  évidemment,  de  supposer  qu'un 
certain  nombre  des  n  courbes  envisagées  soient  confon- 
dues :  si,  par  exemple,  p  d'entre  elles  sont  confondues 
en  une  seule  courbe,  il  suffira  d'assujettir  celle-ci  à 
toucher  p  courbes  fixes.  Remarquons  d'ailleurs  que 
certaines  courbes  peuvent  être  des  cercles  de  rayon 
nul  :  on  assujettit  alors  des  points  à  décrire  des  courbes 
fixes. 

6.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  vérifier  que  la 
transformation  du  n"  1,  à  lacpielle  peut  évidemment  être 
ramenée  toute  transformation  des  conlacts,  conserve 
V ordre  des  contacts.  Il  sera  facile  d'en  déduire  la  géné- 
ralisation de  tous  les  résultats  précédents,  en  tenant 
compte  de  l'ordre  des  contacts. 

7.  Nous  terminerons  par  (juelques  applications  :  la 
première  nous  fournira,  relativement  aux  anticaustiques 
par  réfraction,  des  résultats  bien  connus,  mais  (|ui  sont 
loin  d'êlre  aussi  intuitifs  (pie  certains  Ouvrages  de 
Plijsi(pie  semblent  lad  mettre. 

A  cet  edc't,  considéi'ons,  comme  ensemble  d»;  trois 
courbes  dépendant  de  trois  [)aramètres,  liois  cercles 
concentriques,  fo,  (î  et  (/,   le   premier  ayant  un  rayon 
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iiuJ,  et  les  autres  des  rayons  /•  et  /■'  tels  que 
r'  =  Kr         (K  const.). 

Si  le  point  w  décrit  une  courbe  (to)  et  si  le  cercle  C  a 
une  enveloppe  (C),  le  cercle  C  aura  une  enveloppe  (C)^ 
d'après  ce  que  nous  avons  dit  au  n"  4,  les  points  ui'  où 
C  touchera  cette  enveloppe  ne  dépendront  que  de  la 
tangente  en  to  à  la  courbe  (w)  et  de  la  tangente  à  (C)  au 
point  m  où  cette  enveloppe  touché  C.  Or,  si  l'on  rem- 


place (w)  et  (C)  par  leurs  tangentes  en  w  et  en  ///,  l'en- 
veloppe de  C  est  évidemment  une  droite  passant  par  le 
point  commun  à  ces  tangentes.  On  obtient  ain.>>i  le 
point  ih\  et  l'on  retombe  sur  la  construction  d'Huygens, 
qui  se  trouve  ainsi  établie,  dans  la  théorie  des  ondula- 
lions,  pour  le  cas  général  où  la  couibe  dirimante  et 
l'onde  incidente  ne  sont  pas  des  droites,  cas  auquel  on 
se  borne  généralement  pour  démontrer  la  construction 
du  rayon  réfracté,  que  l'on  étend  ensuite,  sans  en  mon- 
trer la  raison,  au  cas  général,  comme  si  l'on  admettait 
l'existence  eilective  des  rayons  lumineux. 

8.  Comme  seconde  application  considérons,  plus  gé- 
néralement, «  cercles  concentriques,  C|,  C2,  .  .  .,  G,/, 
dont  les  rayons  /•,,/■;.,  .  .  . ,  r„  sont  liés  par  une  l'clalion 

/(/•|,  r,,  .  .  .  .  r„  )  r    o. 
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L'ensemble  de  ces  n  cercles  dépend  de  «4-1  païa- 
mètres.  En  leur  adjoignant  leur  centre  commun  oj 
(cercle  de  rayon  nul),  on  a  bien  ii  +  1  courbes  dépen- 
dant de  /i  +  I  paramètres.  Si  les  cercles  C,,  Co,  .  .  . ,  C„ 
touchent  des  courbes  données  (C(),  (Co),  .  .  .,  (C,^),  le 
point  o)  décrit  le  lieu  des  points  dont  les  distances  nor- 
males à  ces  courbes  sont  liées  par  la  relation  donnée  : 
la  tangente  à  ce  lieu  ne  sera  pas  modifiée  si  l'on  rem- 
place les  courbes  (C,),  (Co),  •••  par  leurs  tangentes 
aux  points  de  contact.  Soit 

D,  =  X  co&'^i-T- y  sinç>,  —  />,  =  o 

l'équation  d'une  de  ces  tangentes;  le  lieu  de  co  est  alors 
/(D,,D2,  ...,D„)-o; 

les  paramètres  directeurs  de  la  normale  en  to  sont  donc 


et 


>  cosœ,/n,. 

Jmd 
1 

H 


On  voit  ainsi  (jue  la  direction  de  la  normale  est  bien  la 
résultante  de  vecteurs  portés  sur  les  «  normales  aux 
courbes  (C/),  issues  de  co,  ces  vecteurs  étant  respective- 
ment proportionnels  aux  «  dérivées  partielles  de  la 
fonction  /(;■(,  7  ;,,..,, /•„').  Ce  résultat  est  d'ailleurs 
bien  connu. 

On  pourrait  multipliei-  les  applications  de  ce  genre  : 
nous  espérons  avoir  l'ait  suffisamment  apparaître  la 
iécondité  de  la  méthode. 


(  '^M  ) 

[K2c] 
1\01YELLE  DÉ.lIO\SrRATIO\  DU  THÉORÈME  DE  FEIEUBACII; 

Par  m.  V.  HIOUX. 


En  associant,  an  cercle  inscrit  dans  un  triangle  ABC, 
un  quelconque  des  trois  cercles  ex-inscrits,  le  théorème 
de  Feuerbacli  peut  être  démontré  comme  il  suit  : 

1°  Soit  S  le  point  de  rencontre  de  la  bissectiice  inté- 
rieure de  l'angle  A  et  du  côté  BC  ;  si  du  point  S  on 
mène  la  seconde  tangente  au  cercle  inscrit,  elle  sera  pa- 
rallèle à  la  tangente  AT  en  A  au  cercle  circonscrit. 

En  effet,  dans  l'angle  ATB,  à  cause  de 

TB  X  TG  =  Ti\ 

les  droites  AB  et   AC  sont  antiparallèles,  d'où  résulte 
l'égalité  des  angles  TAS  et  AST,  puisque  chacun  d'eux 

est  égal  à  f  B  H j  • 

Soit  ST'  la  seconde  tangente  au  cercle  O  menée  de  S  : 
elle  est  symétrique  de  la  première  ST  par  rapport  à  SA 
et  Ton  a 

T'SA  =  TAis. 

Les  deux  droites  AT  et  ST'  font  donc  avec  AS  des 
angles  alternes-internes  égaux  et  sont  donc  parallèles. 

2"  Au  cercle  inscrit  O  associons  le  cercle  O',  ex-insciit 
dans  l'angle  A,  et  menons  la  perpendiculaire  AH 
à  BC. 

Sur  la  droite  AS  les  centres  O  et  O'  et  les  centres  de 
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simililude  A  et  S  des  cercles  O  et  O'  formeiil  une  divi- 
sion harmonique;  il  en  est  par  suite  de  même  de  leurs 
projections  sur  le  côté  BC.  Ainsi  P',  P,  S  et  H  forment 
une  division  harmonique.  On  voit  que  le  milieu  A' 
de  BC  est  aussi  le  milieu  du  segment  PP'  et  l'on  a  donc 
la  relation 

A'S  X  AH  =  X'P\ 

Le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC  passe  par  A' 
et  par  H.  Si,  par  conséquent,  en  prenant  A'  pour  ori- 
gine et  A'P  pour  puissance  d'inversion,  on  forme  la 
(iiiure  inverse   des   cercles    O   et   O'   et  du   cercle    des 


neuf  points,  les  deux  premiers  se  transforment  en  eux- 
mêmes,  puisque  A'P  est  tangente  au  premier  el 

A'P'=  A'P, 


tangente  au  second.  Quant  au  cercle  des  neuf  points,  il 
a  pour  inverse  une  droite  passant  par  S;  celte  droite  est 
parallèle  à  la  tangente  en  A'  à  ce  cercle.  Mais  cette 
langcnle  est  parallèle  à  AT,  puisque  A  et  A'  sont  les 
sommets  homologues  de  deux  liiangles  honiolliéti([ues. 
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La  droite  en  question  coïncide  par  conséquent  avec  la 
seconde  tangente  commune  T'S  aux  cercles  O  et  O'. 

Donc  le  cercle  des  neuf  points  est  tangent  à  chacun 
des  cercles  O  et  O'. 

Les  points  de  contact  se  déterminent  facilement. 


[I3a] 

SlIR  LES  CO^'GRLENCES  IDEXriQlES; 

Par    m.    MiCHAEL    BAUER,    à   Budapest. 


D'après  les  éléments  de  la  théorie  des  nombres,  on 
sait  que  les  nombres  relatifs  premiers  avec  Ji  forment 
les  racines  de  la  congruence 

(i)  a?<p'")— i  =  o         (moàn). 

Si  l'on  désigne  ces  racines  par  les  lettres 

/■i,     /-a,      ...,     r^^t,^         (mod/î), 

il  est  évident  que  ces  nombres  forment  aussi  les  racines 
de  la  congruence 

(2)  1  j  (a? —/■;■)  E=  O         (mocl«). 

i  =  \ 

Ainsi  les  congruences  (i)  et  (2)  ont  les  mè(nes  racines 
et  le  même  degré.  Enlin  on  sait  (pic,  si  ti  est  un  nombre 
premiei",  on  a 

a-/'-'  —  •— I  I  (^ — '''■)         (mod/j). 


On  peut  se  demander  pour  (/uels  modules  on  a  la 
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congruence  identit/ue 

37?'"'  — I  =  Il  (.r  —  /•,)         (inod/t). 

i  =  l 

Celle  question  a  été  traitée  par  M.  Gruber  ('  ).  Dans 
la  présente  Note,  je  donne  une  forme  explicite  de  l'ex- 
pression 


I  I  (^  —  '■')         (mod  n 


et  j'en  tire  quelques  conséquences.  Mes  résultais  sont 
les  suivants  : 

Si  p  est  un  nombre  premier  impair  et 

n  =  p'!^ni         i  /n  ^  p  =  i  ) , 

on  a  la  congruence  i(Ienti(jue 

(I)  T~ï{x  — ri)  =  (xP-^  —  t)P^         (inodypTt). 

/- 1 

Si  |3  >>  I  e^ 

n  =  2p/«,         m  ^  I         (mod  i), 

on  a  In  congruence  identique 

yt"i  9  (71 1 

(lia)  Yl{cc-ri}  =  {x'--if^  (mod2p). 

Cette  dernière  congruence  peut  être  complétée  par  la 
suivante,  qui  est  vraie  pour  tout  module  pair  et  dont  la 


(')    Math,    und    natunviss.    Bcrichte    ans    Ungarn,    IJd    XIII, 
p.  4i:i-/|i7. 
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vérité  est  évidente  : 

cpi/Ji 
(lU)  TT(a:  —  /7)  =  (37 -!)?(«'         (moda) 

i=l 

J'eniploirai  ces  identités   pour  résoudre  Ja  question 
suivante  : 

d  étant  un  diviseur  de  n,  pour  (/uelles  valeurs  de  d 
et  de  n  n-t-on  la  congruence  identique 

x^(»)~i  =1   I  (a;  —  77)         (mode?)? 


La  Table  suivante  donne  la  réponse;  dans  cette  Table 
p  désigne  un  nombre  premier  impair,  q  un  nombre  pre- 
mier de  la  forme  a'' -h  i  : 


•'■^'      '^1  1'^''      (les  facteurs  <jr^  sont  diiïérents), 


4, 
■xcj. 


i"   Soi(!nt 


t\.        t-2.        •  ■  ■  ,       1(^11)1 


les  nombres  relatifs   premiers  avec  /?,  (jui  sont-<;/7,  et 
introduisons  l'expression 

F«(-r)=JJ(^-//). 
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D'abord  il  est  évident  qu'on  a 

F„(a:-)  =  j   î(x  —  /•,)         (mod  ri), 

3)     1  Fij{x}  =  xP-^~\-i- p  <P(x), 
F^ix)  =x  —  i, 

F,,{x)  =(x  —  i){x  —  3),       Fi(x)  =  x'i—i       (mod4), 
F,i(x)^(x  —  i)9'-">        (nioda),  /i  =  o       (moda). 

2".  Nous  démontrerons  que 

(4)  Ffjo.(x)~(xP-^—i)p''~'         (modpo.). 

Avant  tout  nous  prouverons  l'identité 

(5)  F,,p+,{x)~[Fj,Hx)]P         (mod/7p). 
Soient  les  nombres  relatifs  premiers  avec/»P  et  <;/>'^ 

alors  on  a 

Cependant 

JJ(r  -  z,—  n>p^)^  F^K^)  -  "'P'^^.~fz~^ 
/  =  1  (■ 

=  Fp?{x)  —  mp^  G{x)        (mod^P+»), 

cl  ainsi 

r-i 

F,,:u.(x)-^Yl[F,,?{x)-mp?Gix)] 

m  =0 

p-l 

=  [F,,f^(x)]P  —  p?G{x)[Ff,?{x)\P-^  2  n> 

in  —i) 

(m()d/>P+'), 
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d'où  vient,  puisque 

que 

(5)  ¥,,'^+^{x)  =  [¥,,'i{x)]i>         (mod/)P+»). 

Cette  identité  donne  d'abord 

¥p^{x)  =  {¥,,(x)]p~  [{xi'-^—  I)  4-/>*(a-)]/'=  {xi>-^  —  \)i' 
(  mocl/>'^  ). 

Supposons  maintenant  qu'on  ail 

¥j,'>.-^(x)  =  (.T/'-'  — i)/'"'         (mod/)"^-'), 
c'est-à-dire 

¥,,'j.-x{x)  =  {xi'-^—  i)/'"-  '-f-/>«-i  4>3,_i(iF). 

Alors  on  a,  d'après  (5) 

¥,,«.{x)~[¥,,'^-^{x)'\P         (mod/>a), 
et  ainsi 

(4)         ¥j>«.{x)^{xP-^  —  i)i>"-^'         (mod/?«).         C.Q.F.D. 

3°  Si  P  >  I ,  on  a 

(6)  ¥i<^{x)^{x^-—\f^-        (modaP). 
Les  nombres  relatifs  premiers  avec  2^+'  sont 

3,  5,      ...,  (-2^-1) 

(  iiiod  2P-t  1  ). 
-1,     -3,     -5,      ...,  -(9J-.) 

De  cette  reniarfjne  snit  immédiatement  la  congruence 

(7)  ¥i}+^{x)=^¥i'i{x)¥.X—x)        (niodv.P+i). 

Cependant 

¥^{x)^{x^—i)         (.mod/j) 
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et  ainsi 

F^^ix)  =  [:r2  —  I  +  ',  W{x)\  [x^—i-r-  i  T(—  X)]  =  (.r2  —  1)2 
(  mod  2'), 

Il  est  évident  qu(;  de  cette  manière  on  a  généralement 

(6)  F2.3(^)  =  (a'2— O^''"'         (modaP). 

4°  Si  d  est  un  diviseur  du  nombre  n,  on  a 

Ç  («I 

(8)  Fn{cc)  =  [Fa(x)]J^>         (modd). 

Pour  la  démonstration,  il  suffit  de  remarquer  que  les 
nombres  relatifs  premiers  avec  n  se  trouvent  dans  les 
suites 

dz  -h  (',, 

où 

désignent  les   nombres   relatifs    premiers   avec    d,    qui 

sont  <id.    Chaque   suite    contient -^-7-^- nombres     (71), 

qui  sont  relatifs  premiers  avec  fi.  L'identité  (8)  donne, 
avec  les  précédentes,  les  formules  (1),  (Urt),  (lU)- 

n. 

1°  Soit  d  uu   diviseur  de  n;  fjuand  a-t-oii  la   con- 
gruence  idenlit/ue 

(a)  a7'-p("'— I  =TT(r  — /■/ I         (nioch/)? 

i—l 

Si  la  congruence  (^a)  est  vraie  pour  un  modide  d,  elle 
est  aussi  vraie  pour  cliacjue  diviseur  de  d. 
Examinons  donc  la  congruence  identi(pie 

9  (n) 

(b)  arfi"'  — i  =TT(a7— /■,•)         (motl/0- 
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Cette  congruence  est  équivalente  d'après  (I)  à  la  eou- 
gruence 

{b')  (x/'-i— i)p-'  =  a7?'«'— I         (modp) 

et  ainsi,  il  faut  qu'on  ait 

(— i)P-'  =  —  1  (moJ/?), 

d'où  résulte 

n  =  . 

D'autre  part,   si  Ji  prend  ces  valeurs,  il  est  évident 
qu'on  a  la  congruence  [b). 

2"  On  n'a  jamais  la  congruence  identique 
(c)  a-?'"'  —  1=1   Xix  —  /•/)         {moàp-}. 

Les  valeurs  de  n,  que  nous  avons  trouvées  possibles, 

i     /»"  1 

sont  72  =:  ■  :  on  a  dans  ces  cas 

/  2/>«' 

cpin) 

{d)  I   I  (r —  /•,•)  =  (a-/'-'  — !>/''""'         Onody>*). 

1  =  1 

Or  a  <  I  et  ainsi 

d'où  vient 

(  a-/'  - '  —  I  )P"' '  =  (  ,r/'"~''/'-  "  —  !)/'        (  ini hI  />2  ). 

(fini 

Donc   II  (.r  —  //)   n'est  pas   congru   avec  rexprcssioii 
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3°  Examinons  la  congruence  identique 

Ç(n| 

(e)        37?^"'— 1=1  î(T  —  r,)  =  (x  —  i)f'-"^         (moda). 

Soit 

o(n)  =  î^'  l,         l  ES  i         (mod2). 

Nous  verrons  que  la  congruence  (e)  n'est  vraie  que 
dans  le  cas  où  /  =  i .  D'une  induction  totale  suit  d'abord 

ix  —  iY''^(x^''—i)         (moda), 
et  si  l'on  pose 

la  congruence  (e)  est  équivalente  à  celle-ci  : 

(j'  — i)/  =  j/— I  (moda),  /=i         (mod'i), 

qui  est  seulement  vraie  dans  le  cas  où  /  =  i .  Ainsi  nous 
avons  o(«)  =^  'i^;  d'où  résulte 

2^  j   I  Çs         (les  facteurs  qs  sont  diirérents). 
4°  La  congruence  identique 

ç  m) 

(/)  j;?'"'  — i=TT(ar— /■/)         (mod/,) 

est  seulement  vraie  dans  le  cas  où  n  =  /[.  Les  valeurs  n, 
que  nous  avons  trouvées  possibles,  peuvent  ètic  classées 
de  la  nianièie  suivante  : 


9.? 

(  ?>?.). 

,.;>r 

1. 

•?    1    2,1. 
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On  a  dans  le  premier  cas 

cc^  —  I  ^  (a?  —  i)(^ — 3)         (mod4)- 
On  a  dans  les  autres  cas 

o(n)  =  -2''         (h>i), 
en  conséquence 

TT(ir—  ri}  =  (r-^—i)^''-'         [(mod4),  /*  —  i  >  o]. 

i  —  l 

Or 

(ar^  —  \ )2'-"-  =  x^-'-'  —  I  -4-  2  ^(^), 

et  ainsi 

(fin) 

TT(a7  — /v)ss(a'2'— _,)2         (mod4). 

i  =  1 

Donc   I  I  (x — 77)   n'est  pas  congru   avec  l'expression 
372'' _j         (mod4). 

5"  11  reste  encore  à  discuter  le  cas  <7=  2j).  On  voit 
d'après  les  précédents  que  la  congruence  identique 

x^'.'t) — 1  =  1  I  (•2'  —  ''i)         (mod2/>) 

i  =  l 

ne  peut  être  vraie  que  pour 

et  que,  dans  ce  cas,  on  a  véritablement 
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AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES  (CONCOURS 
DE  1901).  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  MATHÉMATIQUES 
SPÉCIALES; 

Par  m.  a.  VâGQUANT, 

Professeur   au    lycée   de   Nancy. 


].  L'équation  générale  des  paraboloïdes  P  (')  qui 
sont  elliptiques,  puisque  la  section  par  le  plan  zOx 
est  une  ellipse,  est  de  la  forme 

A"^2^_(a:F-+-  ^yy-hiCx  =  o. 
La  section  par  le  plan  zOx  doit  être  l'ellipse 

h-, =  o         OU         u-x--\-a'Z^ — lao-x^o. 

cV-        b-         a 

Cette  section  étant  la  conique  représentée  par  l'équa- 
tion 

a2  x='-  H-  k!'z''-  -f-  '2  G  a--  =  o, 
on  aura 

a2        A"  G 

r^  ^^  — ï  — ~n>'> 

o-       a-       —  ab- 

d'où 

_G  „      -Ga 

3(2  =    ,  A     =   1-—  , 

a  b'^ 

et  l'équation  des  paraboloïdes  P  s'éci'it 

Ga    ,       G/  ^     y         „ 

b-  a\  OL-'  j 

Q 

OU,  en  supprimant  le  facteur  C  et  posant  -  =^ni^ 
(i)  a- Z--+- ù-(x  ■+- m  y)- —  iab-x  =  o. 

L'équation  tanyenlielle  des  paraboloïdes  P  se  déduit 

(')    Voi/'  l"t''ii((ui('  dans  le  Tome  précédeiil,  p.  tiH. 
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de  l'équation  ponctuelle  en  développant  un  déterminant 
connu,  ou  encore,  ce  qui  est  aussi  simple  ici,  en  élimi- 
nant x,y^  z  entre  les  équations 

/x  _  /;  _r.  _  fi 


'}'  -h    iV^  +  I  =:  O. 


On 


b-(T  -T-  ru  y)  —  ab- 
II 
_  b-mix -\- iny]        a-z        — ab'-jr        — ab- ni 


d'où 


my  = 


nui  —  t' 


a{  mu  —  V) 
—  (  av  -f-  m) 
ni(niu  —  v  ) 


L'équation  tangentielle  est  donc 


ou 


^>y 


mu (av  -h  m) ww--i-  mu  —  v  =z  o 


a-  V- -+-  b-  m^  IV-  —  j.ani-  ii  -+-  'xaniv  =  o. 


2.   Les  focales  demandées  sont  les  coniques  du  fais- 
ceau 

a- 1>-  -+-  b-  m-  iv-  —  •xani^  ur  -f-  .* amvr  -*-  X ( î<^  -+-  v- -i-  tv^ )  =  o 


X «2 _^  ( ^2 _i_  X )  ^.2 _|_  ( ^2  ffi'i -i-  X )  (i'2  —  xa nt^ ur  -f- 1 cumr  =  o. 

L'équation  en  A,  qui  les  donne,  s'obtient  en  égalant 
à  zéro  le  discriminant  de  cette  équation  homogène  en  «, 

X  O                 o  —  ani'^ 

o  a--\-  )'            o  am 

o  o  b'^  /n-  4-  X  o 

-  ani-  ani               r>  n 


(  26:  ) 

ou 

—  À  «2  „j2  (  ^2  „j2  _f_  X  )  _  ff  2  ,„  i  (•  (^2  _|_  /  ^  (  ^2  „j2  _^   ^  )  _  o_ 

d'où 

è2/;^2_|-X  =  o         OU         X=  —  b'-ni- 
et 


«i-  (  rt-  -I-  X  )  -î-  À    =:   O  ou 


1  -h  in- 

Par  suite,  les  équations  tangentielles  des  focales  sont  : 

—  W^ m-  u-  -+-  ( «2  —  1)2  ffi-2  j  1,2  —  zani-  iir  -+-  '2 anwr  =  o 
OU 

(F  )     b-  m-  lû  -h  {b'^  ni'^  —  a'^)  v^n-  'i  ani-  iir  —  i  ainvr  =  o 

et 

—  a-  ni-  u--^  a-v--^  [b- ni-{\  -r-  ni-)  —  a- ni'-\  w^ 

—  2am-(  I  -+-  ni-)  ur  -+-  iajn{\  -f-  ni-)vr  —  o 
OU 

i  a-  in'^  II- —  a2(,2_i_  (  ^i —  ^2 —  b-  ni-  )  in^  W- 

(*) 

(  -+-  '2.ani-{i  -+-  ni^)iir  —  iani{i  -+-  ni'-)vr  =  o. 

La  parabole  F  est  située  dans  le  plan  des  xOy;  c'est 
l'enveloppe  du  plan 

ux  -h  vy  -+-  /•/  =  o. 

La  parabole  $,  qui  a  même  axe  que  F,  est  située  dans 
un  plan  perpendiculaire  à  xOy\  on  trouve  les  cooi-don- 
nées  de  ce  plan  en  résolvant  les  érpiations 

-»!>=()  -4>,,  =  0,         -<b    =0,         -1»  =0; 

■-'.  ■>,  ■'.  ■>. 

mais  il  est  plus  simple  de  reiuar(pi(;i'  que  1  axe  comiiuiiii 
des  paraboles  F  et  fl>  est  aussi  l'axe  de  la  paraixde 

(  J7  -f-  niy  )-  —  ■}.  a ^  =  o, 
section  du  pntaholoMJe  P  par  le  plan  xO  y. 


(  268  ) 
Los  cordes  perpendiculaires  à  l'axe  de  celte  parabole 
ayant  pour  coefficient  angulaire  m,  l'axe  a  pour  équa- 
tion 

X  +  my —  a  -\-  m{x  -(-  my)  m  =  o 

ou 

( I  -+-  m- )  (x  -h  my)  —  a  =  o; 

c'est  aussi  l'équation  du  plan  de  la  focale  <ï>. 

Les    équations    tangentielles    du    cône    ayant    pour 

sommet  l'origine  des  coordonnées  et  pour  directrice  ^ 

sont  : 

r  =  o, 

a- m^  u- —  a-i>-  -h  (c^ —  b-  m- )  m-w-=  o. 
L'équation  ponctuelle  de  ce  cône  est 


y 


a^m-        a-        m-(c^ — b^m'-) 

ou 

(c2—  b^-m^-){x^—  ni'^ y^- )  ■+■  a^-  z^-  =  o. 

On  peut  dire  que  les  équations  ponctuelles   de  la  fo- 
cale <ï>  sont  : 

(  {i  + m''-){x  ^  my)~a  =  o, 

(2)  < 

(  ( c2  —  b'^ m- ){x-  —  m-y'^ )  -+-  a- z-  =  o. 

3.   L'é(juation  tangentielle  de  F  s'écrit 

(F  )        {b-u--^  b^v-  -+■  -xaur)  m-—  lavrrn  —  a^p-  =  o. 

Son  envelo{)pe,  (|uand  m  varie,  a  pour  équation  tangen- 
tielle 

rt2j,2^2_j_  fl'^^,■l^^lJlll'i._^  b-v^~i-  xaur)  =  o 

ou 

(3)  b''{  «--(-  i>-)  -+-  r{'iau  -h  r)  =  o, 

c'est-à-dire    une   (;()ni(|uc   ayaul    pour  foyers  les  exlré- 
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mités  du  grand  axo  de  l'ellipse  donnée.  Pour  trouver 
les  sommets  de  cette  conique  située  sur  Ox,  faisons 
V  =  o  dans  l'équation  précédente,  ce  qui  donne 


En  remplaçant  u  par et  /■  par  i ,  on  a  l'équation 

X-  —  lax  ~h  b-=  o 

définissant  les  abscisses  des  sommets,  savoir  Jt:=  a  ±  c, 
foyers  de  l'ellipse  donnée  E.  Ainsi  l'enveloppe  de  la 
focale  F  se  compose  déjà  de  l'hyperbole  H,  locale  de 
l'ellipse  E.  Il  faut  observer,  en  outre,  que  l'équation 
de  F  est  satisfaite,  quel  que  soit  vi,  si  l'on  a 


ou 


et  par  suite 


ce  qui  montre  que  la  parabole  F  est  tangente  à  la  droite 
de  l'infini,  lésultat  bien  connu,  et  à  la  droite  A  du 
plan  xOy^  représentée  par  l'équation 

_   b^ 
i.a 

Le  pôle  de  Oj-,  par  rapport  à  H,  est  un  point  O,  de  Ox 
ayant  pour  abscisse  —  ;  la  droite  A  est  donc  la  perpendi- 
culaire au  milieu  de  00 1. 

En  retrancbant  membre;  à  membre  les  écpiations  (F) 


p  =  0, 

a-->r  b^v^-h  •i.aiu 

■  =  0 

V  =  0, 

u{  b'-u  ■+-  y.ar) 

= 

0, 

«  =  0, 

r^  0, 

na 

/•  =  I, 

(  ^^-o   ) 
el  (3)  niulliplic'c  par  ///-,  on  oblituL 

{mr  -i-  ai'  )-  =  o. 

ce  qui  prouve  que  F  et  H  sont  bitaiif^eutes,  le  pôle  P, 
de  la  corde  des  contacts  ayant  poui-  éqiiation 

av  -i-  mr  =  o. 

Quand  m  varie,  le  point  P,  décrit  Oy;  pai-  suite  la 
corde  des  contacts  passe  par  un  point  fixe  0(,  pôle  de 
Oy  par  rapport  à  H;  mais  le  pôle  de  Oy  par  rapport  à 
une  parabole  F  est  aussi  O^  ;  la  parallèle  à  Oy  menée 
par  le  milieu  de  OOi  est  une  droite  fixe  tangente  à  F; 
on  retrouve  ainsi  la  droite  A.  (Cette  remarque  géomé- 
trique m'a  été  communiquée,  sous  une  autre  forme,  pai- 
M.  E.  Duporcq.) 

Ainsi,  en  faisant  abstraction  de  la  droite  de  l'infini, 
l'enveloppe  de  la  focale  F  se  compose  de  l'hyperbole  H, 
focale  de  E,  et  de  la  droite  A. 

4.   L'axe  de  <I>  a  pour  équation,  d'après  ce  qui  précède, 

(i  -4-  m"-  )  {x  -f-  niy }  —  a  —  c 

Ses  cooidonnécs  sont  : 

I  -+-  m''-  m{\  -f-  m-  ) 

Il  =    y  l'  = 

—  a  —  a 

En  éliminant  m  entre  ces  équations,  ou  obtient  l'équa- 
tion tangentielle  de  l'enveloppe  de  l'axe;  de  ^ 

I  H h  au  =  o 

ou 

a  11^-^  a--f-  p2  =  o. 

On  reconuait  l'équation  tangentielle  d'une  liypocjcloïde 
à  trois  rebioussemenls  ayant  poui-  axe  Ox. 


(  ^7'   ) 
En  coordonnées  poncliielles,  1  hypocycloïdc  est  délinie 
par  les  équations 

a 


T  -;-  m  V  — 


y 


•X  ain 


(i  H-  m-)' 

lam-  a{\  -t-  3  m-  ) 


y 


\  -^  Di-        (  I  -r-  m-  )-  (  t  -H  m- )- 

—  7.  a  m 


(  I  -T-  ni^  )2  • 


formules  qui   représentent  une  courbe    unicursale   du 
quatrième  ordre. 

On  trouve  aisément,  en  dérivant. 

,    _  'j.a/n(i  —  3  ni-  ) 
—  7.a(i  —  3ni^) 


y, 


y  X  — 


(i-f-  m2)3 


11  suffit  de  faiie  croître  //i  de  o  à  +  xj  pour  obtenir 
la  moitié  de  la  courbe  qui  admet  Ox  pour  axe  de  symé- 
trie. Les  points  de  rebroussement  sont  donnés  par  les 
trois  valeurs  de  ///(|ui  rendent  indéterminées  les  valeurs 

de  x^„  ^'^y'm-i  savoir  m  =  co  et  m  =  ±  -— • 

v/3 

Pour  m  =  X, 

a?  =  o,        ^  =  o,         y'x.  =  o,         point  O, 


y'x  =  —  /3,         |)..iiii  C. 


1 
ur  m  ■=  —-, 
v/3 

9*7 

(  '^1'^  ) 


pour 


v/3 


9« 


JK  = 


9« 

8  v/3 


j)/''j.  =  y/3,         point  G. 


uand  vi  croit  de  o  a  -— ^  x  croit  de  «  a  ^  et  )'  de- 

v/3  8 

croit  de  o  a ^—i^;  m  croissant  de  —=.  a  +  go,  a:  décroît 

8  v/3  v/3 

de  ^  a  O,  et  r  croit  de '——.  a  O.  Ainsi  m  croissant 

8  -^  8  v/3 

de  o  à    +  X,  on  a  la  moitié  de  la  courbe  loC'O;  par 
S}'niétrie,  on  a  l'autre  moitié  oiCO  {Jig-  •)• 


Fie. 


Un  plan  pei'pendiculaiie  à  l'axe  de  <I>  a  uiu'  é(juatioii 

de  la  forme 

ni  X  —  j>'  -f-  /■  =  o. 

Il   seia  tangent  au  sommet  d(î  <I>  si  ses  coordonnées 
liomoi^èncs  ///,   —  1,  o,  /■  satisfont  à  l'équation  (^I^i  ^^' 


(  -^1-  ) 

qui  donne 

«2  fn'*  —  a2  -h  2  am  (  i  +  in"^  )2  /-  =  o 
OU 

ad—  /«2  ) 

/•  = — , 

2  /?î  (  I  4-  ni  -  ) 

de  sorle  que  le  sommet  de  ^  est  défini  par  les  équations 


^y  — 


I  -+-  m'^ 


a{\  —  m2  ) 

mx  —  y  -\ —  =  o. 

2  «i  (  1  -I-  ni  -  ) 


En  les  résolvant  par  rapport  à  x  et  ]',  on  obtient 


l 


(4)  ^  ^ 

\  2  «i  (  I  -T-  m-  ) 

Ces  équations  représentent  une  cubique  unicursale, 
d'axe  Ox,  ayant  un  point  de  rebroussement  à  l'origine 

et  une  asymptote  x =  o  correspondant  a  la  va- 
leur O  du  paramètre  m.  Cette  cubique'  est  une  cis- 
soïde    {Jl^-    i)    dont    le    cercle   directeur    a    pour   dia- 

mètre-;  son  équation  ponctuelle  est 

a 

ix —  ■ j  ==  o         ou         2x{x--hj'-)  —  ay-  =  o 

'^  y- 

ou 


y  =±x k  /     '^^     , 
y    a  —  IX 


5.  Les  paraboles  F  et  <I>,  focales  l'une  de  l'autre, 
sont  telles  (pie  le  sommet  de  l'une  coïncide  avec  le  loyer 
de  1  autre,  et  inversement;  par  suite,  le  demi-païamètre 
de  la  focale  <I>  est  égal  à  la  distance  des  sommets  de  F 

Ann.  de  Mdl/u'rnat.,  '|'  >.ùv\r,  l.  II.  (Juin   lyoa.)  l8 
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et  ([>.  D'après  ce  qui  précède,  le  plan  langent  au  sommet 
de  *i>  et  perpendiculaire  à  sou  axe  a  pour  équatiou 

a(i  — 7?i2) 

mx  —  V  -i =  o. 

1  m  (  i -{-  m- ) 

De  même,  à  l'aide  de  l'équation  (F),  ou  obtient 

a^  —  b^-  m-  (  I  -H  /«2  ) 


mx  —  y 


iam{i  -+-  m'^} 


pour  l'équalion  du  plau  taugent  au  sommet  de  F  et  per- 
pendiculaire à  l'axe  commun  de  F  et  <I>.  La  distance  de 
ces  deux  plans  représente,  en  valeur  absolue,  le  demi- 
paramètre  --  d(i  la  parabole  <î>  ;  donc 


I  r«2m5 


b-  in-{\  -I-  m-) 


D'où,  en  élevant  au  carré, 

,_  [a"-— 6-(i  — /«-)J-/»2 

Le  coeflicient  angulaire  À  de  l'axe  de  la  parabole  <I> 

Il  I  1  >  •  1  o       '    '  • 

est ;  alors  m  =  —  ~  ■>  el  1  exnressmn  de  p-  s  eci-il 

m  k  ^  ' 

ou 

(5)  p^- 

ou,  en  |)osani 

À  =  tilllg  to, 


a2(,-4-X2)3 


À  2 


I  -f-  X2    \  IH-  X 


(  ^75  ) 
par  suite 


^  I  =  rt  cos  w  I  — :;  —  C0s2  t,j 


La   dérivée    de   />,    par   rapport  à  w,   est,    eu   valeur 
absolue, 


I/>'t,>  I  =  —  «  sinoj  (  —  —  cos-to  j  -+-  la  cos'^w  sinw, 
I  yj'f^  ]=       asina)|3cos-to -\  • 

Adoplous  la  formule 


c-  , 

p  =^  a  costo  (  — ^  —  cos-w 


et  faisons  croître  oj  de  o  à  --   La  dérivée  s'annule  en 

cliangeant  de  signe  pour  oj  =  o  et  coscl)=  — —  ou  o)=  p. 

a  y' 3 

Pour  co  =  o  on  a  le  minimum 


pour  (0  =  "i  on  a  le  maximum 


c 
P  = 


v/3\«'        3rtV        3aVî' 

La  valeur  de  n  est  nulle  noui'  (>)  =  ^  et  pour  eosto  =  - 
on  (0  ==  a  avec  a  <<  fj.  D'où  la  courbe  re[)rés(M»tant 
les  variations  de  p  (juand  (o  croit  de  o  à  "•  On  re- 
mar<pie  ('nsuile  que,  [)our  les  valtîurs  sup|)lénu;nlaires 
de  (1)  égales  à  -  —  co,  et  -  -i-(0|,  p  prend  des  valeurs 
égales  et  i\v.  signes  contraires.  D'où   la  courbe  I)(j'H'A' 


(  p.-o  ) 

symétrique  de  ARCI)  par  rapport  an  point  D,  représen- 
tant les  variations  de  /;  (juand  to  croit  de  -^  à  —  {Jif^.  2). 


Fig.  2. 


p> 

k, 

C 

A' 

0 

b/ 

;     \ 

\d 

/b' 

la. 

fi 

V   I 
C 

'^ 

Oj 

A 

D'ailleurs  il  suflit  de  faire  varier  (o  de  o  à  -  pour 
obtenir  toutes  les  valeurs  du  coefficient  angulaire  A  et, 
par  suite,  de  p. 


0.  La  suiface  -  engendrée  par  la  focale  <ï>  est  définie 
par  les  équations  (2)  de  celte  focale  dans  lesquelles  on 
regardera  ni  connue  variable,  c'est-à-dire  par  les  équa- 
tions 

/  a 


X  -1-  m  y  — 


O) 


I  -f-  m- 
(c- —  ù'/n-  )  (x-—  m- y-)  -^  a^z-  =  o, 


qu  on  peut  écrire 

X  ■+•  m  y 

X  —  my 


a 

I  -f-  m^  ' 

—  a(r-f-  in-)z^ 


c- —  b-  in- 
En  résolvant  ces  éipiations  j)ar  rapjtoi"l  à  x  et  y,  on 


obLic'iil 


(6) 


(  ^77  ) 

a[c^ —  b^m-  —  (i  -f-  m^  )--2-] 

2(1-}-  /«2)(c2—  62 /«2  ) 
«[C2—  b^m^-h  (l  -1-  »l2^222] 

2/>j(i -t- m2^((;2 — b^m^) 


On  voit  fjue  S  est  une  surface  uuiciirsale  admellant 
pour  j)lan  de  symétrie  xOy  et  zOx.  La  relation  entre  lu 
ei  z  définissant  la  section  de  S  par  le  plan  zOx  s'obtient 
en  faisant  jK  =  o  dans  les  équations  (6)  [ou  (i^)].  Cette 
relation  se  décompose  en 

m  =:  ce         et         c-  —  b-  ni-  -i-  (  i  -f-  ni-  )'^  ^^  =  o. 

De  la  premièr(î  on  déduit,  en  faisant  in  =  ce  dans 
l'expression  de  jc, 


—  îbi 
ou 

■?.b^- 
a 

c'est  l'équation  de  la  focale  <I>  située  dans  le  plan  zOx', 

ce  résultat  pouvait  se  trouver  dii-ectement  en  remarquant 

<|ue  l'on    connait  les  coordonnées  du  sommet  de  <t>  et 

l'expression  de  son  paramètie  en  fonction  de  m-^  en  y 

faisant  vi  =z  ce  on  obtient  pour  sommet  l'oiigine  O  et 
1/2  _  26- 

pour  naramèti'e  — i  (;'est-à-dire  la  parabole  z- x^=o 

^          *^  fi  ^  a 

du  plan  zOx.  On  obtient  le  res(e  de  la  section  par  1»; 
plan  zOx  en  éliminant  m  entre  les  équations 

c2—  b'^ni^-^  (r  -f-  nf^)'^  z^^  o, 

__    rt[c2—  è2m2  — (H-  /^2)ic2| 

9.  (  I  -T-  /h2  )  (  c2  —  b-  m'  ) 

d'où 

a  ,       a 

X  =  ,  m-  ~ I, 

I  -T-  ni-  X 

i)%\ I    I    _; ^>  _  „  fii u.  -2—0 

X-  X  x- 


(  ^78  ) 
ou 

(C,)  a{x^-^z^)  —  b^x  =  o, 

équation  d'un  cercle  C,  langenl  au  sommet  O  de  Tel- 

Hpse  E  avant  pour  diamètre  OOi  =  — • 

La  section  de  S  par  le  plan  zOx  se  compose  donc  de 
la  parabole  4>i  et  du  cercle  C| . 

Maintenant  pour  avoir  une  idée  de  la  surface  engen- 
drée par  la  focale  <I>  nous  nous  servirons  de  la  cissoïde  y, 
lieu  de  son  sommet,  de  riijpocycloïde  y,  enveloppe  de 
son  A%e,  de  son  paramètre  j)  et  du  cercle  C(.  Nous 
représentons  si\r  une  même  figure  y  et  r,. 

Si  l'on  considère  un  point  JNl  de  la  derni-cissoïde  OG, 

1^  ^^roite  OM   a  pour  équation  —  =  — ;  l'axe  INIT  de  la 

fqcale  ^  avanÇ^  son  sommet  en  M  est  une  tangente  à  r, 

et  a  pour  direction  j' = -x-^  elle  coupe  donc  Oxen 

un  pqint  N  tel  que  le  triangle  OMN  est  isoscèle.  Tant  que 
le  j)oint  N  sera  compris  entre  Q  et  0|,  le  foyer  o  de  la 
parabole  ^  sera  sur  la   direction  MA,  car  <I>  et  C|  se 

coupent.  Ou  a 

b-i 
00i=  —  <  6  <rt, 
a 

v.\.  le  ^ilievi  de  OOp  soit  I,,  est  tel  que  01,  <  -;  alors  le 

point  ]M,  de  y,  d'ab,scisse  Ql^,  est  tel  que  la  focale  <I> 
co;-;e5.pondante  se  réduit  à  une  droile  double  du 
plan  xOy\  en  effet 

^        a        1  H-  nt- 

d'oii 

«^  c-  »  -^o         I         ^^ 

rn^=  -z- ^  i  —  Yi'  lang2(o  =  /2_ — ^  := 

cos^oi  ^=  — : 
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co  =  a,  yj>  =  o,  et  le  paramètre  change  de  signe;  cela 
signifie  que  pour  oj  >>  a  le  foyer  de  <I>  se  trouve  sur  la 
direction  opposée  à  MN  ;  la  concavité  de  la  parabole  <ï> 
change  donc  de  sens,  par  rapport  à  la  direction  MN, 
quand  celte  parabole  devient   une  droite  double  M,  O, 

de  coefficient  angulaire  — • 

°  c 

Quand  le  point  mobile  M  arrive  à   l'infini  vers  G, 

X  ^  -[-  GO,    (0  =:   -  • 
2 

Il  est  maintenant  facile  de  suivre  le  mouvement  et  la 
déformation  de  la  parabole  O. 

Quand  to  croît  de  o  à  a,  /;  décroit  de  —  à  o,  et  la  con- 

^  'a 

cavité  de  $  est  dirigée  suivant  INJN  ;  quand  w  croit  de  a 

à  P,  p  croît  de  o  à —  ;  puis  />  décroît  de  —^ — -  à  o 

3a2  y/3  3  «2  y/3 

(luand  10  croît  de   3  à  -:  de  i)Ius,  de  to  =  a  à  co  =  -  la 

concavité  de  <ï>  est  dirigée  dans  le  sens  contraire  à  MN. 

Ensuite,  (piaiid  to  croît  de  -  à  7t,  le  point  M  se  déplace 

sur  la  denii-cissoïde  G'O  de  G'  vers  O  ;  on  a  les  mêmes 
résultats  en  sens  inverse^  ce  qui  se  voit  d'ailleurs  immé- 
diatement en  remarquant  que  zÇ)x  est  un  plan  de  sy- 
métrie pour  S. 

C'est  géométriquement,  à  l'aide  du  cercle  Ci,  que 
nous  avons  précisé  le  sens  de  la  concavité  de  <I>.  On  peut 
établir  le  même  résultat  analyti([uenicnt  en  cahnilanl 
les  coordonnées  (oTo,  jKo)  '^^  'f?  c'est-à-dire  du  sommet 
de  F.  On  trouve  aisément  (d'apiès  5) 

«2 -t- 6 ■- /«  ■- (  I -h /n2  ) 

a7o  = ^ • 

2  a  (  1  -f-  in^  y- 

D'autre  pail,  pour  le  point  ]M(.r,  y),  on  a  trouve^ 

~    2(1  -H  //l^)' 


(   28o  ) 
par  suite 

2a(i  +  m2)2  ~    2a(i-i-/H-)- 


et/  ~-~  OOq 


La  difTérence  x  —  Xq  s'annule  pour /;/-=:  ^  (to  =  a); 
elle  est  néîrative  pour  /7z->  y^  ou  À-<<  -—  ou  w  -<  a  et 
positive  pour  o)  ^  a,  en  eonsidérant  seulement  l'inter- 
valle (o,  -]  pour  oj,  ce  qui  est  suffisant.  Donc,  quand 

le  point  M  se  déplace  sur  y  de  O  en  M, ,  le  foyer  œ  de  <î> 
est  sur  la  direction  MN5  quand  il  se  déplace  de  M, 
vers  G,  cp  est  sur  la  direction  opposée  à  MN. 


CORRESPONDANCE. 


M.  d'Ocagne.  —  Sur  les  faisceaux  ponctuels  de  coniques. 
—  Le  théorème  que  j'ai  rencontré  précédemment  et  qu'un 
élève  de  Mathén^atiques  spéciales,  M,  Georges  Halley  des 
Fontaines,  vient  d'ytiliser  de  façon  fort  ingéqicuse  pour  con- 
struire les  tangentes  aux  cubiques  planes  (i),  peut  donner  Heu 
aqx  remarques  géométriques  que  voici  : 

Soient  O  le  centre,  I  un  point  double  d'une  involution  située 
sur  ijne  droite  et  dans  laquelle  A  et  B  sont  des  points  corres- 
))ondanls. 

I/égalitc  de  définition 

Ôï^=  OA.OB 
peut  s'écrire 

(OA  -t- AI)(OB  — IB)  =  OA.OB 


(')  Mènie  Tome,  p.  i33.  La  méthode  de  M.  des  Fontaines  s'ap- 
plique parlictilièrernent  bien  à  la  cubique  qui  se  rfieonlrc  dans  le 
(iri)hlci||c  d"a(linis>.i()r|  à  riiCDlc  l'ol vlerlirii(pic  eu   i')tii. 


(  ^8i   ) 

ou 

OA.IB  =  AI(OB  — IB)  =  M. 01. 

Elevant  au  carré  et  remplaçant  01    par  sa  valeur  ci-dessus, 
on  a 

OA  _  /lA 
OB  ~  VIB" 

égalité  susceptible  de  diverses  applications.  Combinée  avec  le 
théorème  de  Ménélaiis,  elle  montre  immédiatement  que  si,  sur 
chaque  côté  d'un  triangle,  on  considère  une  invohition  dans 
laquelle  les  sommets  se  correspondent,  et  si  les  centres  de 
ces  trois  involutions  sont  en  ligne  droite,  les  points  doubles 
de  ces  involutions  sont  aussi  trois  à  trois  en  ligne  droite, 
et  réciproquement. 

Considérons,  en  particulier,  un  faisceau  ponctuel  de  coniques 

kix--+-  K^y--^  A.^z^'-+'  Biyz  -^  B^zx  -^  Bzxy 

-!-  \  (G|^j  -H  C'îZX  -V-  Czxy)  =  o, 

dont  fasse  partie  une  conique 

Cl jK-  -f-  Cyzx  -!-  C^xy  =  o 

circonscrite  au  triangle  ABC  pris  pour  triangle  de  référence. 
Si  nous  coupons  par  l'un  des  côtés  de  ce  triangle,  z  ^  o  par 
exemple,  nous  avons  Finvolution  donnée  par  l'équation 

AiX-^iB^-h  }AZ^)xy  -i-  A2J -=  o> 

dont  le  centre  est  défini  par  la  condition  que  son  correspond 
dant  est  sur  la  droite  de  l'infini 

ax  -h  by  -^  c  z  =  Oy 

rt,  è,  c  étant  les  côtés  du  triangle  ABC.  Le  point  à  t'inlini 
sur  AB  satisfaisant  aux  équations 

^  =  0,         ax  -^  by  =  o, 

on  lire  de  rt''([iialioM  ci-dessus,  pour  son  correspondant,  centre 
de  riii\i>lulioti 

-      „  A,.r       A|r 

a  b 


(  -8^-  ) 
De  même,  les  centres  sur  BC  et  GA  sont  donnes  respective- 
ment par 

X  =  o,  — ^ — ! ^  =  G 


et 


7  =  0, 


A2.r 
b 

-!- 

A3S 

C 

c 

4- 

a 

Et  l'on  voit  immédiatement  que  ces  trois  points  sont  alignés 
sur  la  droite 

A,.r        AjjK        A3 -s 
abc 

Il  en  résulte,  en  vertu  du  théorème  ci-dessus,  que  les  points 
doubles  des  trois  involutions  sont  aussi  trois  à  trois  en  ligne 
droite.  C'est  le  théorème  qui  se  trouve  appliqué  dans  la  Note 
rappelée  plus  haut. 


COXCOIRS  GEi\ERAL  DE  1902. 


Composition  de  Mathématiques  spéciales. 

Soient  F  et  Fj  les  traces  d'un  ellipsoïde  (E)  et  de  son  cône 
asymptote  sur  le  plan  H  qui  passe  par  les  extrémités  A,  B,  C 
de  trois  iliamètres  conjugués,  loA,  'oB,  wC,  de  cet  ellipsoïde. 
On  sait  que  ces  traces  sont  des  coniques  concentriques  et 
homolhétiqucs. 

1°  Démontrer  que  le  rappoit  de  similitude  de  Y  et  Fj  ne 
change  piis  (|uihi(I  nu  fait  varier  soit  les  ti'ois  diamèli'es  con- 
jugués ojA.  10  b,  ojG,  soit  l'ellipsoïde  (E). 

2"  Cela  étant,  on  donne  trois  points  A,  B,  C,  non  en  ligne 
droite,  cl  l'on  rousidérc  Ions  les  ellipsoïdes  (E)  a^'ant  A,  B,  C 
comme  c\lr(''mil('s  de  trois  diiimètres  conjugués.  Montrer'  que 
ces  ellipsoïdes  et  leurs  cônes  asymptotes  sont  coupés  par  le 
plan  II  siii\iitil  lies  couiiiucs  (ixcs  V  i:\  Vi.  Soient  •i'x  et  '.'[i  les 
axes  de  1". 

3°  On  plein!  rcs  jixcs  comme  axes  de  coordonnées,  ain-i  qm- 
la    perpendiculaire   (J  z   au    plan    ABC.    I^piation  de  celui   des 
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ellipsoïdes  (E)  qui  a  pour  centre  un  point  donné,  to,  de  coor- 
données X,  y,  z. 

4"  Soient  P,  Q,  R  les  traces  sur  le  pian  ABC  des  axes  de 
symétrie  de  l'ellipsoïde  (E)  de  centre  to  :  le  triangle  PQR  est 
conjugué  à  T,.  Déterminer  le  cercle  Ci  conjugué  au  même 
triangle. 

5"  Montrer  que  les  points  P,  Q,  R  peuvent  dès  lors  être 
obtenus  par  l'intersection  d'un  cercle  C2  et  d'une  hyperbole 
équilatère,  H,  ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  de 
symétrie  de  la  conique  Fi- 

6"  Le  cercle  Co  coupe  l'hyperbole  équilatère  H  en  un  qua- 
trième point,  S,  que  l'on  construira.  Déterminer  les  puissances 
par  rapport  au  cercle  C2  de  l'origine  O  des  coordonnées  et  de 
l'orthocenlre  du  triangle  PQR.  Contruire  le  cercle  C,. 

7"  Cas  particulier  où  F  est  un  cercle. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLi:  POLYTECIIMOIE  M  1902. 


I 


Physique  et  Chimie. 

Physique.  —  I.  Télescope  de  NewtoUi 

IJ.  Détermination  du  poids  spécifique  d'un  corps  solide  par 
la  méthode  du  flacon.  Corrections  à  faire  aux  mesures. 

Chimie.  —  Préparation  du  forméne  (Cil')  et  de  l'élhy- 
lène  (C'^II'»).  Analyse  de  ces  deux  corps.  Indiquer  les  pro- 
priétés qui  permettent  de  les  distinguer  l'un  de  l'autre. 

Calcul  tuigoxométrique. 

Dans  un  triangle,  on   donne  deux  côtés  et   l'angle  compris. 

savoir  : 

h  =  548'",  5;'),         c  =  3i5'",8î, 

A  =  5()"  58' 5G"  ==  G6S™'",  6.(69. 
I.    Calculer  n.  r>   cl    C,   ainsi   que   la   surAice   S    à    l'aiile   des 


formules 


tanj 
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B-G        b 


cot 


(6  -T-  c)  sin  - 
B  — G 


^  =  \bc  sin  A. 
IJ.  Galculer  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

Epure. 

La  ligne  de  terre  étant  tracée  à  22'"'"  au-dessus  du  bord 
inférieur  de  la  feuille,  on  donne  une  sphère  de  4"™  de  rayon 
et  dont  le  centre,  ayant  ses  projections  à  ii*^^"'  du  bord  de 
droite  de  la  feuille,  est  à  lo™  au-dessus  du  plan  horizontal 
et  à  S*^""  en  avant  du  plan  vertical  de  projection.  Une  seconde 
sphère,  de  3*""  de  rayon,  est  tangente  intérieurement  à  la  pre- 
mière, au  plus  haut  des  deux  points  de  son  contour  apparent 


/>^'" 


vertical,  où    la   tangente  T  est  inclinée  à  45°  sur  la  ligne  de 
terre,  comme  l'indique  la  figure  ci-dessus. 

I.  Représenter  par  ses  projections  la  courbe  d'intersection 
«le  la  première  sphère  avec  le  cylindre  circonscrit  à  la  seconde, 
cl  dont  les  génératrices  sont  de  front  et  parallèles  à  la  tan- 
gente T. 

On  déterminera  :  un  point  queicuiiqiic  (  cpii  sera  désigné 
par  m)  de  la  courbe,  et  la  tangente  en  ce  i)()int  (qu'on  dési- 
gnera par  t)\  les  points  {mi,m2,  ...)  sur  les  contours  appa- 
rents verticaux  et  les  tangentes  (t^,(i,  ...)  en  ces  points;  les 
points  sur  le  contour  apparent  liori/.onlal  du  cylindre  cl  les 
tangenles  à  la  projection  verticale  de  la  couibe  aux  projec- 
tions verticales  de  ces  points. 

Les   points  sur  le  (-(miIoui-  appiirciil   liori/.nulal  de  la  sphère 
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seront  déduits  du  tracé  de  la  projection  verticale  de  la  courbe. 
On  indiquera  la  ligne  des  points  doubles  apparents  en  projec- 
tion horizontale. 

II.  On  supposera  ensuite  que  la  sphère,  entaillée  par  le 
cylindre,  soit  éclairée  par  des  rayons  lumineux  parallèles  aux 
génératrices  du  cylindre,  et  l'on  figurera  par  des  hachures 
l'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal  par  la  sphère  pleine 
ainsi  trouée. 

Pour  la  détermination  des  parties  vues  (en  traits  pleins 
noirs)  et  cachées  (points  ronds  noirs),  on  supposera  que  les 
deux  corps  existent;  la  seconde  sphère  sera  considérée  comme 
auxiliaire  et  sera  représentée  en  traits  rouges,  ainsi  que  toutes 
les  constructions.  Le  cylindre  sera  prolongé  dans  les  deux  sens 
un  peu  au  delà  de  la  première  sphère. 

.y.  B.  —  Les  candidats  pourront  indiquer  dans  une  courte 
légende,  en  un  coin  de  la  feuille,  les  méthodes  qu'ils  emploie- 
ront. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1798  et  1803. 

(1898,  p.  2ii  Ct3io;  résolues  1900,  p.  377;  1901,  p.  47^  et  .;:.',.) 

Par  un  point  ni  d'une  conique  on  fait  passer  un  cercle 
qui  coupe  cette  courbe  aux  points  a,  b,  c.  Démontrer  que,  ^ 
quel  que  soit  ce  cercle,  la  droite  de  Simson  de  m,  pur  rap- 
port au  triangle  a,  b,  c,  passe  par  un  point  fixe. 

(Manniieim.) 
solution 
Par  M.  Manmielm. 

l>our   arriver  à  cette  propriété,  transformons  par  polaires 
réciproques  le  théorème  suivant  : 

Lorsqu'un  (rian,srle  est  circonscrit  à  une  parabole  P,  le 
cercle  qui  lui  est  circonscrit  passe  par  te  foyer  f  de  P. 

Prenons  un  cercle  directeur  «le  centre  ni.   La   parabole  P  a 
pour   polaire    une   (■nni<iiie    V.  qui  passe  par  m.  W  triangle  cir- 
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conscrit  à  P  se  transforme  en  un  triangle  inscrit  dans  E.  Le 
cercle  G  a  pour  polaire  une  conique  inscrite  dans  ce  dernier 
triangle  et  qui  a  ni  pour  foyer.  Quel  que  soit  le  triangle 
inscrit  dans  E,  les  coniques,  telles  que  celle-ci,  sont  tangentes 
à  une  même  droite  F  polaire  de  y,  par  rapport  au  cercle  direc- 
teur. Au  lieu  de  parler  de  cette  conique  de  fojer  m  et  qui  est 
tangente  à  quatre  droites,  introduisons  le  cercle  qui  passe  par 
les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  m  sur  ces  tangentes 
et  nous  avons  cette  propriété  : 

Les  pieds  des  perpendiculaires,  abaissées  d'un  point  m 
d'une  conique  sur  les  côtés  d'un  triangle  inscrit  dans  cette 
courbe,  appartiennent  à  un  cercle  qui  passe  par  un  point 
fixe  quel  que  soit  le  triangle. 

Ce  point  fixe  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  ni  sur  F;  mais,  par  rapport  à  la  parabole  P,  le  foyer _/  est 
le  pôle  du  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à 
cette  courbe,. donc  F,  et  le  point  g  enveloppe  des  cordes  de  E 
vues  de  m  sous  un  angle  droit,  sont  polaire  et  pôle  par  rap- 
port à  E.  Le  point  g  est  le  point  de  Frégier  pour  le  point  in\ 
on  peut  donc  dire  :  Le  point  fixe  de  l'énoncé  précédent  est 
le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ni,  sur  la  polaire, 
par  rapport  à  E,  du  point  de  Frégier  relatif  à  ni. 

Prenons  les  symétriques  in  ,  m"  de  m  par  rapport  aux  axes 
de  E.  Le  point  de  Frégier  g  et  le  point  p,  où  sa  polaire  ren- 
contre ni'ni",  sont  harmoniques  conjugués  par  rapport  à  m',  ni". 
Les  droites  nip,  mm',  mg,  mm"  forment  un  faisceau  harmo- 
nique, et  comme  l'angle  m"nim'  est  droit,  les  droites  mp,  mg 
sont  également  inclinées  sur  mm';  mais  mg  est  perpendicu- 
laire à  la  tangente  en  ni  à  K,  donc  /np  est  perpendiculaire  à 
la  tangente  en  m'  à  celte  couihc.  Ainsi  la  polaire  de  g  passe 
j)ar  p  cl,  puisqu'elle  est  paiallcle  à  la  tangente  en  m',  le 
point  p  est  le  pied  de  la  per])cndiculairc  abaissée  de  m  sur 
la  polaire  de  g;  c'est  donc  le  point  fixe,  et  l'on  peut  ajouter  : 
Le  point  fixe  est,  sur  le  diamètre  de  E  qui  passe  par  le 
point  de  Frégier  g  relatif  à  m,  l'harmonique  conjugué 
de  g  par  rapport  aux  extrémités  de  ce  diamètre. 

Tout  cela  s'applique  à  la  question  1798,  qui  n'est  qu'un  cas 
l'iarticulier  de  celle  qui  vient  d'èlrc  traitée. 

I*;ir  le  point   ///   iiirnoiis  l;i  didilc  uni   normale    en    //    ;'i    I'].    Le 


(  -^«7  ) 

cercle  dcci'it  sur  nin  comme  diamètre  coupe  encore  E  en  un 
point  q.  Ce  point  et  les  deux  points  de  ce  cercle  confondus 
en  n  sont  les  sommets  d'un  triangle  inscrit  dans  E  pour  les- 
quels la  droite  de  Simson  relative  à  m  est  la  droite  iiq.  Cette 
droite  passe  donc  par  le  })oint  fixe  p.  Mais  nq  et  nm  sont 
également  inclinées  sur  les  axes  de  E;  on  a  donc  cette  pro- 
priété : 

Une  conique  est  donnée.  On  prend  les  normales  à  cette 
courbe  issues  de  l'un  de  ses  points.  Pour  chaque  normale 
on  mène  de  son  pied  la  droite  qui  lui  est  symétrique  par 
rapport  aux  axes  de  la  conique  :  les  cpiatre  droites  ainsi 
obtenues  passent  par  un  même  point . 

C'est  l'énoncé  de  la  question  1803. 


Q11ESTI0\S. 


1926.  Les  parallèles  aux  normales  d'un  paraboloïde,  menées 
par  les  projections  de  leurs  pieds  sur  le  plan  tangent  au 
sommet,  forment  une  congruence  linéaire  dont  les  directions 
sont  les  axes  de  courbure  des  sections  ])rincipales  répondant 
au  sommet. 

(Ce  théorème  permet  d'obtenir  siraplement  la  direction  de 
la  normale  en  un  point  donné  et,  réciproquement,  le  point  où  la 
normale  a  une  direction  donnée.)  (ÎM.  d'Ocagne.) 

1927.  On  considère  six  points  A,  D,  C,  D,  E,  F  tels  que 
chacun  des  quatre  couples  de  plans 

(EFA,  P>GD),     (EFJ3,  CDA),     (EFC,  DAB),     (EAB,  FCD) 

est  formé  de  deux  plans  rectangulaires. 

1°  Démontrer  que  toutes  les  quadriques  passant  par  ces 
si\  points  sont  des  hyperboloïdes  équilatères,  de  sorte  que, 
(Ml  particulier,  le  plan  de  tiois  quelconques  des  six  points  est 
perpendiculaire  au  |)]aii  des  trois  autres;  un  tel  système  de 
six  points  peut  être  dit  orthogonal. 

•>,"  Démontrer  que  le  système  de  cinq  (|nelcoiiqucs  des 
six    points    a    une    sphère    ennjugiK'e    dmit     le    centre    est    le 
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sixième  point  du  système.  (On  dit  qu'une  sphère  est  con- 
juguée à  un  système  de  cinq  points  lorsque  le  pôle  du  plan  de 
trois  quelconques  des  cinq  points  est  sur  la  droite  qui  joint 
les  deux  autres.) 

3°  Réciproquement,  si  un  système  de  cinq  points  joints 
admet  une  sphère  conjuguée,  les  cinq  points  et  le  centre  de 
la  sphère  forment  un  système  orthogonal  de  six  points. 

(G.  FONTE.NÉ.) 

1928.  Soit 

N  =  2«3?5y...Aw!J'/i''         (aspsYf  ...5X51J.5V) 

le  plus  petit  nombre  qui  a  un  nombre  donné  de  diviseurs  : 
1°  V -4- 1  est  un  nombre  premier;  2°  jjH- i  est  un  nombre  pre- 
mier, sauf  l'exception  suivante  :  le  plus  petit  nombre  ayant 
huit  diviseurs  est  2^  X  3.  (G.  Fontené.) 

1929.  Étant  donnés  deux  points  fixes  F,  A  et  une  droite  A  : 
1°  On  considère  les  paraboles  de  foyer  F  qui  passent  par  A. 

Lieu  des  pôles  des  droites  qui  joignent  A  aux  points  où  ces 
paraboles  coupent  A. 

2°  On  considère  les  cercles  passant  par  F  et  tangents  à  A. 
Enveloppe  des  droites  qui  joignent  les  points  de  contact  de  A 
aux  points  de  contact  des  tangentes  issues  de  A. 

(Alpha.) 

1930.  .T]  étant  une  racine  dé  l'équation 

^i  _i_  j-3  ^  4  jr2  —  4  ^  -t-  1  =  o> 
2  —  ccl  en  est  une  autre.  (A.  Pellet.) 

1931.  Lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  à  un  triangle 
et  tangentes  à  une  conique  fixe.  (Alpha.) 


ERIUilM. 


Page  f\H,  renoncé  d(!  la  (pirslion  1920  doit  être  ainsi  inodilié  à 
partir  de  la  (|ualricnic  lij;ne  :  «  compris  entre  le  |n>inl  de  contact 
et  l'une  des  asymptotes  ». 
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[06a] 

SIR  LES  iXORMALES  DIX  HÉLICOÏDE; 

Par    m.    Gkmimvno    PIR0.\DINI,  à   Panne. 


Soient 

i'   le   lieu   d'une  suite   de   droites   ,5(cos A,  cosB,  cosC) 

menées  par  les  points  d'une  ligne  L(x,  j',  z)  ; 
A(ç,  r,,  t)  une  ligne  quelconque  tracée  sur  S; 
T  les  segments  des  droites  ^'  compris  entre  L  et  A; 
s  l'arc  de  L; 
0  l'inclinaison  des  droites  ^  sur  la  ligne  L. 

En  donnant  à  la  figure  un  mouvement  liélieoïdal  au- 
tour de  l'axe  des  c,  la  ligne  A  engendre  un  liélicoïde  11, 
dont  un  point  quelconque  a  pour  coordonnées  : 

X  =  ;cosf — -r,  sine,  Y  =  ç  siiif -+- r,  cosr,  Z  =  ^ -+-/)(', 

j)  étant  une  coustanle  [pnidinètre  de  /'hclicoïde)^  et  ç, 
T,,  Ç  étant  définies  par  les  équations 

ç  =  a? — TcosA,         •/;  =  j- -    T  cos  B,         ï^  =  "  —  TrosC. 
Les  conditions 


2-^cosA  =  o,  2 


COS  A  =:  O 


(exprimant  l'orlhogonalité   des   droites  g  et  de    l'Iiéli- 
(;oïde  II  ),  appliquées  à  l'instant  initial  (i'  =  f)j,  donnent 

(i)  arcosH — j- cos  A -t-/?  cosG  =  o, 

dT 

{  ■>.)  —r-   =  COSO, 

as 
Ami.  de  Mathemat ..  V  sriic,  I.   11.   (.Iiiiiirt    iyo'>.)  li) 
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el,  oomnie  l'équation  (2)  exprime  que  la  ligne  A  estime 
des  trajectoires  orlliogonales  des  génëratiices  de  I],  on  a  : 

La  condilion  nécessaire  et  suffisaiiLe  [Wiir  que  la  sur- 
face réglée  ^  soit  le  lieu  d'un  système  de  normales  de 
Ihélicoïde  H,  est  exprimée  par  ié(iuation  (i). 

L'égalité  (i)  se  réduit  à  une  identité,  quand  x^o^ 
j/  =  0,  />>  =  o.  Conséqueninient  : 

Une  surface  réglée  à  directrice  rectiligne  est  tou- 
jours le  lieu  d' un  s)  stème  de  normales  d'une  surface 
de  révolution. 

Il  s'ensuit  (\nuJie  ligne  A,  trajectoire  orthogonale 
des  génératrices  d'une  surface  du  deuxième  degré, 
tournant  successivement  autour  de  chaque  génératrice 
de  V  autre  système,  engendre  une  infinité  de  suif  aces 
de  révolution  tangentes  entre  elles  le  long  de  A. 

La  condition  (1)  est  tout  à  fait  indépendante  de  z.  Par 
conséquent  : 

Si  l'on  déplace  un  système  de  normales  d'un  liéli- 
coïde,  d' une  quantité  arbitraire,  suivant  la  direction 
de  V axe  de  l'hélicoïde,  ces  droites,  dans  la  nouvelle 
position,  constituent  un  système  de  normales  d' un  autre 
hélicoïde. 

En  posant 

cosA  =  sinC  coso,         cosB  =  sinC  sintp, 

l'angle  o  peut  être;  déterminé  par  la  eondilion  (1).  Les 

équations 

py  cosCzhx  \/(x^-\- y ^-\- p'^)  iia'^  G  —  c* 

cos  A  :=  i^ ^ — „  /  ,     ^  ' -^  > 

x^  -H-  y^ 

_  /7:r  cosC  zp_x  v/(ar2_|_j2_^p2)  silice — /)* 
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que  l'on  obUciil,  déiuouUeiit  que  par  une  ligne  quel- 
conque on  peut  faire  passer  une  injinilé  de  surfaces 
réglées,  chacune  constituant,  un  système  de  normales 
d'un  hélicoïde  d'axe  donné.  Nous  désiguerons  par  S 
les  surfaces  réglées  ainsi  obtenues  pour  l'axe  des  z. 

Quand  L  est  une  droite,  supposons  que  l'on  donne  à 
la  ligne  A  (  trajectoire  orthogonale  des  génératrices  d'une 
des  surfaces  réglées  ï!  passant  par  L)  un  mouvement  de 
rotation  autour  deL,  et  ensuite  le  mouvement  hélicoïdal 
qui  lui  correspond  autour  de  l'axe  des  z.  Les  surfaces 
engendrées  S,  H  ont  les  mêmes  noiinales  le  long  de  la 
ligne  A,  considérée  dans  la  j)Osition  initiale.  Par  con- 
séquent : 

QuaTid  on  fixe  deux  droites  d' une  façon  arbitraire, 
il  y  a  une  double  infinité  de  lignes  A,  dont  chacune 
peut  être  regardée  comme  la  ligne  de  contact  d'un 
hélicoïde  et  d' une  surface  de  i  évolution  ayant  pour 
axes  les  droites  données  ;  le  lieu  des  lignes  A  est  un 
système  de  surfaces  réglées. 

D  étant  une  droite  perpendiculaire  à  l'axe  des  x  et 
inclinée  de  l'angle  z  sur  l'axe  de  l'hélicoidc,  exprimons 
la  condition  d'orthogonalité  entre  la  droite  D  et  les  gé- 
nératrices de  2.  On  a 

cos  A  =  y/sin-  G  —  cos-(j  cot^e,         cosB  =  —  cosG  cols, 

c'est-à-dire  [en  déterminant  C  à  l'aide  de  la  con- 
dition (i)] 

p  sine  —  X  coss 


cos 

B 

= 

^(P 

siiiî 

X  COS£ 

-ycost 

)•'-+- 

y- 

\/{p 

siriE 

—  X  COSï 

)2  + 

y'- 

C 

= 

Y  sins 

\/(/' 

siii  s 

—  .T  COS£ 

)^  + 

.y- 

(   ^'9^  ) 
On  eu  conclut  que  par  iina  ligne  quelcoïKjap  on  peut 
faire  passer  une  seule  surface  réglée  à  plan  directeur 
donné.  Lieu  d'un  système  de  normales  d' un  hélicoïde 
[d'axe  donné). 

Soieut  L,  L|  deux  ligues  (|uelcouques  et 

^*0,    7(0»     -(O;        xiiz),    .ri(T),     z,(z) 

(fouctioiis  de  deux  paramètres  Z,  t)  les  coordouuées  de 
deux  points  P,  P,  de  ces  ligues.  Si  l'on  pi'<Mid  les 
droites  PP,  pour  géuératrices  g,  on  a 

cosA  cos  H  cosC 


.r  —  .r,         J  — .Kl         ^  —  -1 
et  la  condition  (^i  )  se  rédiiil  à 

x^y  —  .rj,  +  y,(   -  —   "i  )  =:  o, 

coustituaul,  au  fond,  une  relation  connue  entre  les  pa- 
ramètres l,  1.  On  élablit  ainsi  une  correspondance  entre 
les  points  des  lignes  L,  L|,  ce  qui  suffit  pour  la  con- 
struction de  la  surface  réglée  '^  lieu  des  droites  PPi. 
Conséquemmenl  : 

Par  deux  lignes  quelconques  L,  L|  on  peut  faire 
passer  une  seule  surface  réglée,  lieu  d'un  système  de 
normales  d'un  hélicoïde  d'axe  donné,  ou  un  nombre 
fini  de  telles  surfaces. 

Eu  particulier,  quand  une  des  lignes  L,  L,  est  une 
droite,  par  une  ligne  quelconque  on  peut  faire  passer 
une  seule  surface  réglée  à  directrice  recliligne  donnée, 
lieu  d'un  système  de  noi-males  d'un  hélicoïde  d\ixe 
donné,  ou  un  nombre  fini  de  telles  surfaces. 

Quand  i^,  L|  sont  deux  droites,  les  coordonnées  de 
l(Mus  points  [)euvent  être  considérées  comme  des  fonc- 
tions linc'aires  des  paramèti'cs  /,  t.  Il  n'y  a  donc  (|u'une 


(  ^9^'  ) 
seule  surface  i]  passant  par  ces  droites.  Si  A  est  une  tra- 
jectoire orthogouale  des  génératrices  de  S,  donnons  suc- 
cessivement  à  celte  ligne  deux  mouvements  de  rotation 
autour  des  droites  L,  L,  et  un  mouvement  hélicoïdal 
autour  de  l'axe  des  z.  Les  surfaces  engendrées  S,  S,,  H 
ont  en  commun  les  normales  le  long  de  la  ligne  A,  cou- 
sidéiée  dans  la  position  initiale. 

Il  s'ensuit  que,  si  l'on  fixe  trois  droites  L,  L,,  O^ 
d' luie  façon  arbitraire  dans  l'espace,  il  y  a  une  simple 
infinité  de  lignes  A,  dont  chacune  peut  être  regardée 
comme  la  ligne  de  contact  entre  deux  swfaces  de  réi^o- 
lution  et  un  hélicoïde,  ayant  pour  axes  respectivement 
les  droites  (L,  L)  )  e£  O  z  ;  /e  lieu  de  ces  lignes  A  est  une 
surface  réglée  ayant  pour  directrices  les  droites  L,  L, . 

(^uand  on  connaît  la  direction  des  génératrices  g  de  la 
surface  réglée  S,  on  peut  écrire 

cosX  =  fix,  j,z), 
cosB  =  'Jj(j-,  y,  ^), 
cos  G  =  y/i  —  f'^{x^  y,  z)  —  (o-{x,  y^  z }, 

/  et  cp  étant  deux  fonctions  des  coordonnées  ^"j  J  ,  z. 
La  condition  (i)  donne  la  relation 

i  X'^j.ix,  y,z)—yf{x,y,  z) 

(     +y^  V  1— y-(-^.  j)  -)  — ?-('^!j', -,)  =  o, 

d'où  le  théorème  : 

Quand  on.  fixe  la  direction  des  génératrices  recti- 
lignes,  il  y  a  une  infinité  de  surfaces  réglées,  chacune 
constituant  un  système  de  normales  d'un  hélicoïde 
d^ axe  Ç)z\  la  seule  condition  à  vérifier  est  que  la 
ligne  L  soit  tracée  sur  la  surface  (3). 

Ainsi,  par  exemple,  si  cosA,  cos B  sont  inversement 
propoitionnels  à  la  dislance  des  points  de  la  ligne  L  du 
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plan  ^  =  o,  on  peut  prendre 


cosA  =  —  .  cosB  =  -  1 


et  la  ligne  L  doit  satisfaire  à  la  seule  condition  d'être 
placée  sur  la  surface  du  deuxième  degré 

p^  z-  —  (bx  —  a  y  )-  =  p-  (  a-  —  b'-). 


II. 


En  sxxpposant  que  les  droites  g  qu'on  mène  pai-  les 
points  de  la  ligne  L  soient  successivenient  les  tangentes, 
les  normales  principales  et  les  hinorinales  de  eetle  ligne, 
on  a  respectivement  : 

.        dx 

cos  A  =  — j-5 
as 

d'^x 

cos  A  =  0  —j y 

ds- 

,'  dy  d^z        dz  d^y 
ds    ds''-         ds   ds^ 


(p  étant  le  rayon  de  courbure  de  L). 

La  condition  (i)  se  réduit  respectivement  aux  auUes  : 

dy  dx  dz 

d^-y  d'^x  d'^z 


(6) 


fdx  d'-z        dz   d'^x\  I  dy  d- z         dz  d-y 

^  \d7  'd?-~drs  'ds-')  '^•^[di   ds'i  ~  dF  TïJ^ 


=  P 


I dx  d'^y        dy  d'x\ 
\  ds    ds-         ds    ds-  / 


Celles-ci  sont  les  ét/ualio/is  différentielles  des  trajec- 
toires orthogonales  des  liélices,  des  lignes  géodésiques 
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et  des  lignes  asynijifolif/ues  d'un  hclicoïde  d  axe  O  ~ 
et  de  pararnèlre  p. 

L'équation  (5)  donne  par  intégration 

,    .  dy  dx  dz        . 

(')  ^-d's-yiû'^Pd-s-^^ 

k  étant  une  eonstante  aibitraire.  Et  comme  l'équation  ('^) 
se  réduit  à  l'équation  (4)  pour  A"  =  o,  on  voit  que  les 
trajectoires  orthogonales  des  hélices  d'un  hélicoïde 
sont  des géodésiques  sur  cette  surface  (nous  les  appelons 
les  géodésiques  principales). 

Si    l'on  remarque   que   ds  =  \Jdx^  -\-  dy^  +  dz-,    on 
peut  mettre  l'équation  (y)  sous  la  forme  : 

(8)  *  (p^-/.'-)z'^--2p(ya;'—a-y)z' 

I  +  (  y^'  —  ^7'  )-  —  ^"-  (  ■^•'-  +  7'-  )  =  o. 

On   voit   alors  que    la    variable  indépendante  peut 
être  (juelconque. 

L'équation  ((j)  peut  s'écrire 

(9)  {xx' -^  yy)z" — (xx"-^yy")z'=  pix'y" — y' x" ), 

et,  ainsi  que  le  démontre  un  calcul  très  simple,  sa 
forme  reste  toujours  la  même,  quelle  que  soit  la 
-variable  indépendante. 

Une  ligne  \^  de  l'espace  peut  èlie  re[>résentée  par  les 
équations 

(10)  a:=:RcosM,        j/  — RsiiiM,         z  =  \5 

(Il  et  U  étant  des  fonctions  de  //.),  ou  par  l(!s  autres 

=    K  COS     /       rr rfff, 

y  ^  U  sui  ^ j^ dn, 

z  =  (p(a) 


(  ^9<^  ) 
(7  élanl  lare  de  la  projeeliou  sur  le  plan  z  =  o,  il  et  '^ 
des  fonctions  de  7). 

Si  alors  on  applique  les  équations  dilliérenlielles  (8^. 
(9)  aux  ligues  (10),  (i  1  j,  o/i  peut  déte/mi/ier  les  Jonc- 
lions  U,  s  par  des  quadratures.  En  ellet  : 

1"  Dans  le  cas  de  l'équalion  dilléienlielle  (8),  on  a 

[  ^       ^    ... _^  y,.,  f[—  P  H- ±  /.-  v/R^-+-(/>2  — A-2;(R2-f-K'M]  f//< 
,2)  J  (quand  /:?:/>), 

i  T-  '      /-/>'-(  ir-—K'2)-R4 


(i3  ) 


(  quand  Â  ,   />  ), 


i(  cri 


1       />-^-(i-R'2)R2 
/    ^ ^; «7  (  quaml  /.■  =  /)  ) 

•^/'J        v^-R'-R 
2"  Dans  le  cas  de  récjuatioii  dillérentielle  (9),  ou  a 

[  ,,      /T    ,      /•r.r-r-)^.h-^   -Z^'^"  ,  '    r^"" 

(1  i)  ' 


"         du 


/"RR"-^R'2~i     1      - 


/  iïïT — '''' 


(h 


H  W 


X  e 


/■ 


ch 


On  parvient  ainsi  au  tliéorènie  : 

.S<   l'on  donne   un   /iiouveinc/it  Inlicoïdal  de  para- 
tèlrc  p  autour  de  l'axe  des  z.  a  la  lii^^ne  représentée 
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par  les  i'iiualions  (lo)  ou  (i  i),  dans  lesquelles  Ll  et  » 

/'/-   •  /      .         •       1  ('2)  e/  (i3)  )    ,    ,. 

sont  (lehnies  luir  les  équations  <,  )      '        ,   ^[  :,  la  lifrne 

•'  '  '  I  (i4j  e^(i5)  )'  ^ 

,  .  .  (  iiéodésinue       1 

est,  dans  toutes  ses  positions,  une  {"^  '   .  sur 

I  asynip  ta  tique  \ 

l'hélicoïde  engendré,  quelles  que  soient  les  valeurs  des 

constantes  A,  a^  b. 

En  coDsidéraut  Ja  ligue  (10)  comnie  la  génératrice 
(l'mi  hélicoïde  H  dont  l'axe  coïncide  avec  l'axe  des  ::, 
le  profil  méridien  placé  sur  le  plan  jk  =  o  est  représenté 
par  les  équalioua 

(liV)  R  =  R(M^,         ^=U  — yjK, 

p  étant  le  païauiètre. 

Si  l'on  applique  les  équations  dilTérentielles  (S),  (9) 
à  une  ligne 

i    X  =  R  cos  <l(  H  ), 
( \~)  '    y  =  R  siii  '|(  u), 

'  z  =^l]  -+-/>[']>(  in  —  u]=^ti-\-  p  '\'(u) 

placée  d'une  façon  aibitiaire  sur  l'hélicoïde  M,  la  fonc- 
tion '\>(u)  est  déteiniinée  par  une  quadiatiae. 
En  elFet  : 

1°  Quand 

"81  ?-/(R), 


")^^/"^^-^^'^;:vC!'!'^^^^H; 


\\\fii\) 
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F2(!;) 

Il  suit  le  Lhéorènie  général  : 

(  fféo- 
Siir  un  Jiélicoïde  donné  d'avance,  les  lignes  \  ' 

^         (  asyni- 

d csiQiies    I  " 

.  \  sont  représentées  par  les  équations  (17), 

ptotu/ues  )  '  '  '  ^  ^ 

pourvu  : 

1°   Que  l'on  remplace  Z,  et  '|  par  leurs  valeurs  (18) 

Gt\  ,      .\,  quand  le  profil  méridien  est  représenté  par 
\  (20)  )  ri 

l'équation  (18)  ; 

2"    Que  L'on  reinplace  R  et  <]j  par  leurs  valeurs  ('ii) 

^'^  \  /    o\  i>  quand  le  pio fil  méridien  de  riiélicoïde  est 
1(23)1     ' 

représenté  par  l'équafio/i  (  y  i  ) . 

III. 

Soiciil 

A  le  projil  méridien  d'un  hélicoïtlo  II  ; 

L  uiu;  ligue  liacée  sui-  H; 

J.o  I'»  projection  éqiiatoriale  de;  L  (  pioieeliou  de  L  siu' 

le  plan  ;;  =  o)  ; 
/  la  transformée  plane  de  L  (ligue  à  hujuelle  se  réduit  L 

en  étalant  sur  le  plan  le  cylindre  j)rojclanl  L  sur  le 

])lan  coordonné  z  =  o). 
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Quand  J^  est  une  géodésique  ou   une  asyniptuLujue 
deW: 

A.  La  déler  minai  ion  de  la  projection  cquatoriale  Lq 
et  de  la  transformée  plane  /,  quand  on  donne  le  profil 
méridien  A  est  ramenée  à  des  (juad ratures. 

B.  La  délerminnlio7i  du  profil  méridien  A  et  de  la 
transformée  plane  /,  quand  on  donne  la  projection 
équaioriale  Lo,  est  ramenée  à  des  quadratures. 

C.  La  détermination  du  profil  méridien  A  et  de 
la  projection  équaioriale  Lq,  quand  on  donne  la 
transformée  plane  /,  est  ramenée  à  l'intégration 
d'une  équatioJi  différentielle  du  premier  ordre  ou 
du  deuxième  ordre,  suis^'ant  que  la  ligne  L  est  une 
géodésique  ou  une  asymptoiique  de  Vhélicoïde. 

Cas  A.  —  1°  Si  le  profil  tic  l'helicoïde  est  la  ligtie 
représentée  par  l'éipiatiou  (i8),  on  déduit  des  équa- 
tions (19),  (20) 


Celles-ci  sont  respectivement  V équation  de  la  pro- 
jection équatoriale  Lq  d'une  géodésique  et  d'une 
asymptoliqiie  d'un  hélicoïde,  en  coordonnées  po- 
laires (R,  u). 

2"  En  ayant  recours  aux  c(|ualious  (^2),  (23),  et  en 
rcinar(|uant  de  [tlus  (jiie 


(   ooo   ) 
dans  riiypolhèse  f|ue  le  profil  de  l'hélicoïde  soil  repré- 
senté par  l'équalion  (21),  on  déduit 

f  !  [/>^-/f^+F2(0][/>2+F2(0]  1 

Celles-ci  sont  respectivement  V équation  de  la  trans- 
formée plane  Id'une  géorlési(/ue  et  dune  asympLoliqae 
d'iinhélicoïde,  en  coordonnées  cartésiennes  (t,  "C). 

CasV».  —  i"  Soit  la  projeetion  équatoriale  L,,  repré- 
sentée par  l'équation  |)olaire 

(28)  u  =  \(K). 

Il  suffit  de  caleuler  f{^)  par  l'intégration  des  équa- 
tions qu'on  déduit  en  comparant  l'équation  (28)  aux 
équations  (24),  (2^),  pour  voir  que  le  profil  méridien 
de  Vhélicoïde  est  la  courbe  i-eprésentce  par  l'équalion 
cartésienne 

•  /  -p{  /,2+R2)(^2_A-2.t-R2p/(R) j 

■      ,.    /r~RVy2iPR2)2(^2_A-2-i-R2)X'2(R)       )/ 

ou  par  Vauirc 

,0    X     r        /T  /■)-'(  R)     f'^"''" '"«  ,ol    -/"'■'"*""' ^n 

(3o)     ^  =  /     a -4- v>./W    --        c'  </R    e    '^  rfR 

(rt  =  const.  aibilraire)  suivant  qu'il  s'agit  d'une  géo- 
désiquc  ou  d' une  asymptofique. 


(    -'^oi    ) 
2"  Eusupposanl  que  la  projection  équatorialc  Lo  soit 
représentée  par  Téqualion 

R  =  n(a), 

la  iransf armée  plane  l  d'une  géodrsique  ou  d'une 
asymptodque  est  représentée  par  V équation  carté- 
sienne 

(30  ^  =  'f(<^:>- 

c2(a-)  étant  donnée  respectivement  par  les  équa- 
tions (i3),  (i5). 

Qfj^  (;.  _  i"  Quand  la  transformée  plane  /  d'une 
géodésique  ou  d'une  asvmplotique  est  représentée  par 
i'écpialion  cartésienne 

(3^0  a  =  *(■:)>     ■ 

le  profil  uiéridien  de  l'iiélicoide  est  représenté  par  l'équa- 
lion  (■>.  D,  F(^)  étant  la  fonction  définie  par  l'équation 
dinerentielle  qu'on  déduit  par  l'élimiuation  de  cr  entre 
l'é(iuation(32)et  les  équations  (.>.()),  {o.-j)  respective- 
nient. 

-.K"  QuaiuUesldéfinieparrécpiation  cartésienne  (3  i), 
la  projection  équatoriale  J.q  est  représentée  par  l'équa- 
tion dillérentielle  (i3)  ou  (i5),  suivant  ([ii'il  s'agit  d'une 
géodési([ue  ou  d'une  asyniptotique. 

Cas  particuliers.  —  Pour  avoir  les  formules  relatives 
aux  géodésiques  principales  d'un  kélicoïde,  ixu^  géo- 
désiques  et  a^nx' asymplotiques  d'une  surface  de  révo- 
lution, il  suffit  de  faire  respectivement  :  A"  =  o,  dans  les 
éqnatio.is(7i),  (:i6),(. <)),(•  3)  w^--^.^^"'^  !*'''•"•''"*'* 


(  ;io2  ) 

équations;  />  ^  o  dans  les  équations  (iJ.;*)),  (■^7),  (3o), 
(i5).  On  obtient  ainsi  les  formules  suivantes  : 


(33) 


(34) 


(35) 


(36) 


(37) 


(38) 


("=-.//^^.-. 


)  J   V~R^^/^  -R' 

1    _    r    /FMOF--(0+A^^r 

I    Ç  =  i   |'v/K-HH^-/^=^)À'HK)-/c-^./R, 


j    a  =  |'/F"(OF(0--F'-^<^W^, 
e    J  clR, 

1^^  fj  j  e^-^  '^'-'RR'di. 


(33) 


Les  r//ii(ilio//s  <  (35)  [  de  finisse  i}l   (du/ic  seule  nid- 

((37)j 
nicre)    la   jnojeclio/i   é(/iui/orin/a    et    In    Ininsjorinèe 

ides  i^cijdrsit^aes  pi  incijxdes  d  un  liclicoïde  | 
des  i^Judcsù/ues  d'une  surface  de  révolution  ) 
des  iisyiniilol lijues  (V une  surface  de  révolution  1 


(  3o3  ) 
(  le  profil  méridien     j 
quand  on  en  donne  \  la  ligne  niéridienjie  \  [!^=y(R), 
(  la  liqnc  nie/idienne  ] 

R  =  F(Q]. 

1  (34)  I  Ud'n/ie  seule  nia- 

Les  équations  <  (36)  >  définissent  i  (d'une  seule  nia- 
[  (38)  1  \[d' uneinjinitéde 

nière)  le  profil  méridien  j 

nière)  la  ligne  méridienne  >    et    la    transformée 

nuiTiières)    la   ligne  méridienne  ] 

[  des  géodésiques  principales  d'un  Jiélicoïde       J 

plane  ■  des  géodésiques  d'une  surface  de  révolution    \ 

'  des  asymptotiques  d'une  surface  de  révolution  ) 

quand  on  donne  la  projection  équatoriale  de  ces  lignes 

[u  =  \{-K),\\=V.{^)l 

Que  l'on  fasse  p  ^  o  dans  les  éf|uaLions  (sy),  (i  5),  et 
ensuite  que  l'on  coin[)aiiî  les  équations  qu'on  va  obtenir 
aux  relations  (32),  (3i)  respeetiveinent.  On  déduit 
ainsi  les  é(]uations  diflerentielles 

_  r^ 

F(0nO-+-F'-(O=*'^(^).         aWK'e    -^  «i'' =  o'(  a), 

dont  l'intégration  eonduit  aux  résultats  suivants  : 

Quand  la  transformée  plane  l  d'une  a^ymptotique 
d'une  surface  de  révolution  est  représentée  par  i équa- 
tion (32),  ou  par  V éijuation  (3i), 

i"  La  ligne  méridienne  de  la  surface  est  une  des 
courbes  définies  par  l' équation 


2"   La  projection,  équato/iale  Lo  de  la  ligne  est  une 
des  courbes  défi  nies  (en  roo/clo/uiécs  Ti,  7)  par  l'équa- 


(  ''"l  ) 

lion 


R  =  I  /  2  /n  Ç  (  T  )  -+-  2    /    o'(  T  )  /    — (^7  H-   /? 

(rt,  Z»,  /u,  n  étant  des  constantes  arbitraires). 

IV. 

.Applications.  —  A .  En  faisant  successivemenl  A  =  o, 
p  =  o  dans  ré(iuatioii  (12),  on  trouve  respectivement  : 

(■39)     ô  =—  -   f\V-(/u,        z  =  r   f^ii''~-i<-(ii-^R'-)du. 
P  J  ''• ./ 

Et  si,  dans  la  dernièi'e  hypothèse,  on  calcule  l'aie  s 
de  la  ligne  à  l'aide  des  équations  (  10),  on  a 

5  =       /  W-du. 

Ces  égalités  démontrent  les  propriétés  : 

[  "  En.  altérant,  dans  un  rapport  consta?it  arbitraire, 
les  liauteurs  relatives  aux  points  d'une  géodésiffue 
principale  d^ un  hélicoïde,  on  obtient  une  géodésique 
principale  d'un  autre  hélicoïde; 

•2°  Les  géodésiques  de  deux  surfaces  de  ré\>olution 
ayant  même  projection  êqnatoriale  ont  leurs  arcs 
proportionnels  ; 

3"  Si,  sur  les  génératrices  du  cylindre  projetant  une 
géodésique  d'une  surf  ace  de  révolution  sur  le  plan  de 
L' équat,eur,  on  prend,  àpartir  de  ce  plan,  des  distances 
proportionnelles  à  l'arc  de  Ici  géodvsicjue,  le  heu  des 
extrémités  est  une  géodésique  principale  d'un  héli- 
coïde ayant  même  axe  que  la  surface  de  révolution. 

W.    En  supposant 

:;  =/(R;  =  n  cotx        et         H(t;=7cos£, 


(  3o5  ) 
la  première  équation  (33)  et  la  deuxième  équation  (34) 
donnent  respectivement  : 


sins  cosî 


R  =  — jOlang(atangE),         ^=—        .^^ 

Ces  égalités  démontrent  les  propriétés  : 

I  •"  Les  géodésiques  priiici/mles  des  hélico ïdes  réglés, 
dojit  les  génératrices  coupent  r axe  sous  un  même  angle, 
ont  pour  projections  é(/uatoriales  des  lignes  semblables; 

2"  Quand  une  géodésic/ue  principale  d'un  hélicoïde 
a  pour  projection  équatoriale  une  spirale  logarith- 
mique awec  le  pôle  sur  l'axe,  la  transformée  plane  de 
la  géodésique  est  une  parabole. 

C.   Quand  la  ligne  (lo)  est  sur  une  sphère  de  rayon  a, 
on  a 
(4o,)  5  =  /a2— R^ 

Quand  la  ligne  (  lo)  coupe  sous  l'angle  constant  i  les 
méridiennes  de  la  surface  engendrée  par  cette  ligne 
dans  la  rotation  autour  de  l'axe  des  z,  on  a 


(4i) 


z  =   i  \/R-  co 


t^E  —  R'"-  du. 


Si  donc   la  ligne  L  vérifie  à   la   lois   les  conditions 

[(%)),  (4o.)],  [(39),  (40],  [(4o),  (4i)],  R  est  déter- 
miné respectivement  par  les  équations  dilTérentielles 

p^-  R'2  =  R2(a2  -  R2  ),        p^-  R'2  =  R2(  ^'  cot^ô  -  R2  j, 
anang2£R'2=R2(a^-R^)- 

Celles-ci,  pour 
(4'2)  a=±/?cote, 

reviennent  l'une  à  l'autre.  Et  comme  on   déduit  après 

Ann.  de  McUkcmat.,  4"  série,  l.  II.  (Juillet  1902.)  20 


(  3o6  ) 
l'inlégration 


( p  cot£  -+-  i/o-  cot-î  —  R2  , 

log  r ^-^ )=-U  COtE, 

et  conséquemmenl 

R  =  f- ^- ,  ^  =  U  =  —  ocotc  tangh(a  cou), 

cosh  (  u  cote) 

on   trouve,   à   l'aide  des   équations   (i6),   que  le  proiil 
méridien  de  l'hélicoïde  est  la  ligne 


1     X,  =  —  v//>2C0t2£—  R2 
U3)     <  ( p  col  £  -+-  v//02  COt2  £  —   R2  \ 

(  -t-/>tang£log^^^^ '^ j- 

Cette  analyse  démontre  le  théorème  : 

Quand  une  ligne  de  l' espace  jouit  de  deux  des 
propriétés  suii^antes  : 

i"  D'être  mie  géodésique  principale  d'un  héli- 
coïde  H  ; 

2°  D'être  une  loxodrornie  d'une  surface  de  révolu- 
tion S,  ayant  même  axe  que  H  ; 

3°  D'être  placée  sur  une  sphère  dont  le  centre  est 
sur  l'axe  <7e  H  ei  S  ;  elle  jouit  aussi  de  la  troisième. 

Le  paramètre  p.,  le  rayon  a  de  la  sphère  et  l'incli- 
naison £  soni  liés  par  la  relation  {^'i).  Le  profil  méri- 
dien de  l'hélicoïde  H  est  la  ligne  (43)- 

Comme  la  ligne  (43)  se  réduit  à   une  tractrice  pour 

sz=  - ,  on  a  : 
4 

Dans  l'hélicoïde  à  courbure  constante  négative,  les 
tiajectoires  orthogonales   des  hélices  sont   des  loxo- 


(  3o7  ) 
di'omies    sphériques    coupant    les    méridiennes    sous 
l'aîtgle  -•   Les  sphères  contenant  ces  trajectoires  ont 

les  centres  sur  l'axe,   et  leurs  rayons  sont  égaux  au 
paramètre  de  l'hélicoïde. 

D.  Si  l'on  donne  un  mouvement  hélicoïdal  de  para- 
mètre p,  autour  de  l'axe  des  z,  à  la  ligne  L  représentée 
par  les  équations  (i  i),  on  trouve  : 

, .   .    ^        Rv/i  — R'2-4-jo«û'(ff) 

(44)  v/R^+i'^  sin6  =  /        ^.     ;        ^ 

/î  _  fj)   étant  l'angle  sous  lequel  la  ligne  L  coupe  les 

hélices  de  l'hélicoïde  engendré  H. 

En  supposant  que  L  soit  une  géodésique  de  l'héli- 
coïde H,  on  a,  en  vertu  de  l'équation  (7), 

dy  dx  dz\  de 

di      -^  di      ^dej  ds 

=  [Rv/i  — R'-^-/>  o'(cr)] 


Celle-ci,   comparée  à  l'égalité  (44  S  démontre  le  théo- 


rème : 


Tout  le  long  d'une  géodésique  quelconque  d\in 
hélicolde,  la  distanceB.  entre  un  point  de  la  courbe  et 
Vaxe  de  la  surface  est  liée  à  l' inclinaison  0  de  la 
géodésique  sur  la  géodésique  principale  correspon- 
dante, par  la  relation 


Cette  équation  donne  la  signification  géométrique  dt; 
la  constante  k  paraissant  dans  les  formules  précédentes. 


(  3o8  ) 

Pour  p  =  o,   elle  exprime  le  lliéorènie  de  Glairaut, 
relatif  à  une  géodésique  d'une  surface  de  révolution. 

E.  Si  l'on  fait  respectivement 

dans  la  deuxième  équation  (35)   et  dans  la   première 
équation  (35),  on  obtient 


A-R 


d  ou  11  suit 


/i2  rtci^  ^  ak 


ia    '    2(a2-+-A--)  /a2 _  /^ „2 

On  a  donc  les  théorèmes  : 

1°  La  Iransfonnée  plane  d'une  géodésique  quel- 
conque d'un  paraboloïde  de  révolution  est  une  para- 
bole ; 

•2°  La  projection  équatoriale  d'une  géodésique 
quelconque  de  la  pseudo-sphère  de  rayon  a  est  {par 
rapport  au  cercle  de  rayon  \Jal\)  V inverse  de  la  pro- 
jection équatoriale  de  la  ligne,  suivant  laquelle 
rhélicoïde  réglé  à  plan  directeur  et  à  directrice  recti- 
ligne,  de  paramètre  A,  est  coupé  par  une  sphère  de 
rayon  a  dont  le  centre  est  sur  Vaxe. 

F.  Soient  L^,  Lo,  L,  les  asymptotiques  de  trois 
iiélicoïdes,  correspondant  aux  valeurs  a,,  a-i,  «s  delà 
conslanle  arbitraire  h  dans  l'équation  (i5).  En  dési- 
gnant par  /?,,  />o,  /^3  les  paramètres  correspondants,  on 


(  3o9  ) 
a,  par  l'applicalion  dt;  l'équation  (i5), 

■  p^Zi=  (  azfi—  ttipz)  f  RR'e   '    i"^' ^t. 


Pi 


En  divisant  ces  équations  entre  elles,  on  parvient  au 
théorème  : 

Les  hauteurs  correspondantes  Z\,  z^-,  z^  relatives 
aux  points  des  asjniptoiiques  de  trois  hélicoïdes  L| , 
Lo,  L3,  ayant  même  projection  équatoriale,  sont  liées 
entre  elles  par  la  relation  linéaire 


(45) 

Si  l'on  pose 
(46) 


-1        -'2         "3 

Ui     a-i     aj 

P\      Pi      P3 


Z  3  nX  Z I  -T—    7t  Z^j 


m  et  n  étant  des  constantes,  on  obtient,  en  identifiant 
les  équations  (45).  (46), 

«3  =  /nai  -f-  na.,,         ps  =  mpi  -f-  np2- 

On  voit  d'ici  que  la  transformation  (46),  appliquée 
aux  asymptotiques  de  deux  hélicoïdes  tracés  sur 
même  cylindre  donne  une  asjmptotique  d'un  autre 
hélicoïde  tracé  aussi  sur  même  cylindre,  quelles  que 
soient  les  constantes  m,  n. 

Quand  J)^  =  po  =  p-i,    l'équation   (45)    se    réduit    à 

l'autre, 

Zn — Zt        a.'/ — «1 


-ss 


exprimant  le  théorème  : 

Quand  les   asymptotiques   de   trois  hélicoïdes  sont 


(  3io  ) 
tracées  sur  lui  même  cylindre,  une  d 'entre  elles  coupe 
les  portions    des  génératrices  du   cylindre  comprises 
entre  les  autres,    en  deux  parties  ayant  un   rapport 
constant. 

L(,  L2,  L3,  L4  étant  les  asjmptotiques  de  quatre 
hélicoïdes  placés  sur  un  même  cylindre,  on  déduit  des 
relations  précédenies 

-33 —  --'1  .  -^  * —  -1        ^3  —  ai     au.  —  ai 


Z3 — z-2     ^4.  —  ■3.2        '^s — a^     cii^ — a^ 
Donc  : 

Les  asymptoticfues  de  quatre  hélicoïdes,  tracées 
sur  même  cylindre,  coupent  les  génératrices  de  celui-ci 
suivant  des  groupes  de  quatre  points,  dont  le  rapport 
anharmojiique  est  constant. 

G.  Eu  supposant />  =  o  dans  l'équation  (i4)i  on 
déduit  : 

En  altérant,  dans  un  rapport  constant  arbitraire, 
les  hauteurs  relatives  aux  points  d' une  surface  de  révo- 
lution, on  obtient  une  asymptotique  d'une  autre  sur- 
face de  révolution. 

H.  Si  la  projection  équatoriale  d'une  asymptotique 
d'une  surface  de  révolution  est  une  spirale  logarith- 
mique ayant  le  pôle  sur  l'axe  et  coupant  les  rayons 
vecteurs  issus  du  pôle  sous  l'angle  s,  on  a 


X(R)  =  tangclog)"— j,  R(a) 


[m    étant   une   constante).    Dans   cette   hypothèse,    les 
équations  (38)  donnent 


Rl-lang'î^  Ç  -       ^^^^^^       al-lang-^£. 


I  —  tangue  i — lang'''£ 


(  3i.    ) 
D'ailleurs,  en  supposant  successivement 
/(R)=aR"S         F.(C)  =  P^'S 
les  équations  (37)  donnent 

(C   étant  une   constante).    Cette   analyse  démontre  les 
propriétés  : 

1°  Quand  une  ligne  asymptotu/ue  iVune  surface 
de  révolution  a  pour  projection  équatoriale  une  spirale 
logarithmique  avec  le  pôle  sur  l'axe,  la  ligne  méri- 
dienne de  la  surface  et  la  transformée  plane  de 
l'asjmptotique  sont  des  paraboles  générales  du 
même  ordre  ; 

2"  Quand  la  ligne  méridienne  d'une  surface  de 
révolution  est  une  parabole  générale,  la  projection 
équatoriale  d'une  asymplolique  quelconque  est  une 
spirale  logarithmique  ayant  le  pôle  sur  Vaxe,  et  la 
transformée  plane  de  Vasymptotique  est  une  para- 
bole générale,  du  même  ordre  que  la  ligne  méridienne. 

Pour  cot£  =  s'^  les  paraboles  générales  se  réduisent 
à  des  paraboles  ordinaires. 


[Pie] 


NOTE  DE  GÉOMÉTRIE; 

Par    m.    J.    RKVEILLE, 

Professeur  d'Hydrographie. 


Soient  deux  figures  semblables  ayant  pour  centre  de 
similitude  le  point  O^  et  C,  C'deux  courbes  homologues 
appartenant  à  ces  deux  ligures.  Je  me  propose  de  trouver 


(   3x2   ) 
le  lieu  géométrique   du  point  d'intersection  des  lan- 
qenles  en  deux  points  homologues  A  et  A'  de  ces  deux 
courbes. 

Soient  deux   autres   points  homologues  B  et  B';  les 


droites  homologues  AB,  A'B' forment  un  angle  égal  à 
celui  de  deux  vecteurs  homologues  quelconques  tels  que 
OA  et  OA',  OB  et  OB';  donc  les  quadrilatères  AOA'M. 
BOB'M  sont  inscriptibles,  et  le  point  M  est  à  l'intersec- 
tion des  cercles  circonscrits  aux  triangles  AOA',  BOB'. 

Si  le  point  B  est  infiniment  voisin  de  A,  le  point  M 
appartient  au  lieu  cherché,  et  c'est  aussi  un  point  de 
l'enveloppe  du  cercle  circonscrit  au  triangle  AOA'  formé 
par  le  point  O  et  deux  points  homologues. 

Ce  triangle  se  déplace  en  restant  semblable  à  lui- 
mêmej  le  centre  du  cercle  circonscrit  décrit  donc  une 
courbe  semblable  à  C  et  C  On  sait  aussi  fpie  l'enve- 
loppe d'un  cercle  qui  passe  par  un  point  fixe  est  homo- 
thétiquc  à  la  podaire  du  lieu  de  son  centre,  relative  au 
point  fixe.  Ainsi  le  lieu  cherché  est  la  podaire,  relative 
au  point  O,  d'une  courbe  semblable  à  C  et  à  C 

On  d(''duit  de  là  immédiaiement  des  lieux  de  sommets 
d'angles  constants  dont  les  côtés  sont  tangents  à  cer- 
taines courbes  semblables.  Ainsi,  pour  deux  cercles, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  l'angle,  le  lieu  est  un 
limaçon  de  Pascal. 
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J'énoncerai  simpleiueiil  les  résultats  suivants  relatifs 
au  cas  où  l'angle  est  droit  : 

Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  droit  dont  les  côtés 
sont  respectivement  tangents  à  deux  paraboles  ayant 
leurs  axes  perpendiculaires  est  une  droite  si  les  para- 
boles ont  même  foyei;  une  cissoïde,  si  elles  ont  même 
sommet;  une  stroplioïde  droite,  si  l'axe  de  chacune 
d'elles  est  la  directrice  de  l'autre. 

Si  les  côtés  d'un  angle  droit  sont  respectivement  tan- 
gents à  deux  hyperboles  équilalères  conjuguées,  le  lieu 
du  sommet  est  une  leujniscale. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECIIMOLE  M  1902. 
COMPOSITION  iMATHÉMATIOllE. 

Solution  par  M.  PHILBERT  DU  PLESSIS. 


On  donne,  relativement  à  un  système  de  trois  axes 
rectangulaires  Ox-)  z,  un  point  P,  de  coordonnées  a, 
è,  c,  et  un  cercle  [C]  déji/ii  par  les  équations 

x"^ -^- y- — 2Ra"  =  o,         ^  =  o. 

i"  Former  l' équation  du  lieu  des  projections  ortho- 
gonales du  point  P  suj-  les  droites  qui  rencontrent  à 
la  fois  le  cercle  [C]  et  V  axe  Oz.  Reconnaître  que  ce 
lieu  se  compose  d'une  sphère  et  d'une  surface  du 
quatrième  degré  [S]. 

2°  Trouver  les  sections  de  la  surface  [S]  par  les  plans 
contenant  Oz^  et  le  lieu  des  centres  de  ces  sections. 

3"  Déterminer  les  limites  entre  lesquelles  sont  com- 
pris les  plans  parallèles  à  xOy  qui  coupent  la  sur- 
face [S]  en  des  points  réels.  7)ou\>er  les  sections  de 
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cette  surface  par  le  plan  xOy  et  par  le  plan,  paral- 
lèle à  ce  dernier,  qui  contient  le  point  P. 

JV.  B.  —  Il  sera  tenu  compte  aux  candidats  des 
explications  géométriques  qu'ils  pourront  fournir  des 
résultats  trouvés  par  le  calcul. 

SOLUTION    ANALYTIQUE. 

I.  Il  est  évident  qvie  toutes  les  droites  passant  par 
l'origine  répondent  à  la  question  et  que  le  lieu  des 
projeetions  du  point  P  sur  ces  droites  est  la  sphère  2 
de  diamètre  OP. 

Laissant  de  côté  cette  solution  singulière,  nous  allons 
chercher  le  lieu  des  projections  de  P  sur  les  droites 
rencontrant  l'axe  O^  et  le  cercle  [C]  en  des  points  A 
et  B  distincts.  Soient  les  points 

(A)  37  =  0,  JK  =  o,  z^h, 


I  -i-  m'^  ^         i-t-  m2 

Les  équations  de  la  droite  AB  sont 
X    _      y  h  —  z 


iK        iniK        hii  -h  m^) 

Celle  du  plan  mené  par  P  perpendiculairement  à  AB  est 

2  R (  a;  —  a )  -r-  2 /«  R (/  —  b)  —  A (  i  -^  rn'^ ){z  —  c )  =  o. 

L'oliminaliou  de   m  et  //    entre   ces    trois   équations 
donne  celle  du  lieu  cherché 

i   {x''--\-y'- — ax  —  by){.T--^y- — iKx) 

\  -^(x'^-^yi)z{z  —  c)  =  o, 

surface  [S]  du  quatrième  ordre  évidemment  fermée 
puisque  l'ensemhle  des  termes  du  degré  le  plus  élevé 
i^x- -\- y- -\- Z-)  (^x- -\-y-)  définit  le  cône  isotrope  de 
sommet  O  et  les  j)lans  isotropes  passant  par  Oz,  mais 
admettant  toutefois  cet  axe  comme  droite  douhle. 
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L'équation    (i)    met,    en   outre,   immédiatement    en 
évidence  que  ]a  surface  [S]  a  pour  plan  de  symétrie 
le  plan  ;;  =^  -• 

II.  Si  l'on  coupe  par  le  plan  y^=mx^  on  trouve, 
pour  l'équation  de  la  projection  sur  le  plan  Oxy,  en 
outre  de  la  solution  x^^=o,  déjà  remarquée,  l'ellipse 

—  ( I  H-  fn^ )  {a  -h  b/n  -^  iR)x 

—  (i  -+-  m-)  cz  -h  iRia  -h  bm)  =  o. 

Pour  avoir  l'équation  de  cette  section  dans  son  plan 

X 

(désigné  par  OXs),  il  suffit  de  remplacer  j::  par  -  > 

ce  qui  donne 

(2)  {       ^  /'"  /n^(a  -^  bm  -h  2R)X 

'       — [i -i- ni'^)cz -^  2B.{a -^  bm)  ^  o, 

équation  d'un  cercle. 

Revenant  au  premier  système  d'axes,  on  voit  que  le 
centre  de  ce  cercle  est  défini  pai-  les  équations 

9. (i  -f-  «i2)37  _  (a  -i-  bm  -f-  2R)  =0, 
iz  —  c  =  o. 

L'élimination  de  ni  entre  ces  équations  donne,  pour 
le  lieu  de  ce  point, 


c 

3  =    - 


x-^  y-  —  ( \\\x y  ~  o, 


c 


ceich^  du  plan  z=  -j  lencontrant  Oz  et  ayant  pour 
centre  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  le  centre  C  du 
cercle  [C]  au  milieu  D  de  la  j)erpendiculaire  abaissée 
dePsurO::. 
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111.  L'équation  (i),  où  z  reçoit  une  valeur  particu- 
lière, re|)résente  la  section  de  la  surface  par  un  plan 
parallèle  à  Oxy.  C'est  une  quartique  bicirculaire  qui 
présente  un  point  double  sur  O^;  elle  deviendra  imagi- 
naire lorsque  toute  droite  issue  de  ce  point  ne  la  ren- 
contrera (en  dehors  du  point  double  sur  O;  devenant 
alors  un  point  isolé)  qu'en  deux  points  imaginaires. 

Les  abscisses  de  ces  deux  points,  situés  sur  la  droite 
j^  =  mx, 

sont  données  par  l'équation 

{       -4-  (n-  m^ )z- —  (i  -H  m-)cz  -}-  2R(«  —  bm)  =  o. 
Cette  équation  a  ses  racines  imaginaires  si 

(       —  lia  —  iR)bni  -)-(«  —  iR)^ —  ^z(  z  —  c)  <o. 

Pour  que  celte  inégalité  ait  lieu  c/iiel  (/ne  soit  in^  il 
faut  cjue  le  trinôme  en  m  ait  ses  racines  imaginaires, 
c'est-à-dire  que 

(5)  liZi^z  —  c)  [{a  —  '^R  )2^  b"-—  ^z{z  —  c )]  <  o 
et  que  le  coefficient  du  terme  en  m-  soit  négatif  ou 

(6)  ^,2—  4  -(-;_c  )   <0. 

Ces  deux  inégalités  se  ramènent  à  une  seule  qui  est 

(7)  (a  —  %'Ry-+b'-—\z(z  —  c)<o. 

En  edét,  si  elle  a  lieu,  la  précédente  (6)  a  lieu  a  for- 
iiori;  elle  entraîne  d'ailleurs  nécessairement 

z{z  —  c)>  o, 

et,     par    suite,    l'inégalité     (5).    L'inégalité    (7)    peut 
d'ailleurs  s'écrire 

4  -■-  —  4  f  -  —  f I  «  --  2  R )■-  -i-  62  ]  >  o. 
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La  scctioii  sera  doue   imaginaire   lorsque   z   sera  eu 
deliors  des  racines  de  ce  trinôme,  et,  par  suite,  /•Selle 
lorsque  z  sera  compris  entre  ces  racines,  ce  c[ui  donne 

c        \/{a  —  2R)2-i- 6"-)- c2  c        v/(a  —  2  R.  )--h  62-h  c- 

-^-^ ~ <z  <   -  -H  -'-^ ■ 

1  2  •}.  i 

iSous  avons  ainsi  les  z  des  plans  limites  dont  ou 
trouvera  plus  loin  la  déternsination  géométrique. 

Quant  aux  sections  de  [S]  par  les  plans  ^  =  o  et 
z  =  c,  elles  se  confondent,  d'après  l'équation  (  i),  avec 
les  sections  par  les  mêmes  plans  des  cylindres 

X- -^  j- —  i^x  :=^  o,         x^ -T- y- — ax — by  =z  n, 

parallèles  à  O3  et  ayant  pour  sections  droites  :  l'un,  le 
cercle  [C],  l'autre,  le  cercle  cjui  a  pour  diamètre  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  P  sur  Oz. 

Il  était  d'ailleurs  évident  que  la  section  parallèle 
à  Oxj',  qui  est  toujours  une  quartique  bicirculaire, 
devait,  en  se  décomposant,  donner  un  système  de  deux 
cercles,  et  que  les  systèmes  de  cercles  obtenus  dans  les 
plans  z  =  o  et  z  =  c  devaient  être  identiques  en  raison 
de  la  svuiétrie  remarquée  plus  haut  de   la  surface  par 

rapport  au  plan  z  =  -  ■ 


SOLUTION    GEOMETRIQUE. 


I.  Pour  déterminer  l'ordre  de  la  surface  [S],  remar- 
quons d'abord  que  l'axe  O  :;  est  une  droite  double  de 
cette  surface,  puisque,  par  chaque  point  B  de  cet  axe 
passent  deux  droites  (réelles  ou  imaginaires)  perpendi- 
culaires à  PB  et  rencontrant  le  cercle  [G]. 

Si  maintenant  nous  coupons  par  un  plan  OAz  conte- 
nant Oz.  nous  voyons  que  la  section  obtenue  en  dehors 
de  cet    axe    est   le  lieu   des    projections  de    P    sur   les 
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droites  passant  par  le  point  A,  où  le  plan  considéré 

,  rencontre  le  cercle  [C].  Ce  lieu  est  le  cercle  qui  a  pour 

diamètre  la  distance  du  point  A  à  la  projection  H  du 

point  P  sur  le  plan  OAz. 

Toute  section  par  un  plan  OA^  comprenant  une 
droite  double  et  un  cercle,  la  surface  [S]  est  du  qua- 
trième ordre. 

II.  Nous  venons  de  voir  que  les  sections  de  [S]  par 
les  plans  OA;  sont  des  cercles.  Cherchons  le  lieu 
des  centres  de  ces  cercles.  Le  centre   I  de  l'un  d'eux 


est  le  milieu  de  AH.   Or,  le  point  H  est  situé  dans  le 

plan  3  =  0.  Le  point  I  reste  donc  dans  le  plan  z  =  -, 

et  la  courbe  qu'il  décrit  se  projette  en  vraie  grandeui- 
sur  le  plan  Oxy  (où  nous  représentons  les  projections 
des  divers  points  par  la  même  lettre  avec  l'indice  o). 
Or  le  point  lo,  étant  la  projection  sur  AH,,  du  milieu  Jo 
de  ]NP„,  décrit  le  cercle  de  diamètre  OJo,  c'est-à-dire 
celui  qui,  passant  par  O,  a  pour  centre  le  milieu  de  la 
droite  joignant  le  centre  C  au  milieu  Do  de  OPq. 

Ce  cercle  transport  a  parallèlement  à  Oz  de  ^  (de 
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façon  que  son  centre  vienne  au  milieu  E  de  CD)  donne 
donc  le  lieu  cherché  du  centre  I. 

III.  Toutes  les  sections  circulaires,  conteuues  dans  les 
plans  OAs,  ayant  leurs  centres  I  dans  le  plan  -  =  -,  ce 
plan  est  de  symétrie  pour  la  surface  [S],  et  les  plans 
limites  en  seront  à  une  distance  égale  au  rayon  de  la 
plus  grande  de  ces  sections  circulaires. 

Or,  le  rayon  lA  de  l'une  d'elles  est  égal  à  la  projec- 
tion de  la  moitié  JN  de  PsP  sur  le  plan  Okz.  Ce  rayon 
sera  donc  maximum  lorsque,  le  plan  OA^  devenant 
parallèle  à  NP,  la  projection  se  fera  en  vraie  grandeur. 
La  dislance  des  plans  limites  au  plan  '■  =  -  (^st 
donc  égale  au  segment  JIN  de  l'espace. 

Autrement  dit  :  Un  plan  parallèle  à  Oxy  donne  à 
la  fois  une  section  réelle  ou  une  section  imaginaire 
(abstraction  faite  du  point  isolé  situé  sur  O z)  dans  la 
surface  [S]  et  dans  la  sphère  de  diamètre  NP. 

On  voit  en  outre  que  la  surface  contient  le  cercle  [C], 
sa  projection  [C,]  sur  le  plan  r  =  c,  le  cercle  [D]  con- 
tenu dans  ce  plan  et  ayant  pour  diamètre  la  distance 
de  P  à  Os,  et  sa  projection  [Do]  sur  Oxy. 

On  obtient,  en  ellèt,  chacun  d'eux  selon  que  l'on 
prend,  en  chaque  point  A  du  cercle  [C]  : 

i"   La  droite  perpendiculaire  à  PA  qui  rencontre  O  :;-, 

2"    La  parallèle  à  Os; 

3"   La  droite  passant  par  la  projection  H  de  P  sur  h; 

plan  OAs; 

4"   La  droite  OA. 

Jicnarque  complémentaire.  —  La  surface  [S]  admet 
un  (piadruple  mode  de  génération  conforme  à  celui  (jue 
définit  l'énoncé.  11  suffit  d'associer  à  l'un  quelconciue 
des  quatre  cercles  [C],  [C,],  [D]  et  [D.,]  le  point  dia- 
métralement opposé  à  celui  situé  sur  Oz  dans  celui  des 
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trois  autres  cercles  qui  n'est,  avec  le  premier,  ni  dans 
un  môme  plan,  ni  sur  un  même  cylindre  de  révolution. 
On  s'en  convainc  aisément  en  remarquant  que  les  sec- 
tions circulaires  obtenues  dans  les  plans  passant  par  Oz 
sont  les  mêmes  dans  les  quatre  cas. 


CORRESPONDANCE. 


M.  G.  Fouret.  —  Voulez-vous  me  permettre  d'attirer  un 
instant  l'attention  des  lecteurs  de  votre  Journal  sur  quelques 
remarques  qui  concernent  le  sujet  de  la  Composition  mathé- 
matique proposée  cette  année  aux  candidats  à  l'École  Poly- 
technique et  qui,  en  raison  de  cette  circonstance,  offrent 
peut-être  quelque  intérêt  d'actualité? 

Soient,  par  rapport  à  un  système  de  trois  axes  de  coordon- 
nées rectangulaires  OXYZ,  un  point  P  de  coordonnées  a,  b,  c 
et  une  courbe  quelconque  (C)  du  plan  XOY  dont  nous  repré- 
sentons l'équation  dans  ce  plan,  rendue  homogène,  par 

F(a",  j,  0  =  o. 

Un  calcul  facile  fournit,  pour  l'équation  de  la  surface  [S], 
lieu  des  projections  orthogonales  du  point  P  sur  les  droites 
qui  rencontrent  à  la  fois  OZ  et  la  courbe  (G), 

/  x--i-y-  —  ax  —  by 

(I)  F    J7,  r,  — — ~ r^ 

^'  \    '-^^  x''-  +  y'^+ z^—ax  —  bj  —  c. 

Si  la  courbe  (G)  est  du  /i''""-'  ordre,  et  admet  l'origine  O 
comme  point  multiple  d'ordre  p,  on  voit  immédiatement  sur 
l'équation  (i)  que  la  surface  [S]  est  d'ordre  3/i  —  2/)  et 
admet  OZ  comme  droite  au  /i''^^""  ordre  de  multiplicité, 
abstraction   faite  de  la  sphère 

x^ -k-y'^ -h  z- —  ax  —  by  —  c^  =  o 

décrite  sur  DP  comme  diamètre,  qui  compte  p  fois  dans  le 
lieu  complet  (  •  ). 

C)  La  plupart  des  remarques  suggérées  par  réqualion  de  la  sur- 
face s'expliquent  géométriquement  sans  aucune  difticullé. 
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On  voit  encore  immédiatement  sur  l'équation  (i)  que  la  sur- 
face [S]  a  n — p  nappes  passant  par  l'ombilicale  et  contient 
le  point  P  comme  point  multiple  d'ordre  n — p.  Un  calcul 
très  simple  montre  en  outre  que  tout  plan  passant  par  OZ 
coupe  [S]  suivant  n — p  cercles. 

Transportons  l'origine  des  coordonnées  au  point 

a:  =  o,  7  =  o,  ^  = 
sans  changer  la  direction  des  axes.  L'équation  de  [S]  devient 
(2)  F     x,y,  ^ ^ 


x^  —  jy^-T-  z- —  ax  —  by - 

4 

Cette  équation  ne  renfermant  z  qu'à  des  puissances  paires, 
on  en  conclut  que  le  nouveau  plan  des  XY  est  plan  de  symétrie 
de  la  surface.  De  là  il  résulte  que  dans  le  mode  de  génération 
donné  de  la  surface  [S]  on  peut  substituer  respectivement  au 
point  P  et  à  la  courbe  (C)  leurs  symétriques  par  rapport  au 
plan  de  symétrie  trouvé. 

Supposons  que  la  courbe  (G)  soit  le  cercle 

X-  -^  y"^  —  3c.r  —  '^y  =  o; 

la  surface  [S]  est  alors  la  surface  du  quatrième  ordre  qui 
faisait  l'objet  de  la  composition  pour  l'admission  à  l'École 
Polytechnique,  et  l'on  retrouve,  comme  cas  particuliers  des 
remarques  qui  viennent  d'être  faites,  les  principales  pro- 
priétés de  cette  surface. 

L'équation  (2)  de  [S]  peut  d'ailleurs  s'écrire,  dans  ce  cas 
spécial, 

-^  {x'^-\-  y^ — ax  —  by)  {x'^  +  y'^. —  %x  —  ^y)  =0. 

Cette  équation  n'est  pas  altérée  par  l'échange  de  a  et  de  a, 
de  b  et  de  p.  De  là  cette  conséquence,  assez  digne  de  remarque, 
que  la  surface  du  quatrième  ordre  [S]  peut  être  engendrée  à 

l'aide  de  l'un  des  points  f  a,  ^,  ±  -  j  et  du  cercle  correspon- 
dant 

c 

■3  = -i- 7  >  x''--\-y- — ax  —  by  =  o, 
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de  la  même  façon  qu'au  moyen  de  l'un  des  points  (a,b,±-\ 
et  du  cercle  correspondant 


-,  x--\-y- — <xx  —  [jj/ =  o. 


CERTIFICATS  D'ALGËBRE  SUPERIEURE. 


I.  On  considère  V équation  du  quatrième  degré  f{x)  =  o 
et  les  fonctions  des  racines 

(pj  =  a7i.r2  + 373^74         cp2  =  ^1^3+ 572a?4,         cfj  =  iPi  374-1- 372  •'Z^s  ; 
on  forme  la  fonction 

Wi  =  tf  2  —  »3  =  ( --Pi  —  x-i  )  (  a?3  —  .7-4  ). 

1°  Déterminer  le  groupe  auquel  appartient  wi,  et  les  va- 
leurs dont  est  susceptible  cette  fonction  pour  toutes  les 
substitutions. 

■1°  Calculer  la  somme  des  carrés  des  valeurs  de  to,,  et 
montrer  que,  si  elle  est  ?iulle,  V invariant  S  est  nul  et  les 
racines  sont  liées  par  la  relation 

{x^  —  X^y-ix^  —  Xt,y--\-  (Xi  —  X;^)  (X.2  —  X3)  {Xi  —  X,,){X.2 ^i)  =  O, 

qu'on  peut  écrire 

^  {Xi  —  Xif 

ÎI.  Démontrer  les  égalités 

p{u-\-  v)-{-  p{u  —  v) 

^    'i(pupv—{gi)(pu-+-pv)  —  g3  ^ 
(l)  {  ~  (Plt  —  P^)^ 

-  p'  U  p'  V 


piu  -+-  V)  —  p{u  —  (' )  = 


{pu  —  pvY 


1 1  F.    On  considère  la  cubique  (  C  )  définie  par  les  formul-es 

X  =  p{u\M,  to' ),         y  =  p{u\io,  0)' ), 
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et  l'on  suppose  que  la  période  2w  est  réelle,  la  période  210' 
purement  imaginaire. 

1°  Déterminer  les  arguments  des  points  d'inflexion;  mon- 
trer que  la  droite  qui  joint  deux  des  points  dinjlexion  va 
passer  par  un  troisième. 

1"  En  partant  de  l'équation  de  la  cubique  (G) 

j2^  4a73—  g-lx  ^  gz, 

et  en  égalant  à  zéro  la  dérivée  seconde  de  y  par  rapport 
à  X  on  obtient,  pour  déterminer  les  abscisses  des  points 
d'inflexion,  une  équation  du  quatrième  degré 

Y{x)^ax'''-^  kbx-^-^^cx'^-^  t\dx-\- e\ 

vérifier  que  l'on  a 

¥'{x)  =  ^{^x^—  giX  —  gz), 

p  désignant  un  facteur  numérique. 

Étudier  la  variation  du  polynôme  Y{x)  en  supposant 
que  x  varie  rfe  —  00  à  +  00;  e/i  conclure  le  nombre  des 
points  d'inflexion  réels.  Vérifier  que  l'invariant 

S  =  «e  -  4  ^  «f  +  3  c2 

de  Ffa?)  est  nul. 

3"  Montrer  que  les  racines  peuvent  être  représentées  par 

les  formules 

I  2  to' 

X'i—  p 


Xit  =  p 


3 

2  0) 2W' 

3 


et  retrouver,  au  moyen  de  cette  interprétation,  le  nombre 
des  points  d'inflexion  réels. 

Vérifier,  par  un  calcul  algébrique,  que  x^,  x-i,  X3,  x^  sa- 
tisfont aux  deux  relations 

_  l{XxX..  —  \gi)(Xi-+-Xi)  —  gi^ 

(  4 ^1^  —  ^2 ■-î^i  —  ^3 )(^ari^  —  giXi—g3) 
i^^-^^)'= ix,-x,)^ 

(Xi  —  X3){Xi  —  X,,)iX2—  X3)  (Xj  —  X;  ) 

~~  (Xi  —  Xiy 

qui  correspondent  aux  formules  (1). 


(  3M  ) 
Epreuve  pratique.  —  Développer,  en  série  entière,  la  série 

^"  ~    «2    "+"    ^    \{U—  (V)2   ~"    ^2/  ' 

former    les  dérivées  successives  de  pu;  décomposer  p-u  en 
éléments  simples  et  établir  la  formule 

p'^u  =  ^p^u  —  gipu—gi. 

Former  les  relations  qui  relient  les  puissances  successives 
de  pu  aux  dérivées  successives  de  cette  fonction  ;  intégrer 


f 


p^u  du. 

(Nancy,  juillet  1901.) 


I.   On  considère  le  produit  infini 


(^ 


où  q  désigne  une   constante  réelle  comprise   entre  o  et  i, 
et  z  une  variable  complexe. 

1°  Montrer  que  ce  produit  définit  une  fonction  td{z) 
jouissant  de  la  propriété 

Tn{qz)  =  Ts5{z)—-; 

trouver  les  zéros  de  la  fonction  m{z). 

2"  K  et  K'  étant  des  quantités  réelles  et  positives,  on  pose 

K'  i  TZ  II 

q  ==  e      ^  ,         z  =  e  ^^  , 

et  l'on  désigne  par  U(u)  ce  que  devient  la  fonction  td(z) 
après  cette  double  substitution. 

Indiquer  comment  se  transforme  la  fonction  U{u)  quand 
on  ajoute  2K  ou  -iiK'  à  l'argument  u;  trouver  les  zéros  de 
la  fonction  U{u).  Vérifier  que  l'on  a 

TZU  /  .  TZU  A/  ^  TZU  \ 

U(u)  =  'icos  — [7  {  H-  aç-^cos  "ît-  +  S'   )  (  1  -+-  i^'^cos  —  -f-  g^M-  • 


(  3^5  ) 

3"  A    quelles    conditions    doivent    satisfaire    les    coej 
cients  A,„  de  la  série 

A„,g'^z"^  {o<q<i) 


1 


pour  que  cette  série  définisse  une  fonction  jouissant  de  la 

propriété 

qz^-f(qz)^f(z); 

de  cette  détermination,  déduire  le  développement 

II(a)  =  G^^      *       cos(2/n- i)  — ,  , 


n(ii)  désignant  la  fonction  précédemment  considérée,  et  G 
un  facteur  constant. 

II.   On  considère  l'équation  du  quatrième  degré 
x'* -^  a^x^ -\-  a-ix''--^  a^x  -\-  a,^  =  o, 

on  désigne  ses  racines  par  x^,  x,,  X3,  Xi  et  l'on  prend  la 
fonction  de  ces  racines 

p  =  XiXi—  x^x,^, 

1°  Déterminer  toutes  les  valeurs  que  peut  acquérir  cette 
fonction  pour  toutes  les  substitutions  et  former  le  groupe 
de  substitutions  auquel  appartient  la  fonction  donnée  p. 

1"  Etant  donnée  la  fonction  des  racines 

^  =  j-ir 2-4- 3-33-4, 

former  l'équation  dont  dépend  p  en  fonction  cle^.,  lorsqu'on 
effectue  les  substitutions  laissant  cp  invariable.  Former 
inversement  l'expression  de  es  en  fonction  rationnelle  de  p, 
et  en  déduire  l'équation  dont  dépendent  toutes  les  valeurs 
dont  la  fonction  cp  esi  susceptible  en  fonction  des  coeffi- 
cients ai,  «2,  «3,  a^. 

3"  En  supposant  que  pour  une  équation  spéciale  la  fonc- 
tion p  soit  rationnellement  connue,  comment  achèverait-on 
les  résolutions  de  V équation? 


(  326  ) 

Épreuve   pratique.  —    Condition  de   convergence   de    la 
série  ^ — ;  Limite  supérieure  du  reste. 
Étude  de  la  convergence  des  séries 


'  2^'  2 


„  „        ..  iu  —  w^)' 


Ââ\{u  —  wf        w^j'      Z^\u  — 


I  u 


(V  =1  2  m  0)  -}-  "ino) 


m,  rt  =:  o,  ih  [,  ±  2,  .  .  . ,  ni  et  n  non  nuls  simultanément. 

(Nancy,  novembre  1901.) 


CERTIFICATS  D'ANALYSE  SUPERIEURE. 


I.  Étant  donnée  l'équation  différentielle  linéaire  et  ho- 
mogène du  second  ordre 


dx-  dx 


qy^o, 


dont  les  coefficients  p  et  q  sont  des  fonctions  elliptiques 
de  X,  aux  mêmes  périodes,  et  dont  l'intégrale  générale  est 
supposée  méromorphe,  trouver  dans  tous  les  cas  possibles  la 
forme  analytique  des  intégrales. 

II.  Intégrer  l'équation  de  Lamé 

d-^Y 

-^  =  {2px-ha)y. 

Epreuve  pratique.  —  Soit  l'équation  différentielle 

3  dy  _       %  y'^  —  'i  y  —  i 
dx  Sxy^ —  X  -+-  I  ' 

la  variable  x  partant   de    l'origine   x  =  o   et  arrivant   au 


(  3^7  ) 

point  a?  =  —  I  en  suivant  un  certain  chemin,  l'intégrale  y, 

qui  avait  la  valeur  initiale  y^,  acquiert  la  valeur  —  —par 

ce  chemin.  Trouver  le  développement  en  série  qui,  dans  le 
domaine  du  point  rr  = —  i,  représente  les  valeurs  de  l'inté- 
grale considérée.  On  calculera  les  premiers  coefficients  de 
ce  développement.  (Nancy,  novembre  1901.) 

I.  Donner  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
q  u'  une  fonction  P  de  deux  variables  x  et  y  puisse  être  con- 
sidérée comme  la  partie  réelle  d'une  fonction  analytique 
d'une  variable  imaginaire,  f(z),  où  z  -^  x  —-  y  i,  et  dé- 
montrer cette  condition. 

Démontrer  que,  si  une  fonction  analytique  f{z)  est  finie, 
continue  et  uniforme  dans  une  aire  à  un  ou  plusieurs  con- 

.ours,  fUtégraleJn,,  d.  prise  éans  le  sens  direct  le  long 

du  contour  de  l'aire  est  nulle. 

II.  Un  cône  de  révolution  est  représenté  par  les  équa- 
tions 

a;  =  ?^  cosa  cos(^,         j' =  j<  cosa  sint^,         ^=  usina, 

où  a  est  fixe  et  donné  et  où  u  et  v  sont  deux  paramètres 
variables. 

Déterminer  sur  ce  cône  Une  courbe  telle  que  la  longueur 
comprise  sur  une  tangente  quelconque  entre  le  point  de 
contact  et  le  point  où  cette  tangente  rencontre  le  plan 
des  xy  soit  égale  à  une  quantité  donnée  l. 

Calculer  la  longueur  d'un  arc  de  la  courbe  et  le  rayon 
du  cercle  osculateur  en  un  point  de  la  courbe. 

Solution. 

En  posant  u  =  /sincp,  la  courbe  est  représentée  par  l'équa- 
tion 

V  cosa  -1-  cp  -4-  cotcp  =  o. 

La  projection  sur  le  plan  des  xy  se  compose  de  deux 
branches   qui    ont  l'origine   pour    point   asymptotiquc   et    qui 

lorment,   en    se    reunissant,    un    rebroussemcnt    pour   cp  =  -  • 
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L'arc  de  courbe  est  représenté  par  l\ogu  et,  R  étant  le  ravon 
de  courbure,  on  a 

f'^  I  —  Scos^cp -+- cos^o  cos*<p 

R'^  cos'^cp  sin^cpcos^a 

Eprelve  pratique.  —  Calculer  sous  forme  de  fractions 
ordinaires    simplifiées    les    coefficients    de    développement 

(l^  — suivant    les  puissances   croissantes   de  z  jusqu'au 

coefficient  de  i^  inclusivement. 
On  posera 

-z^ —  =  Ao-4-  Ai^  +  A2  22_^. .  .4-  A„5«  +  . . ., 


et  l'on  emploiera  la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 

Solution. 
On  a 

Ao  =  i,         Ai  = ,  A3=A5=A7=o,         A2=  -— ^, 

A4  =—   „■    00     c  '  A6=    _,    „■     . J  A8  =  — 


2*. 32. 5  °        2-5.33.5.7  °  2«.33.52.7 

(Besançon,  juillet  1901.) 

Etant  donnés  trois  axes  rectangulaires,  trouver  les  sur- 
faces S  telles  que  la  somme  algébrique  des  segments  de  la 
normale  {en  un  point  M  de  la  sutface)  compris  entre  le 
pied  m  de  cette  normale  et  chacun  des  plans  coordonnés 
soit  égale  à  zéro. 

Vérifier  que  parmi  les  surfaces  S  il  se  trouve  des  sur- 
faces du  deuxième  degré  S',  rapportées  à  leurs  plans  prin- 
cipaux et  passant  par  le  point 

\x  =  o,  y  ^^  o,  z  ^=  a  y/ —  1). 

Les  intersections  des  surfaces  S' par  le  plan  xO  y  forment 
un  système  de  coniques  dont  on  demande  l'enveloppe  et  les 
trajectoires  orthogonales.  (Poitiers,  juillet  1901.) 


(  3.-9  ) 

COXCOIRS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE  SllPÉRIElRE 
m  1902. 


Mathématiques. 

On  considère  la  courbe  (G)  décrite,  lorsque  a  varie,  par  le 
point  M,  dont  les  coordonnées  rectangulaires  sont 

_  cos4a  _  sin4a^ 

on  montrera  que  x,  y  s'expriment  rationnellement  au  moyen 
de  t  =  tanga;  on  formera  l'équation  en  coordonnées  polaires 
de  la  courbe  (G)  et  l'on  construira  cette  courbe. 

Soient  A  le  point  double  réel  de  la  courbe  (G);  le  heu  du 
point  d'intersection  P  de  la  droite  AM  et  de  la  droite  dont 
l'équation  est  JK  =  ^  tanga,  lorsque  a  varie,  est  un  cercle  (K). 

A  chaque  point  M  de  la  courbe  (G)  correspond  par  la  con- 
struction précédente  un  point  P  du  cercle  (K);  la  droite  OM, 
qui  joint  l'origine  des  coordonnées  0  au  point  M,  rencontre 
la  courbe  (G)  en  trois  points  Mi,  M^,  Ms,  autres  que  le 
point  M;  soient  P„  P„  P3  les  points  du  cercle  (K)  qui  cor- 
respondent respectivement  auv  points  M„  M„  M3  comme  le 
point  P  correspond  au  point  M. 

On  montrera  que  les  coordonnées  des  points  Mi,  M2,  Mj 
s'expriment  rationnellement  au  moyen  de  tanga,  et  que  les 
points  P,  P,,  P2,  P3  sont  les  sommets  d'un  carré  dont  la 
"Grandeur  est  indépendante  de  a. 

"  Quels  sont  les  lieux  décrits,  lorsque  a  varie,  par  les  points 
d'intersection  de  OM  avec  les  diagonales  du  carré,  de  la  droite 
dont  l'équation  estj  =  ^  tanga  avec  les  côtés  du  carre? 

Soit  M,  celui  des  points  M.,  M,,  M,  qui  est  du  même  cote 
que  le  point  M  par  rapport  au  point  0;  quels  sont,  lorsque 
a  varie,  le  lieu  du  conjugue  harmonique  du  point  0  par  rap- 
port aux  points  M,  M,  et  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  sur  la  droite  OM  du  point  d'intersection  des  tan- 
gentes en  M,  Ml  à  la  courbe  (G)? 


(  33o  ) 


AGHÉGATION  DES  SCIENCES  SIATIIÉlMATlQllES 
(C0\C01IRS  DE  1902). 


Mathématiq  ues  élémen  ta  ires . 

Etant  donnés,  dans  un  plan,  un  cercle  fixe  (to)  de  centre  0 
et  un  cercle  fixe  (y)  de  centre  C,  d'un  point  P  du  cercle  (y) 
on  mène  les  tangentes  au  cercle  (w)  qui  coupent  le  cercle  (y) 
en  Q  et  R. 

1°  Trouver  l'enveloppe  des  cercles  circonscrits  aux  triangles 
PQG  et  PRG,  ainsi  que  le  lieu  géométrique  de  leurs  centres, 
lorsque  le  point  P  décrit  le  cercle  (y). 

Distinguer  sur  l'enveloppe  et  le  lieu  les  portions  qui  corres- 
pondent à  des  triangles  réels. 

2°  Calculer,  en  fonction  de  l'angle  OGP,  les  angles  et  les 
longueurs  des  côtés  du  triangle  PQR. 

Etudier  la  variation  de  la  longueur  du  côté  QR  lorsque  OGP 
varie. 

3°  Des  points  Q  et  R  on  mène  les  deux  tangentes  au  cercle (wj 
autres  que  PQ  et  PR. 

Trouver  le  lieu  géométrique  du  point  d'intersection  M  de 
ces  deux  tangentes,  dans  le  cas  particulier  où  le  cercle  (y) 
passe  par  le  centre  O  du  cercle  (w). 

Ma  th éma  tiq  ues   spécia  les . 

Etant  donnée  la  surface  du  second  ordre  S  qui,  rapportée  à 
un  système  de  trois  axes  rectangulaires,  a  pour  équation 

abc  ' 

on  considère  les  deux  coniques  G  et  G'  d'intersection  de  cette 
surface  par  les  plans  xOy  el  xO z  et  une  droite  D  située  dans 
le  plan  yOz  et  passant  par  l'origine  des  coordonnées. 
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i"  Trouver  l'équation  de  tout  plan  P  tel  que,  si  M  est  l'un 
de  ses  points  d'intersection  avec  la  conique  G,  M'  l'un  de  ses 
points  d'intersection  avec  la  conique  C  et  N  son  point  d'inter- 
section avec  la  droite  D,  les  trois  points  M,  M'  et  N  soient  en 
ligne  droite. 

2°  Trouver  l'enveloppe  des  plans  P. 

3°  Trouver  le  lieu  S  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
d'un  point  fixe  A  de  l'espace  sur  les  plans  P. 

Montrer  qu'il  existe  une  infinité  de  plans  Q,  passant  par  A, 
qui  coupent  cette  surface  2  suivant  deux  cercles. 

Trouver  l'enveloppe  de  ces  plans  Q  et  le  lieu  de  la  corde 
commune  aux  deux  cercles. 

4°  Que  deviennent  les  résultats  précédents  dans  le  cas  par- 
ticulier où  la  surface  du  second  ordre  S  est  un  paraboloïde? 

Composition  sur  l'Analyse  et  ses  applications 
géo  métriq  ues . 

Dans  un  plan  rapporté  à  deux  axes  de  coordonnées  rectan- 
gulaires Ox  et  Oy,  on  considère  une  courbe  G  telle  que  la 
tangente  MT  et  la  normale  MN  menées  à  cette  courbe  en  un 
point  M  forment  avec  l'axe  0.r  un  triangle  MNT  dont  l'aire 
reste  constante  (et  égale  à  la  moitié  de  l'aire  d'un  carré  de 
côté  donné  a)  lorsque  M  décrit  G. 

i"  Exprimer  les  coordonnées  x  et  y,  par  rapport  à  Ox  et 
Oy,  d'un  point  M  de  la  courbe  G  en  fonction  du  coefficient 
angulaire  t  de  la  tangente  en  M;  construire  la  courbe. 

2"  Exprimer  ensuite  les  coordonnées  x  el  y  considérées  en 
fonction  uniforme  d'un  paramètre  «  à  l'aide  des  fonctions 
introduites  par  Weierstrass  dans  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

'V  Galculer  en  fonction  de  u  le  rayon  de  courbure  relatif 
au  point  M  de  la  courbe  G  et  examiner  s'il  s'exprime  en  fonc- 
tion uniforme  de  u. 

4"  Démontrer  que,  si  l'on  désigne  par  M'  le  centre  do  cour- 
bure de  la  courbe  G  relatif  au  point  M  et  par  P  la  projection 
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de  M  sur  Ox,  l'aire  du  triangle  M'NP  ne  varie  pas  avec  le 
point  M;  indiquer  quelle  est  la  valeur  constante  de  cette  aire. 

5°  Calculer  en  fonction  de  u  la  longueur  de  l'arc  de  la 
courbe  G  compris  entre  un  point  donné  Mo  et  le  point  M  cor- 
respondant à  la  valeur  u  du  paramètre. 

6°  Soit  ]M  un  point  de  la  courbe  G  correspondant  à  la  va- 
leur u  du  paramètre  et  situé  du  même  côté  de  l'axe  Ox  qu'un 
point  donné  Mq  de  cette  courbe;  on  suppose  de  plus  que  l'arc 
de  la  courbe  G  qui  joint  Mq  et  M  n'est  pas  rencontré,  entre  Mo 
et  M,  par  les  portions  MP,  MoPq  des  ordonnées  de  M  et  de  Mo 
limitées  à  l'axe  Ox\  calculer  en  fonction  de  u  l'aire  dont  le 
contour  est  formé  par  la  portion  PPq  de  l'axe  O  x,  parles  por- 
tions lAlP,  MoPo  des  ordonnées  de  M  et  de  Mq  et  par  l'arc  de 
la  courbe  G  joignant  les  points  Mq  et  M. 

Mécanique  rationnelle. 

I.  Un  corps  homogène  pesant  de  révolution  est  suspendu 
par  un  point  O  de  son  axe  :  étudier  son  mouvement,  sachant 
que  l'axe  est  assujetti  par  une  liaison  sans  frottement  à  rester 
dans  un  plan  P  passant  par  la  verticale  du  point  O  et  tour- 
nant autour  de  cette  verticale  avec  une  vitesse  angulaire  con- 
stante w.  Dans  quelles  conditions  le  mouvement  relatif  du 
corps  par  rapport  au  plan  P  se  réduit-il  à  une  rotation  per- 
manente autour  de  son  axe? 

If.  Un  disque  circulaire  homogène,  infiniment  mince,  de 
masse  M  et  de  rayon  R,  se  meut,  assujetti  à  rester  dans  un 
plan  où  sont  tracés  deux  axes  rectangulaires  fixes  Ox.  Oy. 
A  un  certain  moment,  le  centre  du  disque  est  en  0  ;  la  vitesse  v 
de  ce  centre  est  dirigée  suivant  Ox,  et  la  vitesse  angulaire  de 
rotation  du  disque  autour  de  son  centre  est  o).  Au  même  in- 
stant, on  rend  immobile,  par  une  liaison  sans  frottement,  un 
point  A  du  disque,  défini  par  ses  coordonnées  polaires  OA  =  p, 

a^OA  =  a.  Déterminer  la  percussion  que  subit  le  disque,  le 
nouvel  état  des  vitesses  des  points  du  disque  après  la  percus- 
sion, et  la  variation  de  force  vive  qui  se  produit. 
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SOLlTIOiXS  DE  QUESTIOXS  PROPOSÉES. 


1844. 

(1900,  p.    191 


Les  axes   des   coniques    inscrites  dans   un   quadrilatère 
circonscriptible  à  un  cercle  sont  tangentes  à  une  para-  ]y^ 
bole  qui  touche  les  trois  diagonales  du  quadrilatère. 

(A.  Pellet.) 

1845. 


Les  plans  principaux  des  quadriques  inscrites  dans  la 
développahle  définie  par  une  sphère  et  une  quadrique 
quelconque  sont  tangents  à  une  développahle  circonscrite 
à  des  paraboloïdes  qui  touchent  les  quatre  faces  du 
tétraèdre  conjugué  par  rapport  à  la  sphère  et  à  la  qua- 
drique. (A.  Pellet.) 

SOLUTION 
Par  M.   Alpha. 

IBM.  On  sait  que  le  lieu  des  pôles  d'une  droite  A  par  rap- 
port aux.  coniques  d'un  faisceau  tangentiel  est  une  droite  A'  : 
si  A  est  axe  de  l'une  de  ces  coniques,  A'  lui  sera  perpendicu- 
laire, et  réciproquement.  Si  donc  le  faisceau  comprend  un 
cercle.  A'  sera  la  perpendiculaire  abaissée  sur  A  du  centre  to 
de  ce  cercle  :  il  en  résulte  que  A  sera  la  polaire  de  10  par  rap- 
port à  une  des  coniques  du  faisceau.  Or  l'enveloppe  de  ces 
polaires  est,  comme  on  sait,  une  conique  inscrite  au  triangle 
conjugué  commun  à  ces  coniques,  et  c'est,  de  plus,  une  para- 
bole, puisque  la  droite  de  l'infini  est  la  polaire  de  w  par  rap- 
port au  cercle  du  faisceau. 

184rj.  On  sait  que  le  lieu  des  ])ùles  d'un  plan  P  par  rapport 
aux  quadriques  d'un  faisceau  tangentiel  est  une  droite  A  : 
si  P  est  plan  principal  de  l'une  de  ces  quadriques,  A  lui  sera 
perpendiculaire,  et  réciproquement.  Si  donc  le  faisceau  com- 
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prend  une  sphère,  A  sera  la  perpendiculaire  abaissée  sur  P  du 
centre  w  de  cette  sphère  :  il  en  résulte  que  P  sera  le  plan 
polaire  de  w  par  rapport  à  une  des  quadriques  du  faisceau. 
Or  l'enveloppe  de  ces  plans  polaires  est,  comme  on  sait,  une 
développable  de  troisième  classe,  circonscrite  à  des  quadriques 
qui  touchent  les  faces  du  tétraèdre  conjugué  commun  au  fais- 
ceau tangentiel  envisagé;  de  plus,  cette  développable  touche 
bien  le  plan  de  l'infini,  qui  est  le  plan  polaire  de  w  par  rapport 
à  la  sphère  du  faisceau. 

1846. 

(  1900,  p.   irri. 

Si  O  et  Oi  sont  les  foyers  d'une  conique  inscrite  à  un 
triangle  ABC,  on  sait  que  les  projections  de  ces  points  sur 
les  côtés  de  ABC  appartiennent  au  cercle  homo graphique . 

I.  Si  le  point  0  décrit  une  droite  A,  le  point  0]  décrit 
une  conique  circonscrite  à  ABC. 

II.  Construire  la  conique  A,  B,  C,  D,  E  et  déterminer 
GRAPHIQUEMENT  sa  nature. 

III.  Le  lieu  des  points  O  et  Oj  pour  lesquels  la  droite  OOi 
passe  ])ar  un  point  fixe  P,  auquel  en  correspond  un  autre  P), 
est  une  cubique  r  dont  on  obtient  aisément  douze  points  et 
sept  tangentes.  Trouver  les  asymptotes. 

IV.  A  la  cubique  r  en  correspond  une  autre  /-,,  relative 
àVi.  et  ayant  avec  r  neuf  points  communs. 

(P.  Sondât.) 

SOLUTION 
Par  UN  ABONNÉ. 

I.  Les  points  O  et  Oj  sont  inverses  par  rapport  au 
triangle  ABC.  On  sait  que  l'inverse  d'une  droite  est  une 
conique  circonscrite  au  triangle  ABC;  les  points  cycliques 
se  transforment  l'un  en  l'autre;  les  centres  w  des  cercles 
inscrits  et  exinscrits  sont  les  points  doubles  de  cette  trans- 
formation du  second  ordre,  et  les  points  0  et  0]  sont  conju- 
gués à  toutes  les  coniques  qui  passent  par  ces  quatre  points 
(hyperboles  équilatères  conjuguées  au  triangle  ABC).    Voir, 
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par  exemple,  E.  Duporcq,  Premiers  principes  de  Géométrie 
moderne,  p.  i36. 

II.  La  transformée  de  la  droite  de  l'infini  étant  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  ABC,  si  A  coupe,  touche,  ou  ne  coupe 
pas  ce  cercle,  il  lui  correspond  une  hyperbole,  une  parabole 
ou  une  ellipse.  Les  tangentes  en  A,  B.  C  sont,  par  rapport 
aux  bissectrices  des  angles,  symétriques  des  droites  joignant 
les  sommets  du  triangle  ABC  aux  points  oîi  A  coupe  les  côtés 
opposés. 

III.  Le  lieu  demandé  revient  à  celui  des  tangentes  menées 
de  P  aux  hyperboles  équilatères  conjuguées  au  triangle  ABC. 
Ce  lieu  passe  évidemment  par  les  quatre  points  doubles  to,  où 
les  tangentes  sont  les  droites  Pco;  il  passe  de  même  par  les 
points  A,  B,  G  et  par  les  points  Aj,  Bj  et  Ci,  où  PA,  PB  et  PC 
coupent  les  côtés  opposés  du  triangle  ABC.  Enfin,  il  passe 
par  P  et  par  Pj,  la  tangente  en  P  étant  PP].  Nous  avons  bien 
obtenu  12  points  du  lieu,  et  les  tangentes  en  5  d'entre  eux. 
Ce  lieu  se  transforme  d'ailleurs  évidemment  en  lui-même  par 
inversion;  or  on  sait  qu'à  toute  courbe  passant  par  Aj  en 
correspond  une  qui  touche  APi  en  A.  Donc,  les  tangentes 
en  A,  B  et  G  concourent  en  Pj.  Il  en  résulte  que  le  lieu  peut 
encore  être  considéré  comme  le  lieu  des  points  de  contact  des 
tangentes  menées  de  Pi  aux  coniques  qui  passent  par  A,  B, 
C  et  P.  On  en  déduit  de  même  de  nouveaux  points  et  de  nou- 
velles tangentes.  On  voit,  en  passant,  que  : 

Toute  cubique  se  transforme  en  elle-même  par  la  trans- 
formation du  second  ordre  qui  a  pour  points  doubles  les 
points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un  point  quel- 
conque de  la  courbe. 

Quant  à  la  détermination  des  asymptotes,  elle  dépend  du 
troisième  degré,  et  revient  à  mener  de  P  les  tangentes  à  l'hy- 
pocycloïde  enveloppe  des  asymptotes  des  hyperboles  équila- 
tères envisagées. 

IV.  La  cubique  ri  correspondant  à  Pj  coupe  évidemment  r 
aux  points  A,  B,  C,  P,  Pi  et  aux  quatre  points  co. 

Autre  soltilioii  par  M.  A.  Vacquant. 
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1883. 

(1900,   p.   372.) 

Par  chaque  point  de  l'espace  on  mène  une  perpendicu- 
laire sur  le  plan  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  une 
cjuadrique  donnée.  On  a  ainsi  un  complexe.  Les  droites  du 
complexe  situées  dans  un  plan  enveloppent  une  conique. 
Trouver  le  lieu  des  foyers  de  cette  conique  pour  les  plans 
parallèles  à  un  plan  donné.  (A.  Pellet.) 

SOLUTION 
Par   UN    ABONNÉ. 

Le  complexe  dont  il  est  question  est  bien  connu  :  les  cônes 
de  ce  complexe  sont  les  cônes  de  Ghasles  relatifs  à  la  qua- 
drique.  Ce  complexe  est  tétraédral,  le  tétraèdre  fondamental 
étant  formé  par  le  plan  de  l'infini  et  les  plans  principaux  de 
la  quadrique.  Toute  conique  du  complexe  est  donc  une  para- 
bole. Quand  le  plan  de  cette  parabole  varie,  en  restant  paral- 
lèle à  lui-même,  les  paraboles  obtenues  sont  liomothéliques 
par  rapport  au  centre,  et  le  lieu  de  leurs  foyers  est  donc  une 
droite.  Les  droites  du  complexe  sont  les  axes  des  sections 
planes  de  la  quadrique  donnée. 


QUESTIONS. 


1932.  Étant  donné  un  quadrilatère  ABCD,  on  considère  les 
plans  mobiles  ou  plaques  IM,  N,  P,  Q,  reliés  aux  tiges  AB,  BC, 
CD,  DA.  On  demande  de  trouver,  respectivement  dans  ces 
quatre  plans,  quatre  points  m,  «,  /?,  q  tels  que  la  droite  mp 
soit  égale  et  perpendiculaire  à  la  droite  nq  pour  toutes  les 
déformations  du  quadrilatère.  Démontrer  que  les  milieux 
des  droites  mp  et  nq  et  des  diagonales  du  quadrilatère  sont 
les  sommets  d'un  carré.  (J.  Réveille.) 

1933.  Lieu  des  foyers  des  paraboles  tangentes  à  deux  droites 
et  passant  par  un  point  fixe.  (Alpha.) 
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NOTE  DE  GÉOMÉTRIE; 

Par    m.    MANNHEIM. 


A  la  suite  d'un  Travail  de  M.  Piccioli,  inséré  à  la 
page  177  du  présent  Volume,  M.  Duporcq  a  publié 
une  Note  dans  laquelle  il  s'occupe  d'un  problème  qu'il 
énonce  ainsi  : 

Trouver  les  courbes  planes  telles  que  leurs  normales 
découpent  sur  une  droite  fixe  des  segments  propor- 
tionnels aux  arcs  décrits  par  leurs  points  d'inci- 
dence. 

A  propos  de  ces  courbes  {fig-   1)5  ^F^  j*^  désignerai 

Fi  g.  1. 


r^^rv 


par  ('«),  je  viens  présenter  quelques  remarques  géomé- 
triques. 

\  .     Construction     du    centre    de    courbure    d'une 
courbe  (m).   —   D'après    la   définition    de    (ni),    on    a 

arc  mnii  =  X .  /n'  m\  , 
Ann.  de  Mathémnt.,  '\'  série,  t.  II.  (  .\oiH  igo'i.)  22 


(  :\:\H  ) 

d'où,  en  employant  ma  iiolatioii  liahiliirllc, 

d{m)  =  \.d(in). 

Appelons  e  le  centre  de  coiubure  de  (///)  pour  le 
point  ni. 

Une  formule  connue  (')  donne,  pour  un  déplacement 
infiniment  petit  de  m  sur  {m), 

cl  {m)  me 

d{ni')        m'a 

Ce  dernier  rapport  est  alors  égal  rà  À  et  va  nous  per- 
mettre de  construire  e. 

Sur  la  perpendiculaire  m' c  à  la  droite  fixe,  prenons 

le  point  c  de  façon  cpie  — 7—  =  A;  il  suffit  alors  de  mener 

la  droite  me  jusqu'à  sa  rencontie  b  avec  la  perpendicu- 
laire ni' b  à  mm',  et  d'abaisser  de  ce  point  b  la  perpendi- 
culaire be  sur  la  droite  fixe  ^  cette  droite  coupe  mm'  au 
point  demandé  e. 

En  effet,  si  l'on  élève  la  perpendiculaire  ea,  qui 
coupe  m'c  au  point  rt,  on  a 

me  mm'       ^ 


m'a  ou  he         m'c 

2.  Génération  cycloïdale  cViine  courbe  {ni).  —  11 
résulte  de  cette  construction  du  centre  de  courbure  eque, 
si  une  courbe  (/')  est  telle  que,  pour  un  quelconque  de 
ses  points  m',  le  rapport  de  son  rayon  vecteur  mm'  à 
son  rayon  de  courbure  m' c  est  égal  à  ).,  cette  courbe, 
en  roulant  sur  la  droite  jixe,  fait  décrire  la.  courbe  (ni) 
au  point  m  entraîné. 

(')  /'/i/ici/>es   e/.    t/<.'^'e/n/>/)ci>ic/i/s    de    (Jeaniëtrie    cinéntaliquc. 


V-    I 


Vs. 
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En  faisant  usage  d'un  lliéoiènie  connu  ('),  on  a  cette 
propriété  : 

Les  arcs  de  la  courbe  (/■)  sont  proportionnels  aux 
arcs  correspondants  de  sa  podaire  relative  au  point  m. 


3.    Construction  du  centre  de  courbure  c'  de  la  déve- 
loppée  d'une  courbe   (/■).   —   Soit  (/•)   {fig-   2)  une 


Fis.  2. 


^<, 


couibe  telle  que  — —  =  A,   quelle   que  soit  la  position 

de  m'  sur  cette  courbe. 

Pour  un  déplacement   angulaire  dj>  de  mm'  autour 


de 


;  m.  on  a 


d<  r)  =  Im  .  cl's. 


En  appelant  d(.<)  l'angle  de  contingence  de  (/)  (Mi  ///', 

on  a  aussi 

d{r  )  =  nt'  c.doi, 
donc 

/m' .do  = /II' c  .d«j, 
d'où 

/.         "^'^   1 

Cl'it  =    T T  «01. 

Ini 


(  '  )  Loc.  cit.,  p.    Ml 
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D'autre  pari,  puisque 

in/n'  =  l.m'  c, 

on  a 

d.  mm'  =  \d.  m' c, 

c'est-à-dire  (  '  ) 

ml.d':j  =  l.cc  .diû, 

en  appelant  c'  le  centre  de  courbure  de  la  développée 
de  (/■). 

Remplaçant   dz»  par  la  valeur  que  nous  venons  de 
trouver  et  supprimant  f?a),  il  vient 

ml  ,  ^  , 
- — ■  m  c  =  K .  ce 
Im 


OU 


— —  m  c  =  k.cc 


et  enfin 

gc        mm' 
ce'         m' c 

Il  résulte  de  là  que  les  triangles  mm' c^  gcc'  sont  sem- 
blables et  que,  par  suite,  on  obtient  le  point  c'  à  la 
/encontre  de  la  normale  ce'  à  la  développée  de  (;•)  et 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  g  sur  me. 

4.  Autre  construction  du  centre  de  courbure  c'  de 
la  développée  de  (;).  —  Du  point  g  menons  gh  paral- 
lèlement à  m'c.  Le  point  c'est  alors  l'orthocentre  du 
triangle  gch^  et  l'on  obtient  ce  point  c'  par  cette  con- 
struction : 

On  mène  gh  parallèlement  à  m'c  et  hc'  parallè- 


(')  Loc.  cit.,  p.   (i  cl  suiv. 


(  H^  ) 

leinenL   à  mm'  :   cette   dernière  droite   coupe  ce  au 
point  c'  ('). 

5.  Coîistruction  de  la  normale  à  la  courbe  (g)  lieu 
des  points  tels  que  g.  —  Pour  résoudre  ce  problème, 
déplaçons  m'  sur  (/•)  et  déformons  le  triangle  gm'c.  Nous 
ne  connaissons  pas  l'enveloppe  de  cg]  supposons  que  la 
normale  à  cette  enveloppe,  issue  de  son  point  de  contact 
avec  gc^  coupe  ce'  au  point  i  et  ml  au  point  y. 

On  a  (2) 

d{r)  _  ni' c 
d{c)         ce' 

d(c)  __   ci 
d{g)  "  gj' 

d{g)  ^    gj 
d{r)        ni' I 

Multipliant  membre  à  membre,  il  vient 


Mais 
donc 


m  CCI 

ce' .  ni  l 

m' c 
ni  l 

ni  g         ch 
ni  ni        cm 

ce' 
'  ~ct 

Cl  =  et. 


Il  résulte  de  là  que  la  normale  demandée  est  gm  et 
que  la  courbe  {g)-,  lieu  des  points  tels  que  g,  est  un 
cercle  de  centre  m. 

6.  Génération  directe  de  la  développée  (c)  d'une 
courbe  (/).  —  Nous  venons  de  trouver  que  cg  est  tan- 


C)  Il  est  facile  de  construire  le  centre  de  courbure  de  la  déve- 
loppée de  (/•). 

(-)  Loc.  cit.,  p.  \\). 
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génie  à  un  cercle,  mais  nous  avons  vu  prccédcmnienl 
que  le  rapport  de  celte  tangente  à  ce'  est  constant,  on 
peut  donc  dire  que  la  développée  d'une  courbe  (/•)  est 
telle  que,  pour  ses  points,  les  rayons  de  courbure  sont 
proportionnels  aux  distances  tangentielles  de  ces  points 
à  un  cercle  fixe. 

On  peut  remarquer  qu'une  courbe  (/)  et  sa  déve- 
loppée peuvent  être  définies  de  la  même  manière,  avec 
cette  dilierence  que,  pour  la  courbe  (/■),  on  a  un  cercle 
de  rayon  nui . 

7.    Théorème  relatif  à  une  courbe  (/).  —  On  a 

m  g         ni  h        nni' 
mm'        me         cm' 


cm 
mm' 


Le   segment   jng   étant    constant,   ainsi    que   le    rap- 
port   75  on  conclut  que  uni'  est  un  segment  de  gran- 


cm 
mm 
deur  constante-,  donc, 


Pour  une  courbe  (/•),  la  parallèle  au  rayon  vec- 
teur mm' ^  issue  du  centre  de  courbure  c'  de  la  déve- 
loppée de  (/•),  rencontre  le  rayon  de  courbure  m'c  en 
un  point  n  :  la  distance  nm'  est  de  grandeur  constante 
pour  un  point  arbitraire  de  (/),  et  alors  le  lieu  des 
points  tels  (pie  n  est  une  courbe  parallèle  à  (/•). 

8.  Théorème  relatif  à  une  courbe  {m  ).  —  Reprenojis 
la  figure  »  ;  on  a 


m  g 

me        mm 

mm 

mb         me 

mm' 

=  m  g  X  me. 
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Mais  nous  avons  démontré  (5)  que  mg  est  un  segment 
de  longueur  constante^  donc, 

Pour  une  courbe  (m),  les  carrés  des  segments  tels 
que  mm\  compris  entre  la  courbe  et  la  droite  fixe,  sont 
proportionnels  aux  rayons  de  courbure  tels  que  me. 

C'est  le  théorème  auquel  est  arrivé  M.  Duporcq  et 
dont  il  disait  (M  avec  raison  qu'il  serait  intéressant 
d'avoir  une  démonstration  géométrique. 

On  peut  remarquer  que  la  démonstration  que  je  viens 
d'indiquer  est  simplement  une  application  de  quelques- 
unes  de  jues  formules. 


ANALOGIES  EXTRE  LES  COIRBES  FIMCILAIRES 
ET  LES  TRAJECTOIRES  Dll  FOI\T  MORILE; 

Par  m.  G.-A.  IAISANT. 


On  a  depuis  longtemps  remarqué  l'analogie  qui  se 
rencontre  entre  la  théorie  des  courbes  funiculaires, 
formes  d'équilibre  d'un  fil  inextensible  dont  la  grosseur 
est  supposée  nulle,  et  celle  de  la  trajectoire  d'un  point 
matériel.  Il  peut  être  intéressant  de  constater  que  ce 
rapprochement  n'est  pas  le  résultat  d'une  coïncidence 
fortuite,  mais  qu'il  provient  au  contraire  de  la  nature 
même  des  choses.  C'est  ce  que  nous  nous  proposons  de 
montrer  ici. 

Si  l'on  considère  un  élément  MM'  de  la  trajectoire 


(1)    Voir  page  18  (  du  piéscnl  Volume. 
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d'un  point  mobile,  et  si  l'on  mène  les  deux  vecteurs 
infiniment   voisins    OA ,    OA',    qui    représentent    les 
vitesses  en  M  et  M',   l'accélération   w  du  mouvement 


^A' 


s'obtiendra  par  définition  en  divisant  par  dt  le  vec- 
teur AA',  c'est-à-dire  qu'on  aura 


AA' 


dt. 


Si  l'on  considère  un  élément  M\l'  d'une  courbe  funi- 
culaire, et  si  F  est  la  force  appliquée  à  cet  élément, 
rapportée  à  l'unité  de  longueur,  on  démontre  que  la 
force  appliquée  F  ds  et  les  deux  tensions  appliquées 
aux  extrémités  de  l'élément  doivent  se  faire  équilibre. 
Par  suite,  si  l'on  mène  un  vecteur  0A< ,  équipollent  à  la 
tension  T  en  M,  dirigée  suivant  la  tangente  en  ce  point, 
un  vecteur  OA'^  équipollent  à  la  tension  en  M',  et  un 
vecteur  OB  équipollent  à  la  force  F  ds,  on  aura 


OAi+OA'i +  0B  =  o,         OA,-+-OA', 


OB. 


Construisant  OA  =  —  OA, ,  0A'=  +  OA', ,  on  aura 

donc 

0B=— AA', 

c'est-à-dire  que  la  construction  sera  identiquement  la 
même  que  celle  figurée  plus  haut.  11  s'ensuit  que,  dans 
cette  figure,  les  vecteurs  OA,  OA'  peuvent  être  consi- 
dérés comme  représentant  soit  les  deux  vitesses  infini- 
ment voisines  en  deux  points  infiniment  rapprochés  de 
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la  trajectoire,  soit  les  deux  tensions  [parlées  dans  Le 
même  sens)  en  ces  deux  mêmes  poinls  de  la  courbe  con- 
sidérée comme  forme  d'équilibre  d'un  fil. 

Dans  le  premier  cas,  le  vecteur  AA'  aura  pour  expres- 
sion wdt^  et  dans  le  second  — Y  ds. 

La  correspondance  pourra  donc  s'établir  entièrement 
en  posant  d'une  façon  générale 

T  =  A-p,         Fds  =  —  kivdt,         F  =  —  kw  -j- =  — k -• 
'  '  ds  v 

Nous  introduisons  ici  ce  coefficient  constant  k,  qui 
peut  numériquement  devenir  égal  à  l'unité,  afin  de  res- 
peclerriiomogénéité  ;  il  a  évidemment  pour  dimensions  i 
par  rapport  à  la  masse  et  —  i  pai-  rapport  au  temps;  il 
faut  d'ailleurs  se  rappeler  que  F  n'est  pas  une  force, 
mais  le  quotient  d'une  force  par  une  longueur. 

Les  formules  ci-dessus  permettent  de  passer  des 
courbes  funiculaires  aux  trajectoires,  et  les  suivantes, 
qu'on  en  tire, 

_T  ^^^  ^  -_^     -       ^'^ 

permettent  le  passage  inverse. 

Si  l'on  considère  les  composantes,  langentielle  et 
normale,  de  l'accélération,  on  a 

di>  v^ 

''^^dl'      '^'«  =  7' 

p  étant  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe.  Donc  les  deux 

j           FT 
composantes  de 7^  seront  respectivement 


et 


dT         I  dT  ds        I     ^T 
kdt  ~  k   ds   dt  "~  /î^  ds 

_  T   dT 
k'    ds 

T2 

k■^ç. 
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T      .       , 

Divisant  les  tiois  vecteurs  par  -^,  il  s'ensuit   que    les 

deux  composantes  de  —  F  sont 

F(  =  -7-  '  F„  =  - , 

as  p 

comme  ou  le  sait. 

Ces  formules  montrent  que  la  composante  langenlielle 
de  la  force  appliquée  en  chaque  élément  influe  exclusi- 
vement sur  les  variations  de  la  tension,  et  la  con)posant(; 
uormale  sur  la  courbure  du  fil. 

Dans  un  mouvement,  l'accélération  est  la  dérivée 
géométrique  de  la  vitesse  par  rapport  au  temps.  Dans 
une  courbe  funiculaire,  la  force  F  est  (en  sens  contraire) 
la  dérivée  géométrique  de  la  tension  par  rapport  à  la 
longueur  du  fil.- 

Il  uous  sulTu-a,  en  terminant  cette  iNote,  de  faire  res- 
sortir quelques  exemples  particuliers  d'analogies. 

La  courbe  d'équilibre  des  ponts  suspendus  (limite  du 
polygone  funiculaire)  correspond  au  mouvement  païa- 
bolique  des  corps  pesants  dans  le  vide.  Dans  le  premier 
cas,  la  composante  boiizontale  de  la  tension  est  con- 
stante, et,  dans  le  secojid,  c'est  la  coniposante  horizon- 
tale de  la  vitesse. 

Dans  le  mouvement  circulaire  uniforme,  la  vitesse  et 
l'accélération  sont  constantes  en  grandeur,  et  l'accélé- 
ration est  partout  normale  à  la  trajectoire.  Le  cercle 
sera  par  conséquent  la  forme  d'é(juilibie  d'un  iil  sans 
fin  dont  tons  les  éléments  seraient  également  repoussés 
par  un  centre  intérieur. 

Dans  tout  mouvement  d'accéléialion  centrale,  la  Ira- 

iecloireest  plane,  et  la  double  vitesse  aréolaire  — -. —  =  C 

••  *■  dt 

est   consiante.    Pour  toute   foinie    d'é(juilibre  d'un    fi! 
résultant  de   forces  qui   émanent  d  un   centre  fixe,   la 
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courbe  sera  plaiic,  et  l'on  aura 

r^-  dO      _  r  r  dfi 
'  "  k  ds       ~  A     ds      ' 

Si  O  est  le  centre  des  forces,  M  un  point  de  la  courbe 
et  ]MP  la  tension,  l'aire  du  triangle  OiNJP  est  donc  con- 
stante. 

Dans  le  cas  actuel,  l'accélération  est  donnée  par  la 
formule  de  Binet  : 

CM  I  ^^r 


11  s'ensuit  que  la  force  F  a  pour  expression 

ds^     \ /•  "^  f/6V  T/--'    \/-^  d^-^ 

On  a  aussi  l'expression 

ds  \r        «fe^ 

Si  V  désigne;  l'angle  de  la  tangente  à  la  courbe  avec 
le  rajon  vecteur,  nous  pouvons  écrire 

On  a  donc  ainsi,  pour  tonte  courbe  funiculaire  due 
à  une  force  centrale,  l'expression  du  rajiport,  en  chaque 
point,  entre  la  force  rapportée  à  l'unité  de  dislance  et 
la  tension,  en  (onction  des  seuls  éléments  géométriques 
de  la  courbe. 

Nous  avons,  également. 
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Si  une  courbe  funiculaire  airecte  la  forme  d'une  ellipse 
sous  l'action  de  forces  émanant  du  centre,  la  force  F  est 

en  chaque  point  proportionnelle  à  ~ — 

Si  elle  affecte  la  même  forme  sous  l'action  de  forces 

émanant  d'un  foyer,  la  force  F  est  en  chaque  point  pro- 

II     ^  ^0 
portionuelle  a  -^  • 

Enfin,  comme  unique  exemple  du  passage  d'un  pro- 
blème funiculaire  à  une  question  de  Cinématique,  nous 
ferons  remarquer  que  la  chaînette  serait  décrite  par  un 
point  matériel  sous  l'action  d'une  force  de  direction 
constante  proportionnelle  à  la  vitesse:  car  F  est  constant, 
et  l'on  a 

FT        F     ,       F 


SllU  LA  THÉORIE  DES  FORCES  CENTRALES; 

Par  m.  V.  JAMET. 


L'article  publié  dans  le  numéro  de  mars  par  M.  Su- 
char  appelle  quelques  réflexions  que  je  me  permets  de 
soumettre  aux  lecteurs  de  ce  Recueil. 

1.  M.  Sucliar  démontre  que,  dans  le  mouvement  d'un 
point  sous  l'influence  d'une  force  centrale,  si  l'hodo- 
graphe  est  une  conique,  la  trajectoire  est  aussi  une 
conique.  Son  calcul,  aussi  bien  que  son  raisonnement, 
convenablement  généralisés,  conduisent  au  résultat  sui- 
vant : 

Dans  le  niouue/nenl  d'un  /}oinl  sous  l'acLion  d'une 
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force  centrale,  l'hodographe  qui  a  pour  origine  le 
centre  d^ action,  après  avoir  tourné  d'un  angle  droit 
autour  de  ce  centre,  coïncide  avec  la  polaire  réci- 
proque de  la  trajectoire,  la  conique  directrice  étant  un 
cercle  dont  le  centre  est  au  centre  d'action  et  dont  le 
rayon  a  pour  mesure  la  racine  carrée  de  la  constante 
des  aires. 

Il  s'ensuit  que,  dans  un  tel  mouvement,  on  peut  dé- 
terminer comme  il  suit  la  trajectoire,  dès  qu'on  connaît 
l'hodographe  et  la  constante  des  aires  G.   Après  avoir 


fait  tourner  d'un  angle  droit,  autour  du  centre  d'action, 
l'hodographe  donné,  on  écrira  l'équation  de  cette  courbe, 
dans  sa  nouvelle  position,  sous  la  forme 


-cp(e)' 

où  r,  8  désignent  les  coordonnées  polaires  par  rapport 
à  une  origine  placée  au  centre  d'action.  Au  point  de 
coordonnées  r,  Q,  situé  sur  cette  courbe  répondra,  sur 
la  trajectoire,  un  point  tel  que  la  projection  de  l'origine 
sur  la  tangente  en  ce  point  aura  pour  coordonnées  po- 
laires 0  et  C  cp(fj),  de  sorte  que  l'équation  de  cette  tan- 
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gentc  eu  coordonnées  rectil ignés  sera 

(i)  a- cosO +_/ sinO  —  G  0(6)  =  o, 

et  l'on  obtiendra  l'équation  de  la  trajectoire  en  élimi- 
nant 0  entre  cette  dernière  équation  et  la  suivante  : 

—  X  sinO  -\- y  cosO  —  G  c>'(6)  =  o, 

lesquelles  permettent  d'exprimer  immédiatement  x  eiy 
en  fonction  de  S. 

2.  La  loi  d'après  laquelle  la  force  varie  en  fonction 
de  la  position  du  mobile  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Dans  le  mouvement  d'un  point  sous  l'action  d'une 
force  centrale,  la  force  accélératrice  varie  en  raison 
inuerse  du  carré  de  la  distance  du  mobile  au  centre 
d'action,  et  en  raison  directe  du  rayon  de  courbure  de 
riiodographe  au  point  correspondant. 

Soient,  en  effet, 

M,  M'  les  positions  du  mobile  sur  sa  trajectoire  S  aux 
instants  t  eX,  t  -\-  ^t\ 

P  et  P'  les  projections  du  centre  d'action  O  sui-  les  tan- 
gentes à  la  lra|ectoire  en  M  et  M'; 

OV,  0\'  deux  loiigueuis  égahî.s  ;uix  vitesses  en  M  et  AI/, 
comptées  sur  Ol^  et  OP'. 

On  voit  <jue  le  lieu  du  point  \'  est  la  position  occupée; 
])ar  l'liodogra[)lie  apiès  un  quart  de  rotation  autour  du 
point  O.  D'ailleurs,  l'accélération  en  AI  est  égali;  à 

VV 

lim (pour  A<  —  o), 

et  si  l'on   ,i|)p(ll(:  0  raiigle  fjue  l'ait  ().\I  avec  urx;  dii<'e- 


(  •'■>'  ) 

lion  llxc,  «in  voit  aussi  que  raccéléraliou  est  égale  à 


'""TfrÂ7  =  ^^^'"-ir 


Soit  C   la   coustaule  des   aires,  et  soit  OM  == /'.   On 

connait  la  rcilaliou 

dO  _   C 
Ift  ~^  /•- 

(loi  (les  aires)  et,  d'autre  part,  ou  coustate  que  la  lau- 
gente  en  V  à  la  eourbe  décrite  par  ce  point  devant  être 
sans  cesse  perpendiculaire  à  la  direction  OM  de  l'accé- 
lération, quand  le  mobile  passera  de  M  en  M',  la  direc- 
tion de  la  tangente  à  la  courbe  lieu  du  point  \  tournera 
d'un  angle  égal  à  AQ.  Donc  le  rapport 

A6 

a  pour  limite  le  rayon  de  courbure  R  de  la  courbe  lieu 
du  point  V,  ou  bien  le  rayon  de  courbure  de  l'iiodo- 
graphe  au  point  correspondant  à  la  position  M  du  mo- 
bile. Donc,  enfin,  l'expression  de  l'accélération  est 

vi  si  la  masse  du  mobile  est  /«,  la  force  accélératrice  est 
égale  à 

3.  Supposons  donc  que,  au  lieu  de  nous  donner 
l'équation  de  riiodograpbe  en  coordonnées  polaires  ou 
cartésiennes,  on  doinie  simplement  la  loi  suivant  la- 
quelle varie  son  rayon  de  courbure  en  fonction  de 
l'angle  que  fait  sa  tangente  avec  une  direction  iixe,  par 
exemple  avec  la  direction  à   bupicllc  nous  rapportons  la 
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trajectoire  en  coordonnées  polaires,  et  soit 

(2)  R  =  F(Ô) 

l'équalion  par  laquelle  se  traduit  cette  loi.  Cette  équa- 
tion définit  une  famille  de  courbes  égales  entre  elles  et 
orientées  de  la  même  manière  par  rapport  à  deux  axes 
fixes  OX,  OY,  dont  l'un  peut  être  regardé  comme  con- 
fondu avec  l'axe  des  coordonnées  polaires  :  ce  sont  les 
courbes  qu'on  définirait,  en  coordonnées  cartésiennes, 
en  intégrant  les  deux  équations 

(3)  rfX  =  cosOF(e)f/0,         f/Y  =  sinOF(e)c?0, 

puis  en  éliminant  8  entre  les  deux  intégrales  obtenues, 
et  ces  deux  intégrales  sont  de  la  forme 

X  =  cp(6)-t-«,         Y  =  i};(e)  +  6, 

o,  (^  désignant  dteux  fonctions  déterminées,  «,  b  deux 
constantes  arbitraires. 

Il  s'ensuit  que  l'équation  générale  des  trajectoires 
déterminées  par  l'intermédiaire  de  l'équation  (2)  doit 
renfermer  deux  constantes  arbitraires,  comme  il  est 
facile  de  le  vérifier.  En  efl'et,  en  comparant  l'expression 
trouvée  ci-dessus  pour  l'accélération  avec  l'expression 
connue 

on  est  conduit  à  intégrer  l'équation  différentielle 

et  l'on  sait  que  celle-ci  admet  l'intégrale  générale 

(4)   i=_i(sinO  r   F(0)cosO(/0  — cosO  r   F(0)  sin  0  </0  J  . 
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où  Oo5  Qi  sont  aibilraîres.  Ce  résultat  est  confirmé  par 
une   remarque  due  à    M.   Darboux  et  consignée   dans 
]es     Comptes    rendus    de    l' Académie    des    Sciences 
(t.  LXXXIV,  p.  960  et  suiv.),  savoir  : 

Dans  le  mouvement  d'un  point  sous  V action  d'une 
Jorce  centrale  émanant  d' un  même  point  fixe,  les  tra- 
jectoires qui  répondent  à  une  même  loi  des  forces  sont 
homologiques  d'une  même  courbe,  Vaxe  d'homologie 
étant  arbitraire,  et  le  centre  d'homologie  étant  au 
centre  d'action  de  In  force 

Cela  résulte  immédiatement  de  ce  qu'on  peut  écrire 
l'équation  (4)  sous  la  forme 

-  =  a  cosO  -I-  psinO-+-«l>(0), 

a,   [3  étant  arbitraires  et  «I>(0)  désignant  une  fonction 
déterminée. 

4.  On  peut  préciser  la  signification  des  constantes 
qui  figurent  dans  l'équation  (4)  en  s'imposant  la  con- 
dition que  la  trajectoire  passe  par  deux  points  donnés  à 
l'avance,  distincts  ou  non;  dans  ce  dernier  cas,  on  se 
donnera  la  tangente  à  la  trajectoire  au  point  donné. 
Mais  on  peut  aussi  procéder  comme  il  suit.  En  vertu 
des  équations  (3),  on  peut  écrire  l'équation  (4)  sous 
la  forme 

'-  =-  ^[sinO(X-Xo)-cosO(Y^  Vo)], 

puis,  en  employant  les  coordonnées  cartésiennes, 

^(V-Yo)-^(X-Xo)  =  G, 

Xo,   \o  désignant  des  constantes,  x,  y  les  coordonnées 

d'un  point  de  la  trajectoire,  X,  Y  les  coordonnées  du 

Ann.  de  Matkcmat.,  4'  série,  t.  I[.  (  Voùi  1902.)  23 
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point  qui  lui  correspond  sur  l'hodogiaplic.  Mais  si,  dans 
cette  dernière  équation,  on  regarde  x^  y  coinnie  don- 
nées, X,  Y  comme  des  coordonnées  courantes,  elle  re- 
présente une  droite  passant  par  le  point  P  de  l'hodo- 
graphe  qui  répond  au  point  x,  y^  de  la  trajectoire,  et 
parallèle  au  rayon  vecteur  de  ce  point.  C'est  donc  la 
tangente  à  l'iiodograplie  au  point  P.  Mais  la  distance  du 
point  (Xo,  Y(.)  à  cette  tangente  est  égale  à 

C 


Donc  la  projection  du  point  (Xo,  Y,,)  sur  la  tangente  à 
l'hodographe  décrit  une  courbe  transformée  par  inver- 
sion de  la  position  qu'occuperait  la  trajectoire,  après 
une  translation  qui  amènerait  l'origine  actuelle  au 
point  (Xq,  Yo)i  et  une  rotation  d'un  angle  droit  autour 
de  ce  point.  La  constante  d'inversion  étant  C,  on  en 
conclut,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  au  n"  4 ,  que  la  posi- 
tion occupée  par  la  trajectoire  après  ces  deux  mouve- 
ments de  translation  et  de  rotation  est  la  polaire  réci- 
proque de  l'hodographe  ])ar  rapport  au  cercle  dont  le 
centre  est  au  point  (Xo,Yo)  et  dont  le  rajon  est  \/Cj 
plus  simplement  encore  : 

La  trajectoire  étant  déterminée  par  le  choix  des 
constantes  Xq,  Y^,  celles-ci  sont  les  coordonnées  de 
l'origine  de  l'hodographe. 

5.  M.  Suchar,  dans  sa  Note,  fait  allusion  au  pro- 
blème de  Bertiand  [Comptes  rendus,  t.  J^XXXIV),  et 
la  lectuie  des  solutions  fournies  par  Halphen  et  par 
M.  Darboux  suggère  la  question  suivante  : 

Un  point  matériel  se  déplace  sous  l' influence  d'une 
force  cent/ aie  j)roportionnclle  à  sa  distance  au  centre 
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(Vnction  et.  inversement  proportionncLle  au  cube  de 
sa  distance  à  une  droite  fixe.  Si  l'on  ne  savait  pas 
que,  dans  ces  conditions,  la  trajectoire  est  une  conique, 
comment  pourrait-on  établir  ce  résultat? 

La  même  question  se  pose  à  l'égard  de  la  deuxième 
loi,  et  ceci  nous  amène  à  examiner,  dans  quelques-uns 
de  ses  cas  particuliers,  le  problème  qui  consiste  à 
rechercher  la  trajectoire  d'un  point  matériel  soumis  à 
une  force  centrale  dont  on  connaît  l'expression  en  fonc- 
tion des  coordonnées  du  point.  On  sait  que,  dans  le  sys- 
tème des  coordonnées  polaires,  ce  problème  se  ramène 
à  l'intégration  de  l'équation  différentielle 


f/2 

où  o(/-,  Q)  désigne  l'expression  de  l'accélération,  C  la 
constante  des  aires. 

Nous  n'insisterons  pas  sur  le  cas  classique  où  o  dé- 
pend uniquement  de  /•,  cas  où  le  problème  se  ramène 
immédiatement  aux  quadratures.  Nous  ajouterons  seu- 
lement les  remarques  suivantes  : 

i"  Si  la  fonction  o  est  de  la  forme 

l'équation  ci-dessus  est  de  la  forme 

et  adnna  pour  intégrale  générale 

7=— Qll^'n'^'    /     cosO'|(0)f/:0  — cosO    f    siiiO  »{.(  f)  )  .A)  ]  , 

^0,  'i)  étant  arbitraires. 
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u."  Si  la  fonction  's>  est  de  la  forme 

l'équation  différentielle  devient 


C'est  une  équation  différentielle  linéaire  du  second 
ordre,  et  il  suffit  d'en  connaître  une  intégrale  particu- 
lière pour  en  déduire  l'intégrale  générale. 

6.  Mais  il  y  a  lieu  de  s'arrêter  un  instant  sur  ce 
cas  particulier,  afin  d'interpréter  la  proposition  bien 
connue  concernant  le  rapport  anliarmonique  de  quatre 
intégrales  d'une  équation  de  Ricatti.  Dans  l'équa- 
tion (5),  mise  sous  la  forme 


faisons 

4-) 

(6)  r      ^'-^ 


d^ 

nous  transformons  cette  équation  en  une  équation  de 
Ricatti,  savoir  : 

^ +  "'=*(»)• 

dont  quatre  intégrales  particulières  u^^  u^-,  Ma,  Uj^ 
répondant  à  une  valeur  de  0,  ont  un  rapport  anliar- 
monique indépendant  de  0.  Mais,  d'après  la  formule  de 
transformation  (6),  ces  quatre  intégrales  sont  égales  et 
de  signe  contraire  aux  tangentes  des  angles  (jue  fait  la 
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direction  commune  aux  rayons  vecteurs  de  quatre  points 
situés,  respectivement,  sur  les  quatre  trajectoires  cor- 
respondantes, avec  les  vitesses  de  quatre  mobiles  décri- 
vant chacun  une  de  ces  quatre  trajectoires,  aux  instants 
où  ces  mobiles  viennent  passer,  chacun,  en  un  des  points 
considérés.  Donc  : 

Quatre  points  de  même  niasse  décrivant  chacun  une 
trajectoire  différente,  sous  l'action  de  forces  cen- 
trales issues  d'un  même  point  O,  et  dont  l'expression 
est  de  la  forme 

et  la  constante  des  aires  étant  la  même  pour  ces  quatre 
points,  les  rayons  vecteurs  des  hodographes,  corres- 
pondant à  quatre  points  situés  sur  ces  quatre  trajec- 
toires et  sur  un  même  rayon  vecteur  issu  du  point  O, 
ont  un  rapport  anharmonique  constant. 

7.   Supposons  encore  que  l'expression  de  la  force  soit 

de  la  forme 

A/- 

(/'  cos6  H-  a)-5' 

c'est-à-dire  que,  comme  dans  l'un  des  cas  où  la  trajec- 
toire est  une  conique,  la  force  soit  proportionnelle  au 
rayon  vecteur,  et  en  raison  inverse  du  cube  de  la  dis- 
tance du  mobile  à  une  droite  lixe.  Alors  l'équation  dif- 
férentielle des  trajectoires  prend  la  forme 


=  B 


B  étant  égale  à 


r  cos6  -\-  — 
—  A 

C2     ■ 


(  358  ) 
Posons 


1-  cost)  =  OJ, 


l'équalion  précédente  se  transformera  comme  il  suit  : 
cP  w  B  « 

Multipliant  les  deux  membres  de  celte  équation  par 
d(.ù  et  intégrant,  désignant  en  outre  par  D  une  constante 
arbitraire,  on  trouve 

et,  par  conséquent, 


dO  = 


/.^Dco2— Ba  — toi        ±/D2— Ba  — (0)2- D)2 


par  suite  aussi,  en  désignant  par  Q„  une  nouvelle  arbi- 
traire, 

(0^— D 

OU  bien 

io2— D  =  /D2—  Basin2(0  — 60), 

OU  encore 

/5^  H-cosoV— D  =:  v/D2— Brtsiu2(fJ  — Oo). 


En  revenant  des  coordonnées  polaires  aux  coordon- 
nées cartésiennes,  on  trouve  l'équation  d'une  conique 
dont  les  deux  tangentes  issues  de  l'origine  ont  leur  point 
de  contact  sur  la  droite  donnée. 

8.  Le  cas  particulier  que  nous  venons  de  traiter 
peut  être  généralisé  comme  il  suit  :  Dans  l'expression 


(  3^9  ) 

de  la  force 

/• 

(a  -h  r  cosfi)-^ 
remplaçons  le  facteur 


{a  -h  r  cos 6  f 


par  une  fonction  donnée  de  la  distance  du  mobile  à  une 
droite  fixe,  que  nous  pouvons  supposer  encore  perpen- 
diculaire à  Or.  Alors  l'expression  de  la  force  prendra  la 
forme 

D'ailleurs  les  équations  du  mouvement,  eu  fonction 
des  coordonnées  cartésiennes  .r,  y  du  mobile  et  l'accé- 
lération y,  sont  les  suivantes  : 

I    d-x  ^   I    d-y  _  Y 
X    dV-   ~  y   dt'^         r 

La   niasse  du   mobile   étant  supposée   égale   à    [,  ou 

trouve 

I    d-x  _    I    d-y  _  j. 

X  TÏF  ^  y    dt^  —  J\^i- 

On  en  déduira 

d-  X  . 

dt^  -^^    ' 

puis,  en  multipliant  les  deux  membres  par  <ix,  en  in- 
tégrant et  en  désignant  par  Xo  une  constante  arbi- 
traire : 

ou  bien 

_^  dx 

(7)  dl=± 


v/^r 


X  f{x)  dx 


(  36o  ) 
D'ailleurs  la  loi  des  aires  se  traduit  par  l'équation 

dy  dx       „ 

X  ^ —  y  —r  =  t.. 
dt       -^   dt 

d'où  l'on  déduit 

et,  par  conséquent,  en  vertu  de  la  formule  (7), 

dx 


(8)  y^C.x 


4/9.  ^    xf{x) 
V        *'  •''0 


dx 


Xi  désignant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Dans  le  cas  particulier  qui  vient  d'être  traité,  la  fonc- 
tion f{x)  était  égale  à 


I 


(x  ■+-  a) 

et  il  n'y  a  plus  de  difficulté  à  vérifier  que  l'équation  (8) 
représente  une  conique  lorsque  la  fonction /reçoit  cette 
détermination  particulière. 

9.  Pour  faire  une  autre  application  de  la  formule  (8), 
supposons  que  la  fonction /(.r)  soit,  par  rapport  à  x, 
un  binôme  du  premier  degré,  savoir  : 

c'est-à-dire  que  la  force  soit  proportionnelle  à  la  distance 
du  mobile  au  centre  d'action,  et  aussi  à  sa  distance  à  une 
droite  fixe. 

Alors  on  trouve 

/     X  fix)  dx  =  oi{x^~-x^)  -H  ^^i(.r2— ,rj), 

•-^  ir.. 


(  •^61  ) 

On  décomposera  le  second  membre  en  un  produit  de 
la  forme 

a-ix  —  Xq){x Xi)(x  —  X^), 

et  l'on  posera 

,    ,  x^+  x^-^  x^ 

(9)  37=   ^ hpM, 

puis  on  choisira  les  invariants  ^05  ^3  de  la  fonction  J3, 
comme  il  suit.  En  vertu  de  la  formule  (9),  le  produit 

{X  —  Xq)  {x  —  Xi)  {x  —  X-i) 

sera  identique  à  un  trinôme  de  la  forme 

-(4p3«  — ^2P«  —  ^3); 
4 

les  constantes  o^O)  «53  seront  alors  les  invariants  de  notre 
fonction  p.  Soit  alors 

Xq-\-  Xi-\-  Xi 

3 =-P"' 

la  formule  (8)  deviendra 

J'  =  ^^  1  /  ~  '  ,P  "  —  P  <^  )  /     7 Cl?  • 

Mais  on  connaît  la  formule 


P  «  —  P  «        P  « 
On  en  déduit,  en  différeutiant  par  rapport  à  «, 

p'rt  —  p"« 


{pu  —  -paf         p'^a 


[Ç(m  — a)  — Ç(M  +  «)-f-2Ça] 


—;—[«(«  —  a)  +  p(u-h  a)  -f-  9.na], 


(')  Appkll   et   LAcoun,   Principes   delà  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  p.  5(). 


(  -^e^  ) 

puis  encore 


/ 


du 


ipu  —  pay- 


~P"''^log^^"~''^ 


—  T^r;:['^i^''  —  (i)-^^{ii--^a)-^iupa]  +  'i), 

D  désignant  une  constante.  Donc  ici   la  trajectoire  sera 
définie  par  les  deux  équations 

10.   Outre  le  cas  où  la  force  est  donnée  par  une  for- 
mule telle  que 

Ar 

(a  cosO  -h  ;-)3 

il  y  a  encore  un  cas  où  la  trajectoire  est  une  conique. 
C'est  celui  où  l'expression  de  la  force  est  de  la  forme 

A/- 


(  a  :c2  -t-  2  ^  xy  -f-  Y J'^  )  '^ 


A,  a,  [iJ,  Y  désignant  des  constantes.  On  peut,  d'ail- 
leurs, en  choisissant  convenablement  les  axes,  supposer 
que  la  constante  ^  est  nulle;  et  si,  supposant  la  trajec- 
toire inconnue,  on  veut  déduire  la  forme  de  cette  trajec- 
toire de  l'expression  ci-dessus,  on  reviendra  aux  coor- 
données polaires,  et  l'on  sera  conduit  à  intégrer  l'équation 
différentielle 


é''' 


"°>  -  rfO= 


G-(a  cos-0  -4-  Y  siri20)2 
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Les  développements  fournis  au  n"  5  (i")  nous  ont 
montré  que  l'intégration  d'une  telle  équation  peut 
s'opérer  au  mojen  de  deux  quadratures.  Ajoutons  que 
celle  équation  ne  diffère  pas  de  celle  (|ue  l'on  trouve  en 
appliquant  la  méthode  du  n"  3  au  cas  où  l'iiodograplie 
est  la  conique  représentée  par  l'équation 

pourvu  que  k  soit  convenableinent  déterminée  en  lonc- 
lion  des  constantes  A  et  C.  En  effet,  la  tangente  à  cetie 
conique  fait   avec  l'axe  Ox  un  angle   0  déleimiiié  par 

l'équation 

,,  ax 

d'où  l'on  déduit 

X 

Y  sinO 


y 

A- 

—  a  cosf) 

/a  cos^O  -+-  Y  si  11' 

'0 

/f  Y  siiiO 

v/a  cos^Ô -+- Y  sin-^ 

.r  = 

—  ko.  sinO 

/acos^O  -+-  Y  sin^G 

dx  = 

k%-(  cosO«?0 

■A  > 

(a  cos^ô  +  Ysin'^0)"- 

dy  = 

—  /caY  sin0  e?0 

3  ' 

(acos^fi  -+-  Y  sin2e)2 

-   R  — 

A- «Y 

F(0)  =  R  = 

(acosnj  +  Y^'"^^)' 

Dans  ces  conditions,  l'équation  différentielle  établie 
au  n"  3  devient 


d-^  - 


-AaY 


C(acos20-+-Ysin2  0)2 


(  364  ) 
et  ne  dilï'èrc  pas  de  l'équation  (lo)  si  l'on  suppose 

^  -  Gay 

H  .  Le  calcul  précédent  suppose  essentiellement  qu'il 
s'agit  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole.  Comment  faut-il 
modifier  l'expression  de  la  force  si  l'on  veut  que  l'ho- 
dographe  soit  une  parabole?  Nous  observerons  que  sur 
une  parabole  de  paramètre  p,  si  la  tangente  en  un  point 

fait  avec  l'axe  de  symétrie  un  angle  égal   à  ^ B,   le 

rayon  de  courbure  en  ce  point  est  égal  à 


P 

cos^ô 


et  l'expression  de  la  force  agissant  sur  un  point  de 
masse  i  sera 

et  l'on  sera  ramené  au  calcul  du  n"  7,  dans  l'hypothèse 
où  a  =  o  et  B=  ^' 

12.   Nous  allons  maintenant  faire  subir  aux  équations 
du  mouvement 

(il)  =—  = i—  =  - 

^  X    dt^        y   dp-         r 

(où  Q  désigne  l'accélération)  une  transformation  qui  va 
nous  permettre  de  généraliser  la  (jueslion  traitée  au 
n^'lO.  A  cet  effet,  nous  posons 

y  =  ux, 
et  nous  observons  que  l'équation 

X  dy  — y  dx  =  C  df, 


(  365  ) 
par  laquelle  se  traduit  la  loi  des  aires,   se   transforme 
comme  il  suit  : 

(19.)  du^—dt, 

ou  bien 

x"^  du 
dt  =  —^ 

Mais   l'une  des   équations  (ii)   peut  se   transformer 

ainsi 

I     d_  i^\  _  ^ 
X  dl  \  dt  I        r  ' 

ou  bien,  d'après  la  formule  (12), 
G2    d   I    dx 


x'^  du  \x^  du)        r 
ou  bien  encore 

x^       du^ 
13.  Soit  donc 


ff  = 


X'"  ^{x,y)' 


A  désignant  une  constante,  o  une  fonction  homogène 
de  degré  |ji.  L'équation  différentielle  ci-dessus  de- 
viendra 


"''-■  A 


du^  C^    x"'^\>--^<^{i,  u) 

et  son  intégration   se  ramènera  à  des  quadratures   si 
Ton  a,  comme  dans  la  question  qui  fait  l'objet  du  n"  10, 

«?  -+-  [j.  —  3  =  0. 
La  relation  cherchée  entre  x  et  «,  d'où  l'on  déduira 


(  :^66  ) 

l'équalion  do  la  trajectoire,  sera 


I         ,    /—A     r"(n  —  z)  dz 

Uo,  h  étant  arbitraires. 

Par  exemple,  si  cp  désigne  la  racine  carrée  d'un  poly- 
nôme entier  du  troisième  degré,  de  telle  sorte  que 
l'expression  de  l'accélération  soit 

A  /• 


v/aa?^  H-  3  '^x'^y  -t-  3'(xj^  -+-  o/-* 


^(i,  z)  =  v^a  -+-  3[î^  -4- Y^2_j_  3  ~3^ 

et  l'on  pourra  trouver  une  transformation  telle  que 

z  =  Mh-Njje, 

où  M,  N  désignent  des  constantes,  e  une  nouvelle  va- 
riable et  telle  aussi  que  l'on  ait 

^21  ^3  étant  encore  des  constantes.  Alors  l'équation  (i  3) 
deviendra 


j_  _  N 
X        G 


/—A     r  (a —M  -Npz)  ds-h/iu, 

on  supposant 

u  =  M  -H  N  p  i',         Mo  =  M  +  N  p  «0  • 

On  (Ml  dédun-a 

i  =  ^v/^Â    f   (pp_p£),/.  +  /,(M  +  Npç.), 

''il 

ou  bien 

(li)  -  =  1^/Z~v|(t^  — t'o),pi^  +  ^^'-^'^o]  +  /'(M-+-Npt'); 


(  ^^>7  ) 
et  coiniiio  on  n  y  :=  ux^  on  trouvera  aussi 

(•^)  3;=  M  p  J_  ,x  (tt "^^^  [^^ ~  ^'^'''''  ""  '"'-"''"^  ^  '^'^^^  ^  ^P^O ' 
et  les  équations  (i4)  ^t  (i5)  définiront  la  trajectoire. 

14.  On  voit  encore  que  l'équation  tlifTérentielle  éta- 
blie au  numéro  précédent  sera  une  équation  dififéren- 
tielle  linéaire  du  second  ordre,  si  l'on  a 

m  +  [j.  =  4- 

Par  exemple,  si  cp  désigne  un  poljnonie  entier,  homo- 
gène et  du  second  degré  en  x  e\.j^  de  telle  sorte  que 
l'expression  de  la  force  soit,  à  un  facteur  constant 
près, 


x^^ax'''-^  ib xy  -+-  cy^- ) 


l'équation  différentielle  ci-dessus  deviendra  une  équa- 
tion différentielle  linéaire,  du  second  ordre,  intégrable 
au  moyen  des  séries  entières.  Le  calcul  des  coefficients 
successifs  d'une  telle  série,  en  fonction  des  deux  pre- 
miers, s'effectuera  au  moyen  d'une  formule  de  récur- 
rence que  l'on  pourra  réduire  à  deux  termes,  après  avoir 
fait,  dans  le  polynôme 

'^({x ^  u)  —  a -^  iba -\- ciC- y 

la  substitution 

eu  ^-  6  =  \J b' —  ac  p, 


dans  laquelle  v  désignera  la  nouvelle  variable. 


(  368  ) 

[D] 
DÉTERMINATION  DES  FONCTIONS  D'UNE  VARIABLE  QUI 
ADMETTENT  LES  SUBSTITUTIONS  D'UN  GROUPE  QUEL- 
CONQUE DONNÉ,  ET  SEULEMENT  CES  SUBSTITUTIONS  LÀ; 

Par  m.  E.  IAGGI. 


Nous  avons  vu,  dans  une  Noie  précédente  ('),  que 
toute  fonction  F(x)  qui  admet  des  substitutions  données 
qui  la  laissent  invariable,  admet  aussi  toutes  les  substi- 
tutions qu'on  peut  obtenir  par  inversion,  itérations  ou 
combinaisons  quelconques  des  substitutions  considérées, 
c'est-à-dire  tout  le  groupe  de  substitutions  qu'on  peut 
former  avec  les  substitutions  données.  Nous  avons  vu 
comment,  étant  données  des  substitutions,  on  peut  for- 
mer le  groupe  le  plus  simple  qui  les  contienne.  Enfin, 
nous  avons  démontré  que  toutes  les  fonctions  complètes 
uniformes  qui  admettent  les  substitutions  d'un  groupe 
donné,  et  seulement  ces  substitutions-là,  ou,  dans  notre 
langage  abrégé,  que  toutes  les  fonctions  fjériofiitfues 
uniformes  d'un  groupe  G  donné,  sont,  lorsqu'il  en 
existe,  les  intégrales  d'une  équation  de  la  forme 

F"'(x)  _  3  F"Hx)  _ 
F'(.T)        -2  F'Hx)  -y^""'' 

ou  les  quotients  des  intégrales  0  d'une  certaine  équation 


(  '  )  Propriétés  générales  des  substitutions  à  une  variable  et 
des  fonctions  qu'elles  laissent  invariables  (Nouvelles  Annales, 
octobre  kjoi). 


{  ^69  ) 
difl'erenliclle,   liiiéaiic   et  hoiiiogène,  ilii  second  ordre, 
dont  les  coefficients  ne  dépendent   que   du   groupe  G 
donné. 

Nous  nous  proposons,  dans  la  Note  présente,  de  déter- 
miner, à  l'aide  de  substitutions  quelconques  données,  les 
coefficients  de  ces  deux  équations  difFérenti elles  et  la 
formule  générale  du  multiplicateur  des  fonctions  0. 

1.  Supposons  donc  que  l'on  se  donne  un  groupe  G 
de  substitutions  et,  tout  d'abord,  plaçons-nous  dans  le 
cas  où  les  fonctions  F(x)  de  groupe  G  sont  des  fonc- 
tions complètes  uniformes;  le  groupe  G  doit  alors  être 
nécessairement  discontinu. 

Connaissant  à  l'avance  la  forme  des  équations  que 
nous  cheichons,  on  pourrait  se  proposer  de  les  con- 
struire, c'est-à-dire,  considérant  leurs  coefficients  comme 
des  inconnues,  de  chercher  à  construire  ces  coefficients 
de  manière  (pie  les  fonctions  ¥ {x)  restent  invariables 
par  les  substitutions  du  groupe,  et  que  les  fonctions  0 
se  trouvent  multipliées  par  un  même  facteur. 

Nous  préférons  à  celte  méthode  une  méthode  entiè- 
rement analytique  qui,  comme  tous  les  théorèmes  dé- 
montrés dans  nos  piécédentes  Notes  sur  ce  sujet,  a  son 
origine  dans  l'érj nation 

(')  F(.ç)  =  F(a-), 

à  laquelle  satisfont  toutes  les  substitutions  du  groupe 
donné  et  seulement  celles-là,  Y{x)  étant  l'une  des 
fonctions  cherchées. 

Celte  équation  fonclionnelle  est  explicite  par  rapport 
à  rinconnu(;  F(j:),  mais  est  im[)licite  par  rapport  aux 
données  5,(.r),  et  il  serait  assez  ciiKicile  d'exprimer  que 
l'équation  (i),  sous  cette  forme,  a  pour  racines  les  sub- 
stitutions du  grouj)e  donné.  Nous  allons  d'abord  cher- 

Aiin.  de  Matlienint .,  \'  série,  t.  II.  (  Voùt  i()02.)  24 
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cher  à  nietlre  celte  éf|uatiou  foiiclionnelle  sous  forme 
explicite  par  rapport  aux  données  Si(x).  Celte  iransfor- 
malion  devient  facile  en  faisant  usage  des  périodes 

Pi{X)  =:  Si{x)  —  X. 

On  a  en  effet,  en  posant  ^  =  jt ;  +  p, 

(2)  ¥{x+p)  =  ¥{x), 

et  l'on  est  conduit  à  développer  V (^x -\- p)  en  série 
ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  p,  dans  l'Iiypo- 
llièse,  bien  entendu,  où  ce  développement  est  possible. 
Suppression  faite  du  facteur  p,  c'est-à-dire  de  la  racine 
nulle  y^  =  G,  qui  coirespond  à  la  racine  5  =  .r  de  l'équa- 
tion (i),  l'équation  (2)  prend  la  forme 

(3)       vi.>^pnîii^p.?::isu...=o. 

I  .  -2  I  .  2  .  i 

Il  s'agit  d'exprimer  que  celte  équation  en  p  a  pour 
racines  les  périodes  pi{x)  =  Si(x)  —  x  et  seulement  ces 
{piantités-là .  Or  nous  avons  vu  ('  )  comment  s'expriment 
lie  telles  conditions  dans  le  cas  où  la  série  donnée  est  le 
développement  d'une  fonction  entière  : 

Si 

A,  A.,     ., 

1  H X  -{ X-  -h  .  .  . 

I  1.2 

est  le  développement  d'une  fonction  enlière,  pour  que 
celle   fonction    ait    pour   zéros   d'ordre    un    des    points 

donnés 

«1,     «2,     •••,    «/,     •••, 

il  est  nécessaire  et  suffisant  (pie  les  coefficients  A  salis- 

(')  Ilelations  entre  les  zéros  et  les  coefficients  des  fonctions 
entières  cl  Sur  les  zéros  des  fonctions  entières  (Nouvelles  Annales. 

janvier  ii)Oi   el  mal    ii)o.>. 


(  -^v  ) 

fassent  à  des  relations  de  la  forme 


i 


où  les  quantités  ^^(o),  g'-{o),  ...  (i  ==  \ ,  o,  .  . .),  sont 
les  valeurs  pour  a:  =  o  des  dérivées  par  rappoit  à  x  de 
certaines  fonctions  entières  gi{x)  qui  rendent  conver- 


gente la  série 


^{f'ii^) 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  sont  des  quantités  qui 
rendent  (-onvergentes  les  séries  indiquées  dans  les  rela- 
tions précédentes 

^(«)/     ^         («  —  0! 


lorsque  ^— est  convergente,  il  suffit  d'annuler,   dans 

^m  (Xi 

i 

les  relations  précédentes,  toutes  les  quantités  g'f  [o) 
(mais  cela  n'est  pas  nécessaire) . 

A  l'égard  de  la  série  (3),  où  la  variable  est  p  et  non 
pas  a.*,  on  doit  remarquer  que  : 

1°  Les  racines  />/  sojU  d'ordre  un,  sauf  lorscpie  x  est 


(  372  ) 
ea  un  point  multiple  du  groupe,  ce  que  nous  ne  sup- 
posons pas-,  nous  avons,  en  effet,  démontré  dans  une 
précédente  Note  que  les  racines  s^  de  l'équation  (i),  et 
par  suite  les  racines  />/  des  équations  (2)  et  (3),  sont 
d'ordre  im  lorsque  x  n'est  pas  un  point  multiple;  le 
premier  mendjre  de  ré(|uation  (3)  n'est  le  développe- 
ment d'une  fonction  entièie  qu'autant  que  F (x)  est  une 
fonction  entière. 

2"  Supposons  donc  tont  d'abord  qu'il  existe  des  fonc- 
tions ¥{x)  entières  du  groupe  donné;  en  exprimant  que 
les  zéros  de  la  série  en  p  (3)  sont  les  (juantités  Pi{x)  et 
sont  des  zéros  d'ordre  un ,  nous  aurons  les  identités 


^Uiix) 


'X  Y\x)     -  ^^y-^-  '       p-(.r) 

^_  F"'(.T) 
3    F'(x} 


y  (hi(x)- 


[ 


pnx) 


(4)  (    I    F'V.r)        V/;  ,  2-      \ 


où  les  quantités  lii,  Â/,  //,   .  ..  rendent  convergentes  les 

séries  indiquées;    lorsque    V  — 77   est  convergente,    on 

^^  p^ 

peut  supprimer  ces  quantités  dans  les  séries  relatives 
aux   puissances  des  pi  supérieures  à  (O  ;  en  particulier, 

si  V'  -L  est  convergent!!,  //  su[)ll  (pic  soient  satisfaites 


(  373  ) 
les  relations  (4),  dans  lesquelles  on  annule  loutes  ces 
quanlilés  A/,  A,,  ....  Toutes  ces  quantités  hi,  A/,  . .  .  sont 
généralement  fonctions  de  x,  car  il  ne  faut  pas  oublier 
Cjue  l'identification  se  fait  par  rapport  à  />. 

Enfin  cette  identification  n'a  un  sens  que  si  F(a:  -\- p) 
est  développable  par  la  série  de  Tavlor  dans  une  aire 
qui  contient,  avec  le  point  x^  tous  les  Iransforniés 

Si{x)  =  X  -^  pi{x) 

du  point  X  par  les  substitutions  du  groupe. 

Dans  ces  conditions,  les  relations  (4)  expriment  que 
les  équations  (3),  (2),  (i)  sont  satisfaites  respectivement 
par  les  périodes  pi  et  les  substitutions  5,  du  groupe  et 
seulement  par  celles-là,  et  par  conséquent  que  la  fonc- 
tion F(a:)  est  une  fonction  entière  du  groupe  donné. 

Or,  la  première  des  relations  (4)  suffit  à  déterminer 
les  fonctions  entières  du  groupe  donné;  on  en  tire, 
avec  deux  constantes  arbitraires, 


Je-- 


(5)  F(a;)  =  X    /     e"-      '  dx 

OU 


(5')  F(x)  =  l    /    JJ, 


dx 


F(^)  étant  ainsi  déterminée,  les  équations  (4)  autres 
que  la  première  donnent  par  l'élimination  de  F  des 
relations  entre  les  périodes,  c'est-à-dire  entre  les  sub- 
stitutions du  groupe.  Nous  ne  cliercberons  pas,  au 
moins  en  ce  moment,  à  interpréter  ces  relations  et  nous 
nous  contenterons  de  dire  : 

S'il  existe  des  fonctions  uniformes  j)ériodi(/ues  en- 
tières du  groupe  donné  de  suhstitulions,  ces  fonctions 
sont  données  par  les  formules  (.")),  oii  les  (/iianlités  li,\ 


(  -^74  ) 
fonctions  de  x,  rendent  convergente  la  série 


2^'-i 


Pi 
ou,  ce  qui  est  identique,  rendent  convergejit  le  produit 

i 

et,  lorsque  2_,  —  ^^^  convergente,  //  siiffit  d'annuler  ces 

quantités  hi. 

Toutes  les  fonctions  uniformes  du  groupe  donné  sont 
alors,  comme  on  sait,  données  par  la  formule 

vF(a7;-i-p' 
où  F(x)  est  l'une  des  fonctions  précédentes. 

2.  Considérons  maintenant  le  cas  de  fonctions  uni- 
formes du  groupe  donné,  qui  ne  sont  pas  des  fonctions 
entières.  L'équation  (2)  se  met  sous  la  forme 

ei(a7+/>)  ^  &iix) 

^^  e^ix-^-p)      &^(xy 

où  0|  et  ©2  sont  des  fonctions  entières  (auxquelles 
nous  avons  donné  le  nom  de  fonctions  à  vudtipli- 
cateur),  en  sorte  que  le  cas  des  fonctions  F(.t')  entières 
est  compris  dans  celui-ci. 

L'équation  (6)  se  met  sous  la  forme 

02(.r)ei(a7-H/>)  —  t)i(ar)  62(57  -t-/>)  =  o, 

où  le  premier  membre  est  une  fonction  entière  de  p. 
Supposons  que  les  fonctions  0  soient  développables  en 
série  dans  une  aire  comprenant,  avec  le  point  x,  tous 


(  ^7^  ) 
les   liaiisfoinics   Si^=z  x  -\-  pi  de  ce  point  x\   réqualioii 
précédente  se  met  sous  la  Ibrme 


/  X  ^  ^'     ^  r.,       e,e';  — 6,0:;       „e,0';'— ©i©;' 


1.2.3 


o, 


où  nous  avons  supprimé   le  facteur  p^   qui   correspond 
à  la  racine  5  =:  x  de  l'équation  (i),  <;t  écrit  0'"^  au  lieu 

de  — ; 

Les  périodes  données  pi=Si — x  doivent  être  les 
racines  de  celte  équation  et,  de  plus,  elles  en  sont 
racines  d'ordre  un. 

Le  ])reiuier  membre  de  l'équation  (^)  étant  le  déve- 
loppement en  série  d'une  fonction  entière  de  /;,  les  con- 
ditions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  zéros  de 
celte  série  soient  les  périodes  données  />,,  et  seulement 
ces  quantités-là,  et  que  tous  ces  zéios  soient  d'ordre  un, 
s'expriment,  selon  notre  théorème  général,  par  les 
identités 


11^  02  0';  — 0.0': 

%   ©2  0',  —  010', 

I  02  0';'— 0,02 

3    02©'i  —  0i©'2 

_I     ©2©';—  0102 
(8)    {    4     02  0',  —  ©102 


x_  02  0'(-0,0':  ^   ^  (u  _j_\ 
■4  ©2©;  — ©10',       ^v  '    Pi) 


p"-m- 


où  les  fondions  de  x,  A,,  A,,  /,,  . . .  rendent  convergentes 
les  séries  indi(|uées  dans  les  seconds  membres  et  peuvent 


(  3-6  ) 
être  annulées  identiquement  lorsque   2, — ; —  *^'sl  cou- 

i 

vergente. 

Soit  ^(x)  la  fonction  déterminée,  à  un  facteur  con- 
stant près,  par  la  formule 

(9)  4.(.)  =  e'^    '-  '"'      =Yl/J^'--7l)''\ 

i 

et  posons 

-(--i:(^.--^).3[2(".-^)]' 

Les  deux  premières  équations  (8)  donnent  : 

02  0'i  — 0ie'2  =  *, 

0-2  0'î  —  0102  =  *', 
0,07—0102=  ^W. 

Dans  ce  système  de  trois  équations,  remplaçons  la 
troisième  par  celle  qu'on  obtient  en  retranchant  celle-ci 
de  la  dérivée  de  la  seconde  et  considérons  le  système 
de  trois  équations 

/  02  0'i  —  ©I©;  =  *, 

(10)  !    02  0'{    -©102    =*', 

(    ©;  ©1  —  0'i  ©2  =  *"  —  *^. 

Ces  équations  déterminent  S,  et  ©a»  multipliant  les 
deux  membres  de  la  première  par  0'|,  ceux  de  la  seconde 
par  —  0', ,  ceux  de  la  troisième  par  0, ,  et  ajoutant,  0^  se 
trouve  éliminée  et  l'on  a 

*©';  —  *'©;  -f-  (<!>"—  'M^)0,  =  o. 

Eu  éliminant  de  la  même  manière  0i,  on  letondx' 
sur  la  même  é(juation  où  0,  esl  remplacée  par  0... 


(  377  ) 
Il  s'ensuit  que   toutes  les  fonctions  à    multiplicateur 

du  groupe 

0  =  Xei-f-  (jlOs, 

sont  les  intégrales  de  l'équation  linéaire,  homogène  el 
du  second  ordre  : 

(il)  *e"— *'e'+(*"— 'i>^^')e  =  o. 

Les  équations  (8)  autres  que  les  deux  premières  qui 
nous  fournissent  l'équation  (ii)  donneraient,  par  l'éli- 
mination de  0,  et  ©25  des  relations  nécessaires  pour 
l'existence  des  fonctions  F(j:),  entre  les  périodes  ou  les 
substitutions  du  groupe  donné.  Nous  pouvons  donc 
conclure,  sans  d'ailleurs  interpréter  d'une  façon  plus 
complète  ces  relations  entre  les  substitutions  du  groupe  : 
s'il  existe  des  fonctions  uniformes  F(x)  du  groupe 
donné,  ces  fonctions  sont  les  quotients  des  fonctions  0, 
intégrales  de  l'équation  (i  i). 

3.   Désignons  par  0(.>,  x)  le  rapport 

eçs) 

0(a7)' 

c'est-à-dire  le  multiplicateur  commun  de  toutes  les  fonc- 
tions 0  du  groupe,  correspondant  à  une  substitution  s 
du  groupe. 

Si  F(a:)est  l'une  des  fonctions  périodiques  du  groupe, 

on  a  : 

F(5)  =  F(a7), 

(i2)  ¥'{s)ds=^¥'{x)dx 

pour  toute  substitution  s  du  groupe.  Soit 

F(:r)=^, 


(  378  ) 

d'où 

h2(.T)6\(x)  —  ei(x)e'^(T)         *(.r 


F'ix) 


■  F'(5)  -   *^^^ 


01(5; 

L'ôqualion  (12)  donne  alois 

<ï>(5)  (/s        <ÏJ(:r)  dx 

ou 

0|(a7)        ^{x)  dx 
el  par  conséquent 


où  5  est  une  substitution  quelconque  du  groupe.  Telle 
est  la  formule  du  multiplicateur  8(5,  x)  de  toutes  les 
fonctions  0  du  groupe. 

Il  y  a  anibiguïlé  sur  le  signe;  les  applications  que 
nous  avons  faites  à  des  cas  déjà  étudiés  complètement 
par  d'autres  méthodes  nous  ont  montré  qu'il  faut 
prendre  tantôt  le  signe  +  et  tantôt  le  signe  — ;  mais 
nous  n'avons  pu  lever  cette  ambiguïté  dans  la  formule 
générale. 

Les  relations  (8),  (10),  (ii)  que  nous  venons  de 
trouver  conviennent  au  cas  des  fonctions  entières;  il 
suffit,  eu  eftet,  de  supposer  6o  =  const.  dans  les  rela- 
tions (8)  et  (10).  Alors,  l'une  d(;s  fonctions  entières  F(x) 
est  la  fonction  (■) ,  et  l'on  voit  que  la  fonction  ^[x) 
donnée  par  la  formule  (9)  est  la  dérivée  de  l'une  de  ces 
iônctions  entières  (i3),  ce  qui  concorde  avec  les  for- 
mules (5)  que  nous  avons  démontrées  directement  dans 
l'hypothèse  où  existent  des  fonctions  uniformes  entières 
du  groupe  donné. 


(  379  ) 
Dans  ce  cas,  réqualioii  (i  i)  aux  foiiclioiis  à  multipli- 
cateur doit  admettre  Ja  solution  0  =  const.  Il  est  donc 
nécessaire  que  les  substitutions  du  groupe  satisfassent  à 
l'identité 

(i5)  *"— 'I>^F  =  o. 

Réciproquement,  si  cette  condition  est  satisfaite, 
l'équation  en   0  se  réduit  à 

(i6)  *e"— *'e'=o, 

d'où 

e  =  X  1  <P  dx  -\-  n , 

et  ces  fonctions  8  sont  des  fonctions  périodiques  en- 
tières du  groupe,  l'une  des  intégrales  de  (iG)  se  rédui- 
sant à  une  constante. 

La  relalion  (i5),  entre  les  substitutions  du  groupe 
Henné,  est  donc  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que,  parmi  les  fonctions  périodiques  du  groupe 
donné,  il  en  existe  qui  soient  entières. 

Cette  relation  (i  5  )  n'est  d'ailleurs  autre  que  la  pre- 
mière des  relations  entre  les  substitutions  du  groupe, 
qu'on  déduit  de  l'élimination  de  F'(a:)  =  ).<I>(a:),  entre 
les  conditions  (4)  établies  directement  dans  l'hypothèse 
où  existent  des  fonctions  entières  F(x)  du  groupe 
donné.  Si  dans  les  relations  (8)  on  suppose  $"=:<I>^^, 
on  l'ctrouve  les  relations  (4). 

4.  Formons  enlin  l'équation  aux  quotients  des  inté- 
grales de  l'équation  en  0;  on  trouve  sans  dilHcul té,  en  se 
servant  des  é(]uations  (lo)  et  (i3), 

F'"  F"2  «!>"  <I>'^ 

07)  ^l^-^w,=c.--3~-f,n'. 


(  38o  ) 

Telle  est  l'équation  aux  fonctions  uniformes  du 
groupe  donné,  lorsqu'il  en  existe  ('). 

Lorsqu'il  existe  des  fonctions  uniformes  du  groupe 
donné,  ces  fonctions  seront  complètement  déterminées 
par  l'équation  (i^)  ou  par  l'équation  (i  i)  aux  fonctions 
à  un  multiplicateur  lorsqu'on  aura  formé  les  fonc- 
tions $  et  W  par  les  formules  (9)  et  (9'). 

Lorsque  la  série  2,  —  ^st  convergente,  il  n'y  a  aucune 

i 

difficulté,  car  on  n'aura  qu'à  annuler  les  quantités  lii  et  hi 
dans  les  formules  (9)  pour  avoir  $  et  W .  Lorsque  cette 

série  ^—  n'est  pas  convergente,  il  faut  introduire  des 

i 

fonctions  hi(^x)  qui  rendent  convergente  la  série 


SI'"- à; 


Lorsque  2^~^  n'est  pas  non  plus  conveigente,  il  faut 
introduire  des  fonctions  hi[x)  telles  qne 


n"-T, 


Pi 


soit  convergente.  On  ne  sait  pas  autre  chose  sur  ces 
fonctions  hi{x),  hi(x);  ou  peut  donc  trouver  d'une  in- 
finité de  manières  des  fonctions  /ij,  A^  répondant  à  ces 
conditions.  Toutefois,  il  est  certain  que  ces  fonctions 
ne  donneront  des  fonctions  F(x)  admettant  les  substi- 
tutions du  groupe,  et  seulement  celles-là,  qu'autant 
(|u'clles  seront  convenablement  choisies.    Il   reste  donc 


(')  Tous  (-es  résultats  ont  été  publiés  pour  la  première  fois 
par  l'auteur  dans  ses  liecherches  sur  la  Ihéorie  des  fonctions 
(iîcsançon,   1897). 


(  -i^^  ) 

une  ambiguïté  dans  la  déterminaliou  des  fonctions  pé- 
riodiques   uniformes     d'un   groupe    donné,    lorsque    la 

série ^^ — n'est  pas  convergente;  et  si,  dans  un  cas  où  ^  — 

n'est  pas  convergente,  on  a  obtenu  des  fonctions  uni- 
formes F(x)  par  un  ceitain  choix  de  fonctions  A,,  ki, 
il  sera  néccssaiie  ensuite  de  vérifier  que  les  fonc- 
tions F(a:)  obtenues  n'admettent  que  les  substitutions 
du  groupe. 

Pour  former  les  fonctions  $  et  ^'*  dans  les  applica- 
tions, on  remarquera  que  les  substitutions  d'un  groupe 
d'ordre  un  sont  obtenues  par  itération  ou  inversion  de 
l'une  d'elles  et,  par  conséquent,  ont  entre  elles  quelque 
chose  de  commun^  on  décomposera  donc  le  groupe 
donné  en  sous-groupes  d'ordre  uti  :  chacun  de  ces  sous- 
groupes  donnera  un  facteur  dans  <î>  et  un  terme  dans  la 

série  ^(^7 r)     qui    foi  tue    le    terme    indépendant 

de  <ï>  dans  W.  Dans  chaque  sous-groupe  d'ordre  un,  il 
sera  bon  d'associer  deux  à  deux  les  périodes  des  subsli- 
lutions  inverses  les  unes  des  autres  sous  la  forme 


I  I  I  I 

1 '     -T  -I r 

Pi         P-i  Pi  P- 


5.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  qu'il 
existait  des  fonctions  complètes  unifoi-mes  du  groupe 
donné,  ce  qui  supposait  implicitement  que  le  groupe 
était  discontinu.  JNous  savons  qu'on  ne  peut  affiituei- 
l'existence  de  ces  fonctions  unifonnes,  et  même  que, 
lors(pie  le  groupe  (.'st  coniiim  [impropremenL),  ce  groupe 
ne  peut  appartenir  qu'à  des  fonctions  complètes  multi- 
formes périodiques  qui  sont  linéclles  ou  aréales  {inipro- 
pi'cnicnt).  Cette  hypothèse  de  l'existence  de  fonctions 
unifonnes  du  groupe  donné  nous  a  ptMinis  d'exprimei' 


(  382  ) 
les  conditions  nécessaires   et  suffisantes   (8)  pour  que 

l'équation  (i), 

F(0  =  F(:r), 

soit  satisfaite  par  toutes  les  substitutions  du  groupe 
donné,  et  seulement  par'  celles-là,  et  nous  en  avons 
déduit  que,  nécessairement,  les  fonctions  0(jc)  elF(x) 
sont  respectivement  les  intégrales  des  équations  (ij) 
et  (17),  ce  qui  donne  un  moyen  de  recheiclie  des  fonc- 
tions uniformes  d'un  groupe  donné. 

Lorsqu'il  n'existe  pas  de  fonction  uniforme  du  groupe 
donné,  on  ne  peut  affiirner  qu'il  existe  des  fonctions 
complètes  multiformes  périodiques  de  ce  groupe,  ni  que 
ces  fonctions  pouiront  être  obtenues  de  la  même  manière 
que  les  fonctions  uniformes.  Cependant  nous  savonsque 
certaines  fonctions  mulliformes  sont  décomposables  en 
facteuis  primaires,  que  par  suite  ces  fonctions  multi- 
formes satisfont  aux  conditions  que  nous  avons  établies 
pour  que  leurs  zéros  soient  des  zéros  donnés  (');  d'auti'C 
paît,  nous  savons  que,  quelle  que  soit  la  fonction  F(x), 
les  périodes  [)i  sont  des  racines  d'ordre  un  de  l'équa- 
tion (2)  :  par  conséquent,  s'il  existe  des  fonctions  com- 
plètes multiformes  périodiques  d'un  groupe  donné  qui 
soient  dans  les  conditions  j)récédenles,  ces  fonctions 
seront  déterminées,  au  moyen  des  substitutions  du 
groupe,  par  les  équations  (11)  ou  (17),  ceci,  dans 
l'hypoilièse  où  n'existent  pas  des  fonctions  uniformes 
du  groupe  (-). 

On  est  donc  conduit  dans  tous  les  cas  à  former  les 
équations  (i  i)  et(i7).  Si  leurs  intégrales  sont  uniformes, 


(')  /Relations  entre  les  zéros  et  les  coefficients  des  fonctions 
entières  cl  Sur  les  zéros  des  fonctions  entières  {Nouvelles  Annales, 
janvier  ifjOi  et  n)ai  190a). 

(-)  liecherches  sur  la  théorie  des  fonctions  (Hcsanron,  1S97). 


(  383  ) 
ou  peut  Lire  assuré  qu'elles  adruetleiU  les  substilutiojis 

données,  et  dans  ce  cas,  si  ^—   est  convergente,   elles 

i 
n'admettent  certaiiienient   que  ces  substitutions-là;   si 

les  intégrales  de  (i  i)  et  (17)  sont  multiformes,  il  y  aura 
lieu  de  vérifier  si  ces  fonctions  admettent  les  substitu- 
tions du  groupe,  et  seulement  celles-là. 

CEUTIFICATS  DE  CALCIL  DIFFÉHEXTIEL  ET  IMÉGIIAL. 


Question  de  cours.  —  1°  Définir  la  fonction  analytique 
u  =  arc  tang^ 

pour  des  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  z\  donner  les 
propriétés  les  plus  importantes  de  cette  fonction. 
1°  Même  question  pj  ou  r  la  fonction 

où  L  désigne  un  logarithme  népérien. 

3"  Faire    voir    comment    ces  deux  fonctions    u   et    v    se 
réduisent  l'une  à  l'autre. 

Y'ixomÂME.  —  i"  Etant  donnée  la  fraction  rationnelle 

j.,  a"--f- G  (À -f- I  )  r  H- ()X -T-8 


déterminer  quatre  polynômes  entiers  en  x,  M,  N,  P,  Q  tels 
que  l'on  ait 

.,  M         d   /N.\ 

le  polynôme  P  n'ayant  cjue  des  racines  simples. 

■i"  Déterminer  le  paramètre  X  de  telle  sorte  que  l'inté- 
grale   lf(x)dx  soit  algébrique. 

3"  Déterminer   la  valeur  de  l' intégrale   quand  X  a.  une 
valeur  qurtcoiujuc.  (Lille,  nnvomhrc  njoo.) 
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Solution. 
On  trouve,  en  appliquant  la  méthode  d'Hermile  : 

Pour  que   l'intégration  n'introduise  pas  de  transcendante,  il 
faut  et  il  suffit  que  \  =  —  i. 
En  général, 


/ 


J-/         X        7  I  (l-4-X)  /- 

j{x)  dx  = -\ — —  arc  tangrr  \J k  -h  const. 


QUESTIONS. 


193i.  Étant  donnée  une  parabole  P,  on  considère  les  para- 
boles Q  admettant  pour  tangente  au  sommet  l'axe  de  P,  et 
touchant  la  tangente  et  la  normale  à  P  en  un  même  point.  La 
parabole  Q  touchera  constamment  deux,  développées  de  para- 
boles. (E.-N.  Barisien.) 

193.J.  On  dit  qu'un  pentagone  gauche  est  conjugué  à  une 
quadrique  quand  la  droite  qui  joint  deux  quelconques  de  ses 
sommets  passe  par  le  pôle  du  plan  des  trois  autres  : 

1°  Les  sommets  de  deux  pentagones  conjugués  à  une  même 
quadrique  sont  sur  une  même  quadrique. 

2°  Les  sommets  d'un  pentagone  et  d'un  tétraèdre  conjugués 
à  une  même  quadrique  sont  sur  une  même  biquadratique. 

(E.  DUPORCQ.) 

1936.  On  dit  qu'un  hexagone  gauche  est  conjugué  à  une 
quadrique  quand  le  plan  défini  par  trois  quelconques  de  ses 
sommets  est  conjugué  du  plan  des  trois  autres  : 

i"  Les  sommets  d'un  hexagone  et  d'un  tétraèdre  conjugués 
à  une  même  quadrique  sont  sur  une  même  quadrique. 

1°  Il  existe  deux  sphères  conjuguées  à  un  même  hexagone. 
Leurs  centres  appartiennent  à  tous  les  hyperboloïdes  équila- 
tcres  circonscrits  à  l'hexagone.  (E.  Duporcq.) 
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DU  RÔLE  DE  I;E.\SEIGXEWE\'T  DES  lllATIIÉMATIOlIES 
DAi\S  L\  FORMATIOi\  DE  L'ESPRIT  ('); 

Par  m.  BLUTEL, 

Professeur  de  Malhéniatiques  spéciales 
au  lycée  Saint-Louis. 


Tous,  vous  avez  étudié  les  IMaLliémali(|ues  :  quelques- 
uns  avec  un  plaisir  très  vif,  servis  en  cela  par  un  goût 
naturel  et  par  l'excellente  direction  d'un  maitre  éclairé, 
quelques  autres  avec  une  curiosité  un  peu  sceptique,  le 
plus  grand  nombre,  sans  doute,  parce  (|ue  les  Mathé- 
matiques font  partie  du  programme  des  études  et  qu'elles 
figurent  à  celui  dc's  examens.  Très  peu,  je  le  crains, 
ont  pn  trouver  une  solution  à  ce  problème  qu'ils  se 
sont  posé  bien  souvent  :  A  (pioi  sert  l'étude  des  Mathé- 
matiques? 

Je  vais  tenter  de  vous  éclairer  sur  ce  point.  Je  le 
pourrais  en  vous  montrant  l'importance  sans  cesse 
grandissante  des  applications  des  Mathématiques.  Le 
développement  ininterrompu  de  la  Mécanique,  qui  est 
une  caractéiisti(]uc  de  notre  époque,  les  découvertes 
que  la  Physique  nous  apporte  chaque  jour  en  mettant 
les  foixes  de  la  nature  au  service  de  l'homme,  sollicitent 
l'attention  de  tout  esprit  éclairé  qui  veut  être  de  son 
temps.  Or  la  Mécanique  et  la  Physique  trouvent  dans 
les  Mathématiques  une  base  solide,  indispensable.  On 
ne  peut  fréquenter  une  (amille  aussi  unie  sans  en  ren- 


(')    l^xlraiL   du    discours   prononcé   en   it)'ii   à    la   dislribulion   des 
prix,  du  Cout;ours  j^énérai. 

A/m.  (le  Matkcinat.,  (\"  série,  l.  II.  (Scpleirdne  kjo!.)  2J 
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coulrcr  le  chef  iialurel.  Vous   sente/,  tous  riiiiporlauce 
ëc  ce  lien,  mais  il  faudrait  entrer  dans  des  détails  trop 
techniques  pour  vous   la  révéler  d'une  façon  indiscu- 
table; ce  n'est  ni  le  moment  ni  le  lieu. 

Je  pourrais  encore  vous  signaler  les  emprunts  que 
font  aux  Mathématiques  les  Sciences  qui  en  paraissent 
les  plus  éloignées  :  l'Anatomie  dans  l'élude  de  la  machine 
si  délicate  qu'est  le  corps  humain,  le  Droit  dans  la  ques- 
tion si  complexe  des  successions,  les  Sciences  juridiques 
dans  les  questions  d'affaires,  les  Sciences  économiques 
et  politiques  dans  tout  ce  qui  concerne  l'assiette  de 
l'impôt,  la  Statistique  et  les  xAssuranees,  utilisent  des 
connaissances  mathématiques.  INIais  ces  objets  si  divers 
n'intéressant  chacun  qu'une  fraction  d'entre  vous  ris- 
queraient de  disperser  votre  attention.  Je  crois  d'ailleurs 
mieux  lépondre  à  votre  attente  en  essayant  de  vous  faire 
apprécier  les  bienfaits  que  vous  pouvez  retirer  de  la 
Mathématique  au  point  de  vue  de  la  formation  de  votre 
esprit;  en  vous  montrant,  dans  l'étude  de  cette  Science 
en  général,  ce  que  Tjndall  dit  de  la  Géométrie  en  par- 
ticulier, c'est-à-dire  un  moyen  et  non  une  branche  de 
l'éducation. 

Quelques-uns  d'entre  vous  connaissent  les  travaux 
que  des  philosophes  profonds,  des  penseuis  de  génie 
ont  consacrés  non  seulement  à  la  Mathématique,  mais 
aux  applications  de  cette  Science  dans  un  domaine  autre; 
que  le  sien  propre;  à  ceux-là,  je  n'ai  rien  à  apprendic. 
Je  n'aurai  pas  d'ailleurs  la  tém<;rité  de  m'aventurer  sur 
un  liirain  où  Descartes,  Leibniz  et  Auguste  ConUe, 
pour  ne  citer  que  les  moits  illustres,  ont  laissé  des 
en![)ieintes  inefl'açables. 

Mais,  depuis  longtemps  déjà,  j'assiste  à  la  lormation 
de  votie  pensée,  je  soullre  avec  vous  des  difficultés  qu(î 
vous    icneon Irez,    |<;    m'acliainr    a    la    icelierche    de    la 
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comparaison,  à  la  poiiisuile  de  rcxpressioii  qui  vous 
reudroiit  aljoidablcs  des  idées  trop  abstraites,  je  me 
réjouis  lorsque  l'aspect  de  votre  visage  s'éclairant  tout 
à  coup  m'a  révélé  que  vous  goiilez  enfin  le  plaisir  divin 
de  la  cornpiéliension  ;  ce  sont  là  les  peines  et  les  joies 
de  notre  profession,  et  vous  trouverez  tout  naturel  que 
je  ne  vous  cache  rien  des  réflexions  qu\'lles  m'ont 
suggérées. 

Or,  parmi  les  forces  de  l'activité  intellectuelle  dont 
le  développement  est  favorisé  par  Tétude  des  Mathé- 
matiques, je  placerai  au  premier  rang  l'attention .  S'il 
est  vrai  que  l'exercice  répété  d'une  fonction  est  le 
meilleur  moyen  d'en  fortifier  les  organes,  je  ne  connais 
pas  de  procédé  plus  sûr  que  les  Mathématiques  pour 
alï'ermir  le  ressoit  de  l'attention. Cela  tient,  tout  d'abord, 
à  la  méthode  jnirement  déductive  qui  caractérise  leur 
enseignement  dans  sa  phase  élémentaire.  Partant  d'un 
petit  nombre  de  points  admis  une  fois  poui-  toutes,  vos 
maîtres,  par  une  déduction  sans  cesse  renouvelée,  vous 
conduisent  peu  à  peu  à  un  ensendjle  de  connaissances 
contenues  évidemment  dans  les  hypothèses  du  départ, 
mais  dont  le  lien  exige,  pour  être  aperçu  et  retenu,  une 
application  de  tous  les  instants.  Les  résultats  sur  les- 
quels ils  s'appuieront  demain  ont  été  établis  dans  la 
leçon  du  jour;  non  seulement  la  connaissance  en  est 
nécessaire  pour  la  compréhension  des  idées  nouvelles, 
mais  il  est  indispensable,  le  plus  souvent,  d'avoir 
présent  à  l'esjjrit  tout  le  détail  progressif  de  leur 
démonstration.  Un  moment  d'inattention  et  le  fruit  de 
|)lusieurs  lieures  d'elforts  est  compromis.  Un  coup  d'oeil 
accordé  au  nuage  qui  passe  ou  à  l'insecte  qui  bourdonne 
au  milieu  d'un  raisonnement  en  fait  pendre  le  fil;  c'<mi 
est  (ait  du  bénéfice  que  vous  alliez  recueillir. 

l'.l  cela  .s'aj)pliipi('   non   [)as  à   telle   ou    (elle   leçon,  à 
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telle  ou  telle  série  de  leçons,  mais  à  loul  le  cours,  l'en- 
cliaînement  nécessaire  de  ses  diverses  parlies  exigeant 
chaque  fois  votre  présence  complète. 

La  moins  intéressante,  à  ce  qu'il  semble,  parmi  les 
applications  de  l'atlenlion,  est  celle  qui  touche  à  l'exer- 
cice du  calcul;  et  cependant  je  veux  y  arrêter  un 
instant  votre  pensée,  tant  elle  a  de  conséquences!  Le 
calcul  est  un  instrument  indispensable  dans  l'étude  des 
Malhémaliques,  ci,  si  vous  voulez  bénéficier  pleinement 
de  ses  avantages,  il  vous  faut  apprendre  à  le  manier 
avec  aisance.  Rien  n'est  plus  facile,  d'ailleurs,  c'est  une 
question  de  méthode.  En  vous  astreignanl  dès  votre 
enfance  à  l'observation  rigoureuse  des  lègles  élémen- 
taires, vous  arriverez  à  calculer  sûrement;  la  sécurité 
nue  vous  éprouverez  alois  vous  facilitera  l'exercice  des 
autres  facultés,  et  je  vous  montrerai  dans  un  instant 
l'intérêt  qui  s'j  attache.  Vous  avez  tous  entendu  parler 
de  ces  calculaleuis  prodiges  qui  se  livrent  aux  opérations 
les  plus  extraordinaires  tout  en  songeant  à  d'autres 
objets;  nous  devons  donc  admettre  que  la  répétition 
presque  mécanique  des  procédés  opératoires  du  calcul 
n'exige  pas,  eu  somme,  autant  d'elVort  qu'il  paraît  tout 
d'abord.  Vous  agirez  sageiu<.'nt  et  vous  vous  éviterez  des 
fatigues  Lien  inutiles  en  essayant,  le  plus  tôt  possible, 
de  vous  libérer  du  tribut  inqiosé  à  voire  esprit  par  cette 
manifestation  un  peu  inférieure,  je  le  veux  bien,  de 
l'activité  intellectuelle.  Bon  nombre,  parmi  vos  cama- 
rades, candidats  aux  grandes  écoles  scientifiques,  se 
sont  maintes  fois  lepentis  d'avoir  négligé  ou  sacrifié  le 
développement  d'un  instrument  si  précieux;  ils  ont 
<;ompris  trop  lard  que  l'inexpérience  du  calcul  leur 
faisait  perdre  trop  souv<;nt  la  marche  des  idées. 

()n  vous  a  signalé  peul-ètie,  et  c'est  chose  facile,  les 
jidicules  d'une  aUcnlion  tioj)  suivie.  11   est  vrai  (|u'un 
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des  résnllals  do  celle  It-nsiou  de  rospiil  vers  une  idée 
loujours  la  même  est  d'isoler  du  monde  celui  qui  s'y 
livre  sans  répit.  Beaucoup  de  personnes  occupées 
presque  uniquement  à  des  travaux  matiiémali(|ues  ont 
éprouvé  sur  elles-mêmes  cet  avantage  ou  cet  inconvé- 
nient. Les  obstacles  de  la  rue,  les  distractions  familières 
aux  autres  passants  n'empêchent  point  le  mathémati- 
cien qui  va  par  la  ville  de  poursuivre  et  quelquefois 
d'achever  avec  succès  un  raisonnement  commencé  dans 
le  silence  et  le  recueillement  du  cabinet.  A  le  voir 
passer,  les  jeux  abaissés  vers  la  terre  ou  fixés  devant 
lui,  comme  dans  le  vide,  étranger  ou  indilférent  à  tout 
ce  qui  l'enloure,  ou  sourit. 

((  Un  jour,  Ampère  se  rendait  à  son  cours.  11  trouve 
sur  sa  route  un  petit  caillou  qu'il  ramasse  cl  dont  il  se 
met  à  exauiiner  curii;usement  les  veines  bigarrées.  Tout 
à  coup  le  cours  qu'il  doit  faille  revient  à  son  esprit;  il 
lire  sa  montre  de  sa  poche  et,  s'apercevant  que  l'heure 
approche,  il  double  précipitamment  le  pas,  remet 
soigneusement  le  caillou  dans  sa  poche  et  lance  sa 
montre  par-dessus  le  parapet  du  pont  des  Arts.  » 
L'exemple  est  plaisant  et  il  n'est  pas  défendu  d'en  sou- 
rire;; mais  qu'il  vous  serve  aussi  de  leçon,  et  si  vous 
rencontrez  ainsi  quelque  égaré  tout  entier  à  sa  pensée, 
avant  de  vous  en  égayer,  demandez-vous  si  vous  n'avez 
pas  croisé  un  Ampère  ou  un  Gay-Lussac  dont  le  cerveau 
est  en  train  d'enfanter  quehjue  merveille. 

L'application  à  la  Malhémati(]ue  ne  développe  pas 
seulement  raltention  ;  elle  crée  une  i'aculté  des  plus 
hautes  et  des  plus  précieuses  :  l'abstraction.  Dès  les 
débuts  de  la  Géométrie,  l'élève  à  qui  l'on  montre  sur 
le  tableau  la  figure  constituée  par  un  triangle  ne  voit 
tout  d'aboid  que  l'image  parli(ulière  placée  sous  ses 
yeux;  à  la  longue,  il  ariive  à   laisser  de  cùlé  les  carac- 
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lères  propres  .1  ToLjcL  coiicrcîl,  cl,  lorsqu'on  proiioiice 
(levant  lui  le  mol  de  triangle,  il  se  (iguie  aisément  tons 
les  triangles  possibles  :  c'est  le  proj)re  de  l'abstraction, 
et  l'abstraction  est  la  mère  de  la  généralisation. 

L'Algèbre  conslilue  le  domaine  j)ar  excellence  des 
formes  abstraites,  mais  la  niarcbe  qui  lui  est  familière 
n'est  peut-être  pas  sans  danger.  Dépouillant  les  objets 
de  leurs  (jualités  particulières,  elle  li-s  fait  entier  dans 
ses  formules  comme  des  êtres  dépouivus  de  louL  carac- 
tère personnel.  Les  transformations  <ju'(dle  fait  ensuite 
subir  à  ses  équivalences  portent  alors  sur  des  symboles 
doués  d'une  signification  si  générale  que  le  sens  en  peut 
disparaître  complètement  pour  les  esprils  préoccupés 
surtout  d'appliquer  avec  justesse  les  règles  du  calcul. 
A  de  semblables  cerveaux,  et  je  suis  convaincu  qu'ils 
forment  la  majorité,  l'étudt:  de  l'Algèbre  doit  donc  être 
dispensée  avec  beaucoup  de  précautions.  Par  de  fré- 
quentes applications  numériques,  on  les  ramènera  à 
une  réalité  qu'ils  pourraient  être  tentés  d'oublier;  ils 
finiront  par  se  convaincre  que  le  sjmbole  tient  généia- 
lement  la  place  de  grandeurs  mesurables  et  que  l'Al- 
gèbre ne  pouira  leur  rendre  de  réels  services  que  s'ils 
l'appliquent  à  de  pareils  objets. 

Cette  faculté  de  l'abstraction  se  développe  d  ailleuis 
de  façons  très  diverses  suivant  le  tempérament.  La  plu- 
part des  jeunes  gens  nairiveul  à  la  possession  d'un 
t:aractère  général  qn  en  passant  par  l'obsc.'ivalion  d'un 
grand  nombre  d'objets  particuliers^  ils  suivent  la  marclie 
rationnelle  et  si  profitable  du  conei<a  à  l'abslrait. 
L'étude  de  la  Géométrie  est  uatuicllement  la  plus  aisée 
aux  esprits  de  cette  trempe,  en  laison  de  I  aide  (ju'ils 
rencontient  à  chaque  pas  dans  la  (igure  ])our  élayer 
leurs  déductions.  Ce  sont  pres(jue  toujours  des  et;!  veaux 
Inen    prc'-pares  pour  lObscivalifju,  .q)l('s  à  pciccvoir  les 
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cas  p.'uliculicrs  dans  les  calégories  yciicralcs,  prêts  à 
aborder  J'étude  des  Sciences  expérinientales.  D'autres, 
au  contraire,  en  plus  petit  nombre,  n'ont  de  goût  que 
pour  l'idée  présentée  sous  sa  forme  abstraite,  pour 
l'Aritlimétique  et  pour  l'Algèbre.  Ce  sont  les  temj)éra- 
raents  de  [)urs  mathématiciens.  Malheureusement,  chez 
quelques-uns  d'entre  eux,  cette  puissance  de  l'abstrac- 
tion s'accompagne;  d'une  répugnance  singulière  [)Oi]r 
l'examen  des  choses  concrètes  dont  l'intéièt  ne  leur 
apparaît  [)oint. 

Ils  font  quelquefois  d'excellentes  études  mathéma- 
tiques; ils  se  refusent  d'une  façon  systématique  à  toute 
étude  des  Sciences  expérimentales.  A  ceux-là  je  me 
permeltrai  de  donner  un  conseil.  La  vérité  n'est  point 
une.  Les  bons  esprits  sont  les  esprits  accessibles  à  toutes 
les  manifestations  de  la  pensée,  et  ceux-là  vont  à  l'en- 
contre  de  notre  enseignement  (jui  se  cantonnent,  dès  le 
lycée,  dans  une  étroite  sj)écialité.  Qu'ils  ne  croient 
point  d'ailleurs  arriver  ainsi  plus  sûrement  à  la  réalisa- 
tion de  (pielqu<i  ambition  de  carrière;  l'accès  de  nos 
grandes  écoles  scientifiques  n'est  vraiment  facile  qu'à 
ciux  dont  un  sage  éclectisme  a  dirigé  les  pas  aussi  bien 
dans  les  voies  largement  ouvertes  de  l'expérience  que 
vers  les  sommets  plus  arides  de  l'abstraction. 

J'arrive  maintenant  à  une  des  opérations  les  plus 
délicates  et  les  plus  profitables  de  l'intelligence,  à 
l'application  par  excellence  de  notre  esprit,  celle  vers 
lacpielle  doit  tendre  l'éducation  de  tout(;s  nos  facultés, 
je  veux  diie  le  jugement.  li'enseignement  des  Mathéma- 
ti(]ues  se  bornant  à  son  domaine  nature!  peut  fournir 
au  pigenuMit  les  m(;illeures  occasions  de  s'exerecîr.  Il  est 
évident  (jue  l'exposition  par  le  maître,  en  un  langage 
précis,  d'idées  sinqiles  reliées  les  unes  aux  autres  d'une 
lacon    parlail.e,    (h)it  donner   à    l'élève    le    désir   de    pr<;- 
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senler  ses  pensées  sous  une  forme  aussi  nelle  en  lui 
inspirant  l'horreur  des  raisons  vagues  et  des  questions 
mal  posées.  Mais  ce  n'est  pas  le  seul  avantage  à  cet 
égard  de  l'enseignement  mathématique.  Je  conviens 
que,  les  nécessités  des  examens  obligeant  le  professeur 
soucieux  de  sa  responsabilité  à  ne  donner  à  ses  élèves 
que  <les  notions  bien  arrêtées,  le  temps  lui  manque  trop 
souvent  pour  comparer  les  diverses  méthodes  suscep- 
tibles de  conduire  aux  mêmes  résultats  et  pour  décider 
qu'elle  est  la  meilleure  ;  mais,  où  rex(;rcice  du  jugement 
trouve  à  s'appliquer,  c'est  dans  l'ed'ort  personnel  de 
l'élève,  que  cet  eftort  soit  dirigé  et  contrôlé  par  le 
maître,  comme  dans  l'interrogation  au  tableau,  ou  qu'il 
soit  de  nature  plus  intime,  comme  dans  la  recherche  de 
la  solution  d'un  problème. 

Le  bénéiice  que  le  jugement  peut  retirer  de  celle 
gymnastique  varie  suivant  la  bianche  des  malhéma- 
litpu'S  à  la(juelle  on  l'applicpie.  Dans  renseignement 
élémentaire,  la  Géométrie  possède  à  cet  égard  une  supé- 
riorité bien  marquée.  Les  relations  entre  les  moyens  et 
le  but  doivent  rester  en  pleine  lumière  à  chaque  instant 
de  la  déduction,  et  à  parlir  du  moment  où  ce  lien  n'est 
plus  perçu,  il  est  inutile  de  continuer.  En  Algèbre,  au 
contraire,  le  jugement  de  l'élève  ne  trouve  guère  à 
s'exercer  que  dans  deux  phases  bien  distinctes  :  au 
début,  lorsqu'il  s'agit  d'enfermer  dans  des  formules  les 
données  et  les  inconnues  de  la  (pieslion^  à  la  fin,  quand 
il  faut  interpréter  les  résultats  contenus  dans  ces  mûmes 
formules  convenablement  moditiées.  Dans  l'inlervalle, 
l'élève  abandonné  à  ses  seules  forces  doit  généralement 
se  borner  à  des  oj)éralions  un  peu  mécaniques. 

Quel(|ues-uns  parmi  vous,  rebutés  par  des  lentalives 
inutiles  dauh  la  i cclicii  lie  de  la  solulion  d'un  pioblènu", 
sont  sans  doute  convaincus  que  la    réussile  dans  cette 


(  3()3  ) 
découverte  est  unicjuemenl  le  résultat  tics  qualités  natu- 
relles de  son  auteur;  je  voudrais  les  dissuader.  En 
posant  à  l'élève  des  questions  sagement  graduées,  bien 
en  rapport  avec  l'étendue  de  son  savoir,  on  l'habitue 
peu  à  peu  à  chercher  dans  ses  propres  moyens  la  réponse 
à  des  problèmes  de  plus  en  plus  compliqués.  Comparant 
les  connaissances  qu'il  possède  au  piofit  qu'il  désire  en 
tirer,  il  écarte  d'une  façon  méthodique  celles  dont  il  ne 
peut  attendre  aucun  secours  pour  l'objet  immédiat,  et  il 
découvre,  par  la  seule  puissance  de  son  jugement,  l'arme 
qui  doit  vaincre.  Le  plaisir  de  la  réussite  le  conduit  à 
recommencer,  et  c'est  ainsi  (pi'au  lieu  de  l'élève  passif, 
préparé  à  la  docilité  par  des  déductions  dont  il  ne  per- 
çoit d'abord  (jue  le  caractère  inévitable,  nous  aurons 
formé,  en  lui  donnant  l'occasion  d'exercer  son  jugement, 
un  être  pour  qui  l'initiative  devient  chose  naturelle, 
j'oserais  [>resque  dire  un  homme  d'action. 

Cette  utilité  des  études  mathématiques  ne  fut  pas 
toujours  reconnue;  elle  a  même  été  l'objet  d'attacjues 
violentes.  Un  grand  philosojihe  anglais,  Hamilton,  vou- 
lant établir  que  l'enseignement  des  Mathématiques  est 
insuffisant  à  lui  seul  pour  constituer  un  système  com- 
plet d'éducation,  et  se  laissant  entraîner  par  son  sujet, 
lui  accorde  à  peine  le  pouvoir  de  dévelop])er  l'attention. 
11  couvre  les  mathématiciens  de  sarcasmes  recueillis 
dans  les  œuvres  d'une  foule  d'écrivains  dont  l'incom- 
pétence sui"  ce  sujet  n'a  d'égale  que  la  sien}ie  propre.  Je 
n'insisterais  pas  sur  ces  attaques,  léfutées  en  grande 
partie,  et  avec  une  grande  vigueui-,  par  Stuari  IMill,  si 
Hamilton  n'avait  fait  appel,  à  tort  d'ailleurs,  à  l'auto- 
rité de  Descartes.  Dans  un  passage  du  Discours  de  la 
Mctliodc,  le  fondateur  de  la  Géométiie  analytique, 
])ailant  de  la  circulation  du  sang  et  des  mouvements  du 
cœur  (pii   I'.k  com[iagncnt ,  alltibui.'  à  cet  oigane  un  rôle 
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louL  à  fait  inexact;  ])our  mieux  coiivaiiicie  les  iiieié- 
dules,  il  eut  l'imprudence  de  prendre  à  témoin  la  force 
des  déinonstralions  mathématiques.  Un  de  nos  grands 
médecins  contemporains,  s'étajant  de  ce  passage,  a 
entrepris  de  démontrer  que  l'étude  des  Mathématiques 
était  une  préparation  détestable  à  celle  de  la  Médecine. 
Il  est  certain  que  les  raisonnements  ne  peuvent  tenir 
lieu  de  la  connaissance  des  faits;  c'est  le  rôle  de  l'expé- 
rience de  nous  les  fournil-.  Ceux  que  Descartes  avait 
alors  en  sa  possession  étaient  insuffisants  pour  lui  per- 
mettre un  jugement  sur,  et,  s'il  a  manqué  à  l'une  des 
règles  essentielles  de  sa  méthode?,  il  me  semble  que  <;'est 
surtout  à  la  première,  dans  laquelle  il  se  propose  «  de 
ne  recevoir  jamais  aucune  chose  pour  vraie  qu'il  ne  la 
connût  évidemment  être  telle  ».  Or,  c'est  surtout  dans 
les  préceptes  suivants  que  Descartes  fait  appel  aux  pro- 
cédés du  raisonnement  mathématique,  et  je  ne  vois 
point  comment  uue  infraction  au  premier  de  ses  prin- 
cipes peut  diminuer  la  valeur  des  autres. 

Permettez-moi  d'ailleurs  de  chercher  dans  Descartes 
lui-même  la  réponse  la  [)lus  éloquente  à  ceux  qui  pour- 
raient èlre  tentés  de  lui  reprocher  trop  vivement  ses 
erreurs.  Dans  ce  même  Discours  de  la  Méthode,  il 
parle  ainsi  de  ses  spéculations  :  «  Elles  m'ont  fait  voir 
qu'il  est  possible  de  parvenir  à  des  connaissances  qui 
soient  fort  utiles  à  la  vie  et  que,  au  lieu  de  cette  philo- 
sophie S[)éculative  qu'on  enseigne  dans  les  écoles,  on  en 
peut  trouver  une  pratique  par  lacpielle,  connaissant  la 
force  et  1(!S  actions  du  feu,  de  1  eau,  de  1  air,  des  astres, 
des  cieux  et  de  tous  les  autres  corps  qui  nous  envi- 
ronnent, aussi  distinctemenl  que  nous  connaissons  les 
divers  métiers  de  nos  artisans,  nous  les  pourrions 
(  iiiployer  en  même  laçon  à  tous  les  usages  auxcpuîls  ils 
sont    |)r()pr('s    <l    ainsi    nous   rciulie    coiiimc    niailres   et 
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possesseurs  de  la  iiaLnre.  »  Je  ne  crois  pas  que  jamais 
un  savant  ait  prévu  les  conquêtes  de  la  Science  avec  une 
pareille  netteté  et  les  ait  résumées  dans  un  tableau  aussi 
précis. 

Cette  pensée  ne  peut  qu'augmenter  votre  conliance 
aux  bienfaits  de  la  méthode  déductive  et  vous  engager  à 
l'utiliser  pour  la  l'echerche  de  la  vérité,  même  en  dehors 
du  domaine  mathématique.  Vous  l'appliquerez  bien 
souvent  en  partant  de  données  insuflisantes  fournies 
par  une  expérimentation  incomplète;  vous  arriverez 
ainsi  à  des  conclusions  qu'un  esprit  sain,  un  jugement 
désintéressé  ou  les  résultats  d'expériences  nouvelles 
vous  montreront  contiaires  à  la  réalité;  en  un  mot, 
tout  comme  Descartes,  vous  vous  seiez  trompés.  Dès 
que  la  contradiction  vous  a})paraitia,  vous  reviendrez 
sur  vos  pas  et  alors  commencera  la  chasse  si  passion- 
nante de  l'erreur.  Passant  tour  à  tour  au  crible  de  votre 
raison  et  vos  déductions  et  les  conditions  initiales,  vous 
finirez  [)ar  trouver  dans  ces  dernières  la  .cause  de  votre 
insuccès.  Vous  cheicherez  à  les  compléler  et  vous  y 
atriverez  d'autant  mieux,  par  une  expérimentation  bien 
dirigée,  que  leur  insuffisance  vous  aura  été  révélée  dans 
leurs  conséquences.  Vous  a[)porterez  ainsi  voire  part 
au  trésor  toujours  grandissant  des  vérités  abordables  à 
l'homme;  vous  contribueiez,  dans  la  mesure  de  vos 
forces,  à  la  réalisation  du  vœu  iormulé  par  le  poète 
expiiant  :  «  Toujours  plus  de  lumici'e.    » 
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[D6e;  H5ia] 

É0UATIO\S  DIFFÉRE\'TIELLES  LINÉAIRES  OBTEMIES 
POIR  LE  PRODLIT  DE  DELX  FOACTiOXS  CVLI\DRiOLES; 

Par  m.  NIELS  NIELSEN,  à  Copenhague. 


Les  Traités  de  M.  C.  Neumaim  (')  et  de  feu  M.  E. 
Loniniel  (-)  marquent  le  point  tournant  de  lliistoire 
des  fonctions  cylindriques  (souvent  dites  hessêlicnnes) 
en  donnant,  pour  la  première  fois,  un  aperçu  systéma- 
tique de  la  théorie  de  telles  fonctions.  C'est  pourquoi 
un  IMémoire  sur  cette  matière,  publié  avant  les  deux 
petits  livres  susdits,  présente  un  intérêt  spécial  pour 
celui  qui  étudie  profondément  les  fonctions  cylindriques. 

En  j)ai  ticulierJeM(''moire  que  feu  M.  Ernst  Meissel  (^) 
a  puLlié  en  1862  dans  le  progi-auime  de  l'Ecole  pro- 
fessionnelle à  Iserlolin  présente  un  tel  intérêt  à  cause 
des  résultats  essentiels  (|n'il  contient.  En  effet,  abstrac- 
tion faite  d'un  grand  nondue  d'intégrales  définies  nou- 
velles et  très  intéressantes,  ce  Mémoire  introduit,  pour 
la  première  fois,  la  fonction  cylindrique  de  deuxième 
espèce  et  de  paramètre  zéro,  savoir  la  fonction  Y"(.r). 
En  outre  on  y  trouvera  une  équation  diliérentielle 
linéaiie  et  de  troisième  ordre  pour  laquelle  les  trois 
fbnctious 


(')   Tlicorie  der  Bessel'schen  Functionen.  Leipzig,  iSri-i. 

(^)  Studien  iiber  die  Bessel'schen  Functionen.  Leipzig,  1868. 

(')  Ce  géomèlre,  calculateur  éininenl  (élève  de  Jacohi,  du  reste), 
a  élabore,  on  le  sait,  des  Taldes  numériques  diverses  sur  les  fonc- 
tions ejlindri(iucs,  et  ((iii  soiil  le-  jilus  eoiirph'-tcs  (juc  l'on  possède 
aujourd'hui. 
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consliltumt  un  syslènK.'  fondanienlal  des  iniegralos. 
D'après  ce  que  je  sais,  Meissel  est  le  seul  auteur  (|ui  ait 
remarqué  une  telle  propriété  des  fonctions  c_ylindriques  ; 
cependant,  son  Mémoire  intéressant  est  resté  inaperçu, 
comme  le  montre  une  autre  publication  (')  du  nièuie 
auteur. 

Les  reclicrclies  présentes  sont  destinées  à  généraliser 
l'équation  différentielle  de  Meissel  en  démontrant  que 
le  produit  de  deux  fonctions  cylindriques  de  même 
argument,  mais  de  paramètres  quelconques,  satisfait, 
toujours  à  une  équation  différentielle  linéaire  du  qua- 
trième ordre.  Dans  le  cas  particulier  où  les  deux  para- 
mèties  sont  égaux,  ou  de  même  signe,  ou  de  signe 
contraire,  l'ordre  de  l'équation  susdite  peut  être  abaissé 
d'une  unité. 

Ces  résultats  sont  produits  en  obtenant,  à  l'aide  des 
formules  fondamentales  des  fonctions  cylindriques,  cer- 
tains cas  particuliers  des  équations  différentielles  en 
question.  La  forme  de  ces  é(|tialions  ainsi  trouvée,  le 
cas  le  plus  général  peut  être  traité  facilement. 

Il  est  digne  de  remarquer  ici  que  nos  équations  diffé- 
rentielles nous  donnent  une  propriété  nouvelle  et  inté- 
ressante des  séries  neiunanniennes  et  kapteyniennes  de 
deuxième  espèce  analogue  à  celle  qu'on  connaît  pour  les 
mêmes  séries  de  première  espèce. 

I.  —  Suit.  QUELQUES  FORMULES  FOIVD.VMENTALES  CONTENANT 
LES  FONCTIONS  CYLINDUIQUES. 

Avant  de  commencer  nos  recherelies  particulières  il 
nous  semble  ulibi  de  diie  quebjues  mois  sur  ce  que 
nous   entendons    par   une  foiiciioti   cyli/i(hi(/ue  géné- 

(')  Jnlireshcriclil  li/jcr  die  Ober-Jtenlscliulc  in  Kicl.  iS<)<);  p-  1,2. 
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raie,  (y-{x)^  de  Vargument  x  et  du  paramètre  a;  une 
telle  foiielioii  représeiile  la  solution  la  plus  générale  des 
deux  équations  fonetioniielles 

(i)  CH--i(a")  — C!J-+i(.r)  =  ■i.D,,CV-(x), 

(la)  CP--'(^)^C!J-+i(^)  =  --C!J-(.r), 

X 

et  peut  être  repiésentée  sous  la  forme 

où  «(|J-),  ^(;J-)  sont  deux  fonctions  de  u.  assujetties  à 
la  condition  d'être  inaltérées  si  nous  posons  [Jl  -H  i  au 
lieu  de  y.,  mais  sont  au  reste  complètement  arbitraires. 
i^{x)  et  Yv[x)  désignent  les  fonctions  cylindriques  de 
première  et  de  deuxième  espèce,  savoir 

,    /x\V-^^^ 

s=^    (— l)W-j 

YH-(3-)=  -T-^^ — f  COSU77  Jt^O)  —  J-u-(:r)]: 

dans  le  cas  particulier  où  ^  est  entier,  l'expression 
de  l!^(.r)  se  présente  sous  forme  indéterminée,  c'est- 
à-dire  qu'il  faut  prendre  la  vraie  valeur  de  cette 
expression. 

Les  formules  (i),  (i^)  montrent  que  la  fonction  géné- 
rale (y-(^x)  doit  satisfaire  à  l'équation  bessélienne  de 
paramètre  a,  savoir 


Remarquons  encore  que  la  règle  de  Caucliy,  pour  la 
inu!ti[)li(alion  de  deux  séries   inlinies,  donnera  innné- 
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dialciix'iil  la  roiinulo 

d'où,  à  l'aide  de  Tinlei^iale  Lieu  oonmu! 

(71 
^     I        (cOSCp)"  COS([JLCp)  f/cp 

(4) 


^\  [J.^  v+5.? 


.,.rr^-^H->    r 


où  «  désigne  un  enlier  non  négalif,  nous  déduirons 
eelli!  autre  formule 

TZ 

(5)       J    -^    (^OJ    ^     (•^)  =  -    /      J"(2:rcosç)cos(i^'f  )r/cp, 

(jiii  est  essenlielle  dans  les  recherelies  qui  nous  oeeupenl 
ici.  Supposons  dans  (5)  fi  pair  et  [J.  =  o  ;  nous  retrou- 
vons une   formule  due  h  M.    G.  Nenmann   ('),    tandis 

n  -^  [x         II  —  |x 
fjue  les  formules  obtenues  en  supposant  — - —  et  — - — , 

égaux  à  deux  nomJjres  entiers  appartiennent  à  Sehlàfli(-). 
En  remarquant  maintenant  que  la  fonetion  J"(2XC0Scp) 
satisfait  à  l'équation  diflerentielle 

àx-        X  ox        \  ^- 1 

iu)us  aurons,  en  vertu  de  (5),  pour  la  fonction 

;;  -f-  a  »  — U. 

r^{x)i  ■'  (x) 


(')    Thcorie  (Irr  DcNscl'sche.n  Func/io/icn .  \).  711.  Lci|i/.i;;.  i^'i;. 
(■-)   Mdlliciinilischc  Aiuia/en.  l.  111,   iS-^i.  p.   rii). 
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celle  auUe  éfjiialion 


i< 


I  = — —    /     J"(2.r  coso)  (2  coso)- cos([i.ï')  f/o. 

l  ^^0  '  '  '       ' 


Or,  le  second  membre  de  (a)  peut  èlrc  mis,  à  l'aide 
de  (4),  sous  la  forme 


5=00  \n  f^^~^'^^\    f^Y 


2 


..  =  ol      S-t-H L       1      5  -f-  I  -1 ' 


x\ppliquons  ensuite  à  celle  expression  l'idenlité 
a( a  —  1  )  a  —  i         i  u  -H  i         1 

— -i    =  I  -f-   i ■! , 

a- —  ^u-  2       a  —  [JL  2       a  -4-  [Ji 

l'équation  (a)  peul  s'écrire  £Ous  celle  forme  nouvelle 

OÙ  l'on  a  posé,  pour  abréger, 

■  /i  H-  2  5  \    /  T 


U\>{X)=^^ 


^-'^     ■  . 


/  n  -\-  IX  \    ,  /  n  —  '.x  \ 


il  —  IX  \   n  ■+-  2  s  +  2  —  [i. 


de  façon  que  nous  aurons  imniédialcment 

"-  j     '   les  deux  membres 
de  ([j)  el  diiréicjitions   par   rapport  à  .r,  nous   oblieii- 
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(Irons,  en  verlu  de  (-'), 


m  ^  \>-       ;  I  I  '*■  M'" 


(h  /4-4!-^     «y 


X  x^ 


y 


=  —  i  [i(|ji  +  i)  u-V{x), 


ce  qui  donnera,  dans  le  cas  ]>articulier  a=  o,  pour  la 

.    .   r  "   T 

fonction  L^' (■^)J  j  cette  équation  difTérentielle  de  troi- 
sième ordre 

(G)  y  +^.r +  (4  +  --^jr  +  -7  =  o. 

Posons  encore  dans  cette  formule  n  =  o  ;  nous  retrou- 
vons l'équation  trouvée  par  Meissel. 

Dans  le  cas  généial,  la  formule  déduite  de  ([îi)  en  y 
posant  — m.  au  lieu  de  [j.  donnera  aisément,  en  vertu 
de  (o),  cette  équation  du  quatrième  ordre  pour  la  fonc- 

n  -f-  (A  II  —  \l. 

tion  J    -    (x)  J    -    (x) 

(7)    ( 

'16         I  —  II- — !J.-\     ,        /S  n-\x-\ 


a;  x'^  /  \x 

et  c'est  là  le  résultat  particulier  cjue  nous  nous  propo- 
sions de  démontrer. 

Jl.  —  Equations  diffkre^j  ielles  obtenues  pour  le 
l'iîOiJciT  de  deux  fojvctioms  cylindriques  quel- 
conques. 

L'équation    (liflérenticlle   (y)  que  nous  venons  d'oh- 
tcnir  nous  conduira  uatiuellement  à  elierelicr,  pour  la 

Ann.  de  Malkcnial.,  \'  sirii'.  (.   II.  (  S(|iliiiilii('  19');!.)  '<0 
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fonction  Jy-(x)P{x),  une  éfiuation  de  celle  forme 


j"'-^  -/"-^  (  4  +  -^  )r' 


(a)  < 

[  K>'  +  h^i  +  :::i  )  r  =  f^' 


ce  X*  !  ^  \X'-  X 


dont  les  coefficients  «,  è,  c  doivent  être  indépendants 
de  X.  Pour  déterminer  ces  coefficients  inconnus,  por- 
tons dans  (a)  la  série  (3)  obtenue  pour  j^  et  cherchons 

(-P  \  [jL+v+2,?— y  . 

—  j  ;  nous  obtien- 

drons, par  un  calcul  simple. 


(J) 


to(a)  —  i)(oi  —  'i)(w-f-3)-4-aw(a)  —  i) 
=  [w2— (-Jl-i-v)2]  [w2—  (;ji  — v)2j, 


où  l'on  a  posé,  pour  abréger,  oj  =  [j.  +  v  +  a.v.  Or, 
l'équation  ([^)  doit  être  satisfaite  par  une  infinité  de 
valeurs  de  co  ;  c'est-à-dire  qu'elle  doit  se  réduire  à  une 
identité  formelle,  ce  qui  nous  permettra  de  déterminer 
d'une  seule  façon  les  coefficients  susdits,  et  nous  obtien- 
drons par  là  l'équation  cherchée,  savoir  : 

7  +  -  y  ^   I  ^ ^^ y 


,'i6         I  —  •i.\x'- —  9.v5   ,      , 

(8)      '        •       +  -  + '-ZT — )y 


X 

x''-  x'* 


y 


car  la   foiiue   même  de   (p)   montre  que  le  coefficient 

obtenu    pour   la   puissance    I  -  1  .  dans    le   premier 

membre  de  (8)  doit   s'évanouir  de   sorte  que  (8)  de- 
viendra homogène. 

On  verra  que  noire  équalion  (8)  ne  contient  que 
des  cariés  de  |j.  et  de  v,  de  façon  f|ue  les  signes  de  ces 
deux    paiam«M,i'es   peuv(Mil  être;  choisis   d'une    manière 


(  4o3  ) 
complètement  arbitraire,  c'est-à-dire  que  le  produit  de 
deux  fonctions  cylindriques  quelconques  de  Targuaient. r 
et  des  paramètres  [x  et  v  doit  satisfaire  à  celte  équa- 
tion (8).  De  même,  l'intégrale  complète  de  notre  équa- 
tion susdite  peut  être  représentée  généralement  sous 
cette  forme 

{  y  =  X  JH-Cr)  J-'(a-)  4-  B  .]V'(x)  Yv(.r) 

où  A,  B,  C,  D  désignent  quatre   fonctions    arbitraires 
de  [X  et  de  v. 

Cela  posé,  nous  venons  de  démontrer  celte  proposi-  , 
tion  remarquable  et  inconnue  d'après  ce  que  je  sais  : 

Désignons  par  Bjji,  \\  deux  intégrales  quelconques 
des  équations  besséliennes  des  paramètres  p.  et  v;  le 
produit  là ^Kj  satisfait  à  l'équation  différentielle  (8). 
Le  produit  des  intégrales  complètes  des  deux  équa- 
tions besséliennes  donnera  généralement  l'intégrale 
complète  Je  (8). 

La  définition  même  de  la  fonction  cylindrique  de 
deuxième  espèce  Y  montre  que,  dans  le  cas  v=d=  p., 
les  quatre  intégrales  que  nous  venons  d'obtenir  ne 
constituent  pas  un  système  fondamental,  car  elles  ne 
représentent  que  trois  fonctions  indépendantes.  Pour 
trouver,  dans  ce  cas,  une  quatrième  intégrale  particu- 
lière, on  peut  appliquer  une  métbode  entièrement  ana- 
logue à  celle  qui  nous  a  donné  la  fonction  Yl^(a:), 
jj.  entier.  En  eilét,  il  est  évident  que  la  fonction 

I  costt(  a  q=  v)  i^\^{x)  Yv(.r)  -  r^{x)  Y '-i^(.r)] 

sin-rt(j^zpv) 

est  toujours  une  intégrale   de  (8),  de  sorte  que   nous 
n'avons  que,  dans   nos  cas  particuliers,  à  cliercher  la 


(  4o4  ) 

vraie  valeur  de  cette  expression  indéterminée  pour 
M  =z  rh  V.  Pourvu  que  pL  soit  égal  à  un  entier,  l'intégrale 
nouvelle  ainsi  obtenue  peut  être  exprimée  sous  forme 
finie  à  l'aide  des  fonctions  cylindriques  et  des  fonctions 
élémentaires,  comme  je  l'ai  démontré  récemment  (*). 
11  est  évident  que,  si  un  seul  des  produits  figurant 
dans  le  second  membre  de  (9)  est  solulion  d'une  équa- 
tion de  la  forme  (8),  il  en  sera  de  même  pour  les  trois 
autres  :  c'est-à-dire  qu'il  sera  inutile  de  clierclier  géné- 
ralement une  équation  de  la  même  forme,  mais  d'un 
ordre  inférieur,  à  laquelle  un  tel  produit  doive  satisfaire. 
Or,  dans  le  cas  particulier  [Jt.  =  d=  v,  les  produits  susdits 
ne  donnent  que  trois  fonctions  indépendantes,  de  sorte 
que  l'équation  particulière  (6)  nous  suggère  naturelle- 
ment l'idée  de  clierclier  une  équation  différentielle  de 
cette  forme 

(T)     /"+  ^y'+  («  +  ^)y+  (I  +  ^)y  =  o, 

auxquelles  ces  trois  produits  doivent  satisfaire.  Por- 
tons maintenant  dans  (v)  les  séries  obtenues  pour 
3^-(x)  i-V-{a:)-^  nous  aurons  à  déterminer  les  coellicienls 
inconnus  à  l'aide  de  l'idenlilé 


(0) 


(w  —  i)  [w  (w  —  1)  (to  —  1)  -h  aiu(oi  —  1)  -f-  6to  -f-  c] 


où  l'on  a  posé  respectivement  w  =  y.  -f-  v  -h  2  5,  to  =  2  s. 
Cela  posé,  nous  verrons  que  nos  deux  fonctions  doivent 
satisfaire  à  cette  équation  linéaire  du  troisième  ordre 

(.0)      /"-.  -y-i-  4  -^ -^}/+  -r  =  o, 


(')  Annali  di  Matemattca.  3'  série,  l.  \,  i<i<)i,  p1"307. 


(   i'>5  ) 
gcuéralisalion  de  (i)  cpi  a  pour  intégrale  complète 

(il)       y  =  A[Jl^(T)]2-^BJ!^(.r)Y;J-(,r)  +  C  [Y|J-(j:)]2, 

OÙ  A,  B,  C  désignent  trois  fonctions  arbitraires  de  p. 

Cherchons  maintenant  les  déterminants  fonction- 
nels A4,  A3  de  nos  systèmes  fondamentaux  (9)=,  (n); 
calculons  d'abord  A^.  La  méthode  générale  donnera 

C  désignant  une  quantité  indépendante  de  x-^  pour  dé- 
terminer cette  constante  il  sufiit  de  regarder  le  déter- 
minant déduit  de  Aj  en  y  remplaçant  chacune  des  fonc- 
tions transcendantes  qui  y  figurent  par  le  premier  terme 
des  séries  infinies  correspondantes.  Supprimant  encore 
ie  facteur  commun  x'*^  et  posant  x  =  o,  on  obtiendra 

(12)  A4=(.a^-v2)(| 

résultat  qui  s^accorde  bien  avec  les  remarques  faites  sur 
les  quatre  intégrales  (9).  Le  môme  procédé  donnera 
encore 


(>3)  A3=(^)-' 


Remarquans  qu'un  calcul  direct  montrera  que  les 
formules  (12),  (i3)  ne  sont  autre  chose  fjue  des  consé- 
quences immédiates  de  cette  équation  loudameiitale  due 
à  Lommel  (  '  ) 


(t)  }V-{x)X\^-^{x)  —  iV--^{x)\V-{.r)  =  - 


et  de  celle  obtenue  en  posant  v  au  lieu  de  a.  Cela  posé, 


(')  Mal/ieinalischc  Anna/cn,  t.  I\',  1871,  p.  loS. 


(  4o6  ) 
il  est  évident  que  les  équations  dillérentielles  linéaires 
dont  les  intégrales  complètes  sont  les  fonctions  (9),  (11) 
peuvent  être  déduites  aussi,  à  l'aide  de  (a),  par  les  mé- 
thodes générales  classiques  dans  la  théorie  des  équations 
différentielles  linéaires  (').  Ces  remarques  faites,  on 
comprend  le  droit  de  l'assertion  suivante  : 

Les  produits  de  n  fonctions  cylindriques  (juelconques 
de  l'argument  x  et  des  paramètres  quelconques  satis- 
fait à  ujie  équation  différentielle  linéaire  de  l'ordre  2" 
généralement  dont  les  coefficients  sont  des  polynômes 
entiers  de  x  du  degré  2"  au  plus. 

En  outre,  il  est  évident  que  les  intégrales  des  équa- 
tions dillérentielles  plus  générales  de  la  classe  fuchsienne 
possèdent  une  propriété  analogue.  JNéanmoins,  je  me 
suis  boiné  à  regarder  ici  seulement  les  produits  de  deux 
intégrales  des  équations  hesscliennes,  c'est-à-dire  les 
produits  de  deux  fonctions  cylindriques,  parce  que  de 
tels  produits  jouent,  comme  fonctions  de  développe- 
ment, un  rôle  aussi  fondamental  que  les  fonctions 
cylindriques  elles-mêmes.  En  effet,  à  chacun  des  déve- 
loppements d'une  fonction  selon  les  fonctions  cylin- 
dri(|ues  trouvés  par  MM.  Fourier,  Schlomilch,  Neumann 
et  Kapteyn  correspond  un  dévelojjpement  analogue  de 
la  jnême  fonction  selon  les  produits  susdits. 

La  démonstration  rigoureuse  de  celte  assertion  peut 
être  effectuée;  je  le  démontrerai  bientôt  dans  un  autre 
travail,  en  généralisant  et  en  rendant  trancliante  la 
méthode  particulière  <jue  j'ai  appliquée  récemment 
dans  mes  leclierches  sur  les  séries  neumanniennes  et 
hapteyniennes^  c'est-à-dire  en  appli([uant  cette  identité 


(')  Voir,   par  exemple  :  L.  IlEFFTEit,  Einlcitung  in  die  Théorie 
lier  iineareii  l)i[fcrcittialgleicliuii{^eii,  p.  5o,  i4;'>-  Leipzig,  i^cj'i- 


(  4o7  ) 


I       I     f{xc.os,osin2^)cos(ixo)sini'\i(lang'\i)\'-d-:id'h  =  /(x)  —  f{o), 


X 

•    0       «-'  0 


dont  le  cas  particulier  :  /{x)  holomorplie  aux  environs 
Je  zéro,  se  présente  dans  mes  recherches  susdites  ('). 

JIL   —  Théorème  sur  les  séries  fondamentales 

NEUMANNIENNES  ET    KAVTEYJVIENJVES    DE    DEUXIEME 
ESPÈCE. 

Regardons    ici    les    séries    iieunianmennes    valables 
pourvu  que  [y)  >  (x)  : 

"■     '      y-X         \x]      ^ 


U--+-V  „_, 


y  —  x        \x  I  .mU 

n  =  0 


OU 


i  £(,=  I ,  £„=  2,  7i  >>  o  et  où  l'on  a  posé  généralement 


=  ^  n  /  !-^  -^  '^  \  T-  /  ''  -+-  " 

u!VA«(j)  =  ^ — - — y — —  ^ 


[JL  -i-  V  -{-  2  /l  1  p 

— V-  Il  —  p 


^  P         1  \y} 

Les  séries  (a),  (^)  sont  fondamentales  dans  la  théorie 
des  séries  neunianniennes  de  première  et  de  deuxième 
espèce  parce  (juc  l'on  peut,  à  l'aide  de  ces  séries  et  en 
appliquant  l'intégrale  de  Cauchy,  trouver  une  série 
neumannlenne  quelconque. 

(')  Annales  de  l'École  IS'ormale,  3'  série.  I.  WIII.  i<)in,  p.  fj.'). 


(  4o8  ) 
Il  csl  bien  connu  que  la  fonclion  0^-"(y),  polynôme 
entier  de  -  de  degré  «  -h  i ,  salisfait  à  une  équation  dif- 
férentielle et  non  homogène  de  deuxième  ordre,  mais 
très  analogue  à  celle  connue  pour  jH+''(x).  En  outre, 
j'ai  démontré,  dans  mes  recherches  susdites  ('),  que  la 
fonction  rationnelle  UV-'l^i" Çy)  salisfait  aussi  à  une 
équation  différentielle  linéaiie  et  homogène  de  qua- 
trième ordre  très  analogue  h  (-j).  En  somme,  ces  pro- 
priétés nous  conduisent  naturellement  à  chercher  pour 
la  fonction  rationnelle  \Jl>-^''^"  une  équation  de  cette  forme 

(i3)         /  o 

Un  simple  calcul  montrera  que  les  coefficients  inconnus 
de  cette  équation  peuvent  être  déterminés  à  Taide  de 
ces  deux  identités  : 

4/lO-H  H^  )    (^'^+ '-^)   =^(w-l-2)(w  +  3)  —  p('w+2)  +  Y, 

lofoj  -1-  i)  (w  -h  2)  (m  -\-  o)  —  aw((o  -+-  i)  (w  -+-  2)  -f-  boj(oj  -t-  i)  —  cm  -i-  d 
=  (  w  -1-  [JH-  I  )  (  w  +  V  -H  I  )  (  OJ  -h  iji-h  V  -i-  /i  —  I  j  (  a»  —  /«  —  I  ), 

ce  qui  donnera 
j  '^  =4, 

(l3a)    <     S   =    iG  —  4  ([Jl  -1- v), 

f  T  =  8  —  6  (  [JL  -h  V  j  -H  (  [JL  -t-  V  )^  ; 

/    a  =  f)  —  2  (  [JL  +  v), 

i>  =  '}  —  n-—  [JLV  -4-  (  [ji-f-  V  j  (  [jt  -+-  V  +  ,j  _  G ), 

C    =    [JLV(3 [JL— V  )-)-  (/i-i-  I)([X-|-V4-  I)([JL+V-H  /i l), 

d  —  —  (  ii-i-i)(y  -i-  i)  (n  -h\)([i^v  -h  n  -+-i). 


du) 


(  '  )  Loc.  cit.,  p.  74- 


(   1o9  ) 
La  dernière    de  nos  identités  montre  encore  que  le 
coefficient  de  x~""^   s'e'vanouit,  tandis  que  ies  coeffi- 
cients x~^  ou  de  x~^  déterminent  la  fonction  A„(x) 
comme  voici  : 


-  l^  "^'^  /'-" 


yh)  l 


^2n(^) 


.  ,  a  -f-  V   /  u.  -t-  V 


xr/^^^lr'^'-^' 


[JL  +  V 


/  \1.  -t-  V  \ 


^rf>  +  3>lr/v-H. 


expressions  qui  montrent  immédiatement  que  l'équa- 
tion (i3)  deviendra  homogène  si  nous  supposons 
[ji. -4-7  =  0.  Dans  l'autre  cas  particulier  \^x  ■=^  v  nous 
obtiendrons,  par  la  méthode  habituelle,  cette  équation 
analogue  à  (lo)  : 


y 


4  '2  .'J-         ;, 

y 


Jl) 


4-1 —~ —  )y 


—  4  ;-i        { Il  -\-  i){n  —  i-f-  ;x)  (i  -f-  [jl) 
1_ 

X  x^ 


y  =  A„{x), 


où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 


■i  ix  -h  n       \      n      /  '      \xj 

[J.  -4-  ■'.  ft  -4-  I  \       2      / 


(•4/.)      Ain+li^)^—  [J- 


(Jl-1-  n  -M\    /  2 

j.  -4-  rt  -I-  I    \  n         J  \  X 


Dans  le  cas  particulier  [x  =  o,  l'équation  (i  0  se  pré- 


(  4îo  ) 

sfiilc  sous  celle  forme  éléi^anle 

(i5)         /  ,         ^  n- 

8        -       -  4C0S--  — 


X 


y  = 


analogue  à  (6).  Supposons  n  pair;  notre  fonction  jjr 
deviendra  id(;ntique  à  celle  de  M.  C.  Neuinann. 

Les  résultats  ainsi  obtenus  montrent  clairement  une 
nouvelle  analogie  parfaite  entre  les  séries  neurnan- 
inennes  de  première  et  de  deuxième  espèce,  analogie 
cjul  peut  être  démontrée,  en  vertu  des  formules  (i6) 
cl  (17)  dans  mes  reclierclies  susdites,  aussi  pour  les 
séiies  kapteyniennes. 

Remarquons  encore  (]ue  le  polynôme  de  Lommel  (  ') 

~       2 

^d  s\        \     n  —  'is    I 

qui  joue  un  rôle  fondamental  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions cylindriques,  satisfait  aussi  à  une  équation  diffé- 
rentielle linéaire  et  homogène  de  quatrième  ordre  com- 
plètement analogue  à  (7)  età(i3)  pourvu  que  pi  +  v^o. 
Celte  équation  est  due  à  M.  Hurwitz  (-);  elle  peut  êlre 
démontrée  aisément  à  l'aide  des  [)ropriélés  fondamen- 
tales du  polynôme  H,  comme  je  l'ai  fait  voir  récem- 
ment (^).  Du  leste  noire  équation  peut  être  déduite 
aussi  directement  en  suivant  la  méthode  habituellement 
appliquée  dans  les  pages  précédentes, 

(')  Matkeniatische  Annalen,  i.  IV,  p.  loS,  iia-ii(3.  Voir  aussi  les 
MoinoiiTS  publics  par  MM.  Craf  et  Cielicr  cL  par  moi  dans  ies 
Aiinali  di  Matematica,  2°  série,  l.  XXIII  cl  XXIV;  3"  série,  t.  V. 

(-)  Matheniatisclie  Annalen,  l.  XXXIII,  1^89,  p.  25i. 

(  ■' )  Annali  di  Matemaliia. 


(  4ii  ) 

[K12b?] 

GÉNÉRALISATION  DU  PROBLÈME  DE  MALFATTI; 

Par  m.  E.-N.  BARISIEN. 


La  solution  du  célèbre  ])rob!ènie  de  Malfatii  : 

Etant  donné  un  triangle  ABC,  décrire  trois  cercles, 
O,  O',  O",  inscrits  respectivement  dans  les  angles  A, 
13,  C,  eï  tels  que  chacun  d^eux  touche  les  deux  autres, 

qui  est  donnée  géomélriquenient  (^Géométrie  de  Rouché 
et  CoMBEROussE,  ^' édition, P""  Volunie,  p.  3i  i  à  3  i4)  (' ), 
et  par  la  Trigonométrie  (Questions  de  TrîgononiétJ'ie 
de  Desboves,  3"  édition,  1884,  p.  2o4  à  210),  est  incom- 
plète, car  on  ne  mentionne  dans  ces  articles  qu  une 
seule  solution  d'un  problème  qui  en  comporte  vingt, 
comme  nous  allons  le  montrer  en  traitant  la  question 
par  le  calcul. 
Soient 

rt,  Z»,  c  les  côtés  du  triangle  ABC; 

A,  B,  C,  les  angles  du  triangle  ABC; 

i\  'fli  l'bi  f'c  Itîs  rayons  du  cercle  inscrit  et  des  cercles 

exinscrits  dans  le  triangle  ABC; 
x,y^  z  les  rayons  des  cercles  O,  O',  O". 

Première  solution.  —  Le  problème,  tel  (ju'il  est 
traité   par    les    aut(;urs   précités,   suppose    (|ue  les  trois 


(')   \'oir  aussi  Questions  de  Ccoinctrie  de   Df.sisuvfs,  3"  édition, 
iS'^o,   |).  072  y  37"). 


(    4l2    ) 

cercles  O,  O',  O"  sonl  à  l' i/ilcn'aur  du  Li  iangle  ABC 

if  S'  0- 

Fig.  I. 


'  2\^ipc 


Dans  ce  cas,  les  équations  du  problème  sont 


(0 


; B  G 

a  =  "i-s/ yz  -4-jK  cot {-  z  col  — j 

/—  G  A 

fci    r=  2  U  ZX    -h  Z   cot  —    -\-  X  cot  —  r 
•2  '2 

,—  A  B 

c  =  isj xy  -+-  X  cot V  y  cot  — - 


On  trouve  (Desboves,  loc.  cit.)  que  les  rayons  x^j,  z 
qui  satisfont  à  ces  équations  ont  pour  valeur 


(>) 


•(  i  +  tang-j 


/•  (  I  -+-  tans  T  I  I  '  "+■  '-^"^  ~ 


2    1-)-  tanj 


r 


A 


/■(  n- tang- j  /i-f-  tang- 


•2     I  -i-  tang  - 


A\  /  B 

/•(  I  -t-  tang  y  1  /  I  -H  tang- 


>.    1  -h  ta 


"4) 


Examinons  maintenant  les  autres  solutions. 


(  4i3  ) 
Deuxième  solution.  —  Comme  clans  le  cas  précédent, 
les  trois  centres  O,  O',  O"  {fig-  2)  sont  situés  sui-  les 
bissectrices  intérieures  des    angles  du  triangle  ABC, 

Fis;.  2. 


niais  les  cercles  O,  O',  O"  coupent  respectivement  les 
côtés  BC,  CA,  AB. 

Les  équations  en  .r,  jk,  ^  sont  alors 
B 


(II) 


a  =  jK  cot 


cot 2  s/  yz, 


I     ,  C  x\  /— 

■   o  =  z  cot—  -1-07  cot—  — -iwzx, 

■2  2 

A  B  ,— 

c  :=  >r  cot 1- j)/  col i\j xy  1 


et  l'on  a,  en  cmplojant  la  méthode  de  Desboves  {loc.  cit.)., 


B\  /  C 

/■(    I  +   cot  y    )    (    I  "^  cot  — 


2(1-1-  cot  ■ 


A 


(^-) 


r(i  +  cot|)(i-^cot|) 
^  -  l  B\ 

2(^I  +  C0t-j 

A  \  /  B 

/-(   I  -^  cot—  )  (  H-  f'^f  T 


^(i-+-cot^j 


(  4i4  ) 

Il  est  à  remarquer  que  les  systèmes  (i)  et  (2)  ne 
diflerent  que  par  le  signe  des  radicaux  \J yz^  sjzx^  y/xj'. 
Par  conséquent,  ces  deux  systèmes  n'en  forment  (ju'un 
et  ont  pour  solutions  les  valeurs  (i)  et  les  valeurs  (2). 


Troisième,  quatrieiiie  cl  cinquième  solulions .  —  Con- 
sidérons le  cas   oii  deux  des  cercles  0'  et  O"  {fig-  3) 


Fis. 


oui   leurs  centres  sur  les  bissectrices  extérieures  des 
angles  B  et  C,  alors  que  le  centre  du  troisième  cercle  O 
est  situé  sur  la  bissectrice  intérieure  de  V angle  A.  Les 
trois  cercles  sont  du  côté  de  BC,  opposé  à  A. 
Les  équations  en  x^  y^  z  sont 


(III) 


a  =jlang- 


h  =  X  rot 


;;  tan; 


z    la  M! 


G  / — 


c  =^  X  col y  taiij 


—  ■^.s/xz, 
\Jxy. 


G  /— 


La    nK'llifxlo    (le     lJ(>sbo\('s    (/oc.    cit.)    conduit     aux 


(  ÎI^  ) 

valeurs  dt;  x,  y.  z 


;-[.-^cot(4-.°-fj][i  +  cot(43"-^)]^ 


A^ 
•i(  I  —  tans-T 


I  ;v.(i-lang^)[i  +  cot(45'w^)] 

H)    '.r=— r 7 bVï  ' 

9,       I-t-  COt(  4-)''—    7-1 

21-+-  cot  (45"—  -7  j 

On  a  deux  autres  systèmes  analogues  au  système  (3) 
eu  permutant  cireulaircment  les  lettres  A,  B,  C. 

Sixième,  septième  et  huitième  solutions.  —  Comme 
dans  le  cas  préeédent,   les  cercles  O'  et  O"  {fig.   4) 

Fig.  4. 


ont  leurs  centres  sur  les  bissectrices  extérieures  des 
angles  B  et  C,  et  le  centre  O  est  situé  sur  la  bissec- 
trice intérieure  de  l'angle  A.    iMais  ces  trois  cercles 


son 


f  siluès  du  même  côté  de  \\(\  <juc  le  sommet  A, 


(   UG  ) 
Les  cquaLions  du  problème  sont  alors 


(IV) 


/  / —  B  C 

il—  C  A 

•1  2 

/—                   B  A 

c  =  iyJry  -h y  tang x  cot  —■> 


et  l'on  a,  pour  or,  j^î  ^i 


I  cot  I  a'j" 


][ 


C  ~' 
I  —  cot  (  4 3" —  T 


2       1  —  cot 


_^-.(.-cot^)[.-cot(4o"-^)] 
2[i-cot(^45"--jJ 
••.(■-cot|)[i-cot(4^--^)] 

2[l-COt(4>-^)] 

Neuvième j  dixième  et  onzième  solufions.  —  Les  li  ois 

Fig.  5. 
A 


contres  i),  ()\  0"{fi,f^.  ;"))  .w>///  silnrs  sur  les  I)issecl rices 


(  4i7  ) 
intérieures  des  angles  A,  B,  G,  les  cercles  O'  et  O"  étant 
situés  à  l' intérieur  du  triangle  ABC. 
Les  équations  en  .r,  j',  z  sont 


(V) 


El  l'( 


B  C  / 

a  —  y  col h-  z  cot h  i\/ yz, 


A  G  /— 

h  =  X  cot 1-  ^  cot -î  \^xz, 

1  1 

A  B  / — 

c  =  X  cot 1-  y  cot 2  v' ^J'  • 


(,-cot|)(,-cot^) 


2    1-+-  tani 


(5) 


y  = 


r(  1  +  lang 


G 

I  —  cot  — 

4 


1^\ 


A\  /  B 

/•  (  1  -f-  tang  —  i  (  1  —  cot  — 

2(1  —  cot 


(,-cot-) 


Douzième,  treizième  et  (juatorzième  solutions.  — 
Comme  dans  le  cas  précédent,  les  centres  O,  O',  O" 
{fig.  6)  sont  situés  sur  les  bissectrices  intérieures  des 

Fig.  6. 


B  C 

angles  A,  B,   C,   mais  le  cercle  O  est  à  l'inté/ieur  du 
triangle  ABC. 
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(  4.8  ) 
Les  équations  en  .r,  y,  z  sont 


(VI) 


/         B       C     / — 
rt  =  y  col  —  -i-  ^  col 2  V'  y^, 

!  ,       A       G     ,— 

I     0   ^=  X   col h  s  col ■21/^-^1 

2  2 

A       B     /— 

=  X  col i- J'COt 2  v^j'. 


Elles  sont  satisfaites  par 


-S^)(i-tang^) 


(<•) 


o^(^,_j_COl-) 

r= 

'■(■ 

A  \  /                  G  \ 
-+-  col  -7  )  (  '  "~  tang  —  1 

2M  —  lang  y  \ 

,.(, 

^col^)(,-lang^) 

2     )  —  lan< 


Quinzième,  seizième  et  dix-septième  solutions.  — 
Les  deux  cas  qui  vont  suivre  sont  dans  le  genre  de  la 
troisième  et  de  la  sixième  solution,  Le  centre  de  O  étant 
situé  sur  la  bissectrice  intérieure  de  Vaîigle  A,  et  les 
centres  O'  et  O"  (  fig.  'j  )  sur  les  bissectrices  extérieures 
des  an  "les  B  et  G. 

o 

On  a,  dans  ee  cas,  les  équations 

i, —                   B  G 
a  =  ■?.{/  yz  —  ylang Jtang  —  j 
J-             "^2                         ''2 
A                   G 
^...y                   />  =  2/a:j  —  ^  col    —  +Jlang  — , 


/ —  li  A 

=  •>.  yxy  -H  ^  laiig :r  col    — 


(  4i9  ) 
Elles  sont  satisfaites  par 


|'.^eot(45"-|)][,  +  cot(45"-^)] 


%{  l —  cot 


(7)       //  =  '■« 


(i-cot|)[i-^cot(45"-|)] 
)[.-Hcot(45-|)] 


I  —  cot—  )     i-H  col  (  45"  — 
.[,  +  cot(45'-^)] 


Fig.  7. 


Dix-huitième,  dix-neuvième  et  vingtième  solutions. 
—  Ou  a  les  équations 

a^  y  tang \-  z  tang h  2  si  yz-, 

A  G  /— 

.  ,  ,^,  ,  l>  =  X  col    —  —  ;3  tang h  2  vxz, 

1  '2  2 

I  A  B  / — 

I   c  =  a?  cot y  tang H  2  v  .rj^- 


(  4^0  ) 

Les  valeurs  de  x,  y^  z  répondant  à  ce  cas  sont 


[i-cot(45°-|)][.-cot(45°-|)] 


(8)     {y  = 


2(1  —  tang-  I 


tang  y  j     I  —  cotUS"—  ^\ 


ra\  1  —  ta 


[._eot(45^-fj] 
ng^)[.-cot(45"-^)] 


[i-cot(45°-^)J 


Il  est  à  rcinai{]ucr  (jue  1(îs  équations  des  groupes  (I), 
(  II),  (V),  (VI)  reviennent  au  même  et  que  les  valeurs 
(i),  (2),  (5),  (6)  sont  racines  du  système  (I). 

De  même,  les  équations  des  groupes  (III),  (IV),  (VII), 
('VIII)  reviennent  au  même,  et  chacun  d'eux  est  salis- 
fait  par  les  valeurs  (3),  (4),  (7)  et  (8). 


Cas    parlicnlicr    où    /<•    I ridfii^lc    ABC    est    éifuihi- 


3) 


(  42.  ) 

Léi'dL.  —  Ou  trouve  alors  pour  les  rayons  des  cerelcs  O, 
O',  O"  : 

Première  soluLion,  a  ^=^  b  =  c  : 

(i)  x=y  =  z  =  -{s/1~\). 

Deuxième  solution  : 

(2)  ^=j  =  ^  =  ^(v/3h-i). 

4 

Troisième,  quatrième  et  cinquième  solutions  : 
L=  îl^(5  +  3v/}). 

Sixième,  septième  et  huitième  solutions  : 

Neuvième,  dixième  et  onzième  solutions  : 

-(3/3  +  5), 

i2 

(y  =  -=^(/3-.). 
Douzième ,  treizième  et  quatorzième  solutions  : 

[  X  =  —(3^/3  +  5), 

(6) 

|j  =  .=  ^(v/3-m). 


(4) 


l  x  = 

\  i2 

(5) 
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Quinzième,  seizième  et  dix-septième  solutions  : 

(7)  x=y=z=^{x/3  +  i). 
Dix-huitième,  dix-neuvième  et  vingtième  solutions  : 

(8)  :.=r  =  ^'-^(v/3-0. 

Les  huit  solulions  (i),  (2),  (7),  (8),  qui  correspondent 
aux  trois  rayons  égaux,  sont  la  réciproque  de  la  question 
suivante  : 

Trouver  les  côtés  des  huit  triangles  équilatéraux 
formés  par  les  tangentes  communes  extérieures  à  trois 
cercles  égaux  tangents  entre  eux. 


CERTIFICATS  DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  mTÉGRAL 


I.  l>émoîitrer  qu'une  fonction   elliptique  f{u)   aux  pé- 
riodes 3coi,  2t02  peut  être  exprimée  : 

1°  Par  un  quotient  de  fonctions  a; 
a"  Par  la  fonction  t,  et  ses  dérivées; 
3°  Par  les  fonctions  pu  et  p' u. 

Les  fonctions  cf,  Ç  et  p  se  rapportant  au  couple  de  pé- 
riodes 'iWi,  2102. 

II.  On  considère  deux  fonctions  de  x,  u  et  v,  définies  par 
les  équations 


JC^  e-~  sin«.r    , 
f       — — -j^—di, 
0  V- 


^i dz. 


(  4^3  ) 

i"  Faire  voir  qu'elles  satisfont  à  deux  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre,  linéaires,  sans  second  membre. 

■2°  Intégrer  ce  système  d'équations  linéaires  et  en  déduire 
les  valeurs  de  deux  intégrales  définies  u  et  v. 

(Lille,  juillet  1901.) 


On 


Solution. 


du  dv        I 

X  —, h  -; 1 —  u  =  o, 

dx  dx        1 

du  dv         I 

dx  dx        •! 


On  peut  en  déduire  une  équation  en  v  par  l'élimination  de  u. 
Mais  il  est  préférable  de  traiter  le  système  par  le  procédé  de 
d'Alembert.  Enfin,  si  l'on  pose  a  =  X«^,  on  obtient 


d'oîi 


Çkx- 

X  dv           /,  , 

(X     - 

^dv           /,, 

■iX'                I 

x* 


équation   qui   s'intégre   immédiatement.   Gomme  pour  .r  =  o, 
on  a 

u  ^=  o,         X  =  o 


et 

on  posera 
et  l'on  aura 


P  =  r 


X 

= 

:  tan  g 

t, 

u 

= 

p  sin 

f 

—  > 

V 

= 

pcos 

t 

p  étant  défini  par  l'une  des  équations  du  système.  L'intégration 
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s'achève  sans  difficulté.  On  a  enfin  : 

a  =  A  sin  -  v/côs7,  où  A  =  F  (  -  )  > 

2"  Va/ 

t    I 

(^  =  A  cos  -  y/cosf,  »  t  ^=  arc  tanga^. 


f.  Contact  de  deux  courbes  dans  l'espace;  cercle  oscula- 
teur  d'une  courbe  gauche. 

II.   On  considère  l'équation  différentielle 

(i)  47-7"'— >87j'y'-i-i5y"=o, 

dont  le  premier  membre  est,  à  un  facteur  près  o{y),  la 
dérivée  troisième  d'une  certaine  fonction  f  {y). 

1°  Déterminer  la  fonction  f{y)et  en  déduire  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (i); 

2°  Intégrer  directement  l'équation  (i). 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale 

log(i  -^  .r'-) 


X 


(^■-■4-4)- 


dx. 


où  le  signe  log  désigne  un  logarithme  népérien. 

Après  avoir  donné  l'expression  de  l'intégrale  demandée, 
on  en  calculera  la  valeur  numérique  avec  trois  décimales. 

(Toulouse,  juillet  igoi.) 

I.  Conditionpour  que  les  droites  X  =  AZ  -4-  P,  Y  =  BZ  -f-  Q 
aient  une  enveloppe.  Équation  différentielle  des  lignes  de 
courbure. 

II.  Étant  donnés  trois  axes  rectangulaires  Ox^  Oj',  O^, 
on  considère  la  courbe  iV)  définie  par  les  formules 

I    a?  =  sin/, 
(  T)  {    y  T=  sin/  cos/, 

f    z  —  cos^/, 

où  t  désigne  un  angle  variable. 


(  4^5  ) 

1°  Montre/que  la  courbe  (F)  est  tout  entière  située  sur 
une  sphère  (S)  ayant  pour  centre  l'origine  et  qu'elle  se 
projette  suivant  un  cercle  sur  le  plan  y  Oz. 

2°  La  droite  polaire  d'un  point  quelconque  de  (T)  passe 
par  le  point  O  :  soit  P  l'un  des  deux  points  où  la  droite 
polaire  dupoint  M  rencontre  la  sphère  (S)  et^  V angle  des 
rayons  OM  et  OP.   Vérifier  que,  si  l'on  pose 

u  =  sin  t, 


^^       u(u^-3)  .    ^        .   /(-i-u^)' 

cosV  = -y  sinV  =  l/-^ ^— • 

v/8  -  3  a-^  V      »  —  ^  " 

Calculer,  pour  un  point  quelconque  de  (F),  les  coordonnées 
du  centre  de  courbure,  le  rayon  de  courbure,  le  rayon  de 
torsion. 

3"  La  courbe,  lieu  du  point  P,  est  la  courbe  de  torsion 
relative  à  la  courbe  (F).  Montrer  que,  si  l'on  désigne  par  s 
et  z  les  arcs  décrits  sur  la  sphère  (S) par  les  points  M  et  P, 

on  a  toujours 

dW  _d2 
ds        ds 

et  que,  par  suite,  la  différence^  —  -z  reste  constante  quand 
le  point  M  décrit  la  courbe  (F). 

Solution. 

1°  La  courbe  (F)  est  tout  entière  située  sur  la  sphère  et 
sur  le  cylindre  définis  par  les  équations 

c'est  le  coiildiir  A' nna  fenêtre  de  Vwiani. 

il  y  a  un  point  double  au  point  a?  =  o,  jk  =  o,  -=  =^  '  ;  '^  ^  "J"^ 
ayant  pour  sommet  ce  point  et  pour  directrice  la  courbe  (F) 
est  de  révolution  autour  d'un  axe  parallèle  à  Ox\  l'ei^ulile 

=  —  tang« 


y 


donne  l'inteiprétation  yéoniétricjue  du  i)araniètre  t. 

■i."  Fa  ninrbc  (V)  étant   tracée  sur   une  sphère  «le  centre  O. 
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le  plan  normal,  et  par  suite  la  droite  polaire,  passent  constam- 
ment par  le  point  O.  On  a  aisément  les  cosinus  directeurs  de 
cette  droite  polaire  OP  ;  on  en  déduit  les  valeurs  de  cosV  et 
de  sinV.  Si  G  est  la  trace  de  la  droite  polaire  sur  le  plan 
osculateur,  G  est  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  au 
point  M;  ses  coordonnées  se  calculent  en  remarquant  que 

OG  =  cosV. 

Le  rayon  de  courbure  MG  =  sinV;  on  a  une  vérification  en 
se  servant  de  la  formule  connue 


Ou  trouve  pour  le  rayon  de  tors?bn  T 
I  6cos; 


T        8  — Ssin^i 

3°  Gomme  on  connaît  cosV  et  sinV  en  fonction  de  t,  pour 

dW 
avoir  — r-  il  suffit  de  différentier  les  deux  membres  de  la  for- 
dt 

mule  qui  donne  cosV;  on  en  déduit 

dW  6  cos  t  1 


ds        8  —  3  sin^  t        T 

Or  la  courbe  lieu  du  point  P  est  la  courbe  de  torsion 
relative  à  la  courbe  (F);  il  en  résulte 

dW        d-.  ,^, 

— j-  =  -z-  (  V  —  X  =  const.). 

ds        ds 

Ge  résultat  est  évident  géométriquement,  si  l'on  remarque 
que  le  point  P  est  le  point  où  le  grand  cercle  normal  en  M  à 
la  courbe  (T)  touche  son  enveloppe,  de  sorte  que  le  lieu  de  P 
est  la  déveIoj)pée  sphérique  de  (T). 

Remarque.  —  La  condition  pour  que  quatre  points  Mi,  M2, 
M3,  Mi  do  la  courbe  (F)  soient  dans  un  même  plan  est 

A  J    A  2  A  3  A  i  =    1  , 

en  posant 


=  ^^"6(;) 


(  4^7  ) 

et  en  désignant  par  X],  )w,  X3,  X4  les  valeurs  de  X  qui  corres- 
pondent aux  quatre  points  Mj,  Mo,  M3,  Mi- 

III.  L'hyperbole  équilatère  xy  =  i  et  les  droites  x  =  a, 
y  = 'X  (o<a<i)  déterminent  un  triangle  tnixtiligne; 
calculer  l'intégrale  curviligne 

étendue  à  l'arc  d'iiyperbole  formant  l'un  des  côtés  du 
triangle;  calculer  ensuite,  en  la  transformant  en  intégrale 
double,  la  même  intégrale  étendue  au  contour  entier  du 
triangle  parcouru  dans  le  sens  direct. 

Epreuve  pratique.  —  Sur  la  parabole  représentée,  en 
axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  par  l'équation  y'^=  ^x,  on 
considère  les  points  Aj,  Ao,  ...,  A„,  ...,  dont  les  abscisses 

sont  I,  —  )    •  •  •  •> ,   .  •  .  ;    calculer   avec  deux  chiffres 

'   10  io«-'  "" 

décimaux  exacts  la  somme  des  cordes 

OAi  +  OA2  +  . . . -f-  0A„  +  . . .. 

On  fait  tourner  autour  de  la  corde  k^Yi^  de  la  parabole, 
tracée  perpendiculairement  à  O x  par  le  point  d'abscisse  i, 
le  segment  de  la  parabole  compris  entre  cette  corde  et  le 
sommet;  calculer  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  son 
axe  AjBi  du  volume  de  révolution  ainsi  engendré  ;  la 
densité  est  supposée  constante  et  égale  à  l'unité. 

(Nancy,  juillet  1901.) 


SOLUTIONS  DE  OIIESTIO\S  PROPOSÉES. 


909. 

(18C9,  p.  .'.7.) 


Un  ellipsoïde  de  grandeur  donnée  est  tangent  aux  trois 
faces  d'un  angle  trièdre  trirectangle.  Trouver  la  courbe 
qui  limite  la  position  possible  d'un  point  de  contact  sur  une; 
des  faces.  (E.  Lemoine.) 
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SOLUTION 
Par  M.  H.  Laurent. 

Je  développe  l'énoncé  ainsi  qu'il  suit  : 

Un  ellipsoïde  d'axes  donnés  ia,  ib,  ic  est  placé  dans  un 
trièdre  trirectangle;  il  peut  alors  occuper  une  infinité  de  posi- 
tions. On  demande  de  déterminer,  sur  les  faces  du  trièdre,  les 
points  de  contact  possibles  de  l'ellipsoïde,  ou,  plus  exactement, 
le  contour  à  l'intérieur  duquel  l'ellipsoïde  peut  toucher  chaque 
face. 

Soient 

a,  p,  Y  les  cosinus  directeurs  de  l'axe  la  relatifs  aux  arêtes 

du  trièdre  pris  pour  axes  de  coordonnées; 
a',  P',  y'  ceux  de  l'axe  26; 
a",  P",  y"  ceux  de  l'axe  ic, 

ay-  b  y-  c. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  du  centre  de  l'ellipsoïde;  les 
conditions  de  contact  seront 

(   a^  a^  -H  b'  a'2  -;-  c- a"^  =  x-, 

(   a^Y'^-i- 6-y'- ^- c^Y"'^  = -'' 
en  sorte  que,  en  ajoutant, 
(2)  a- -\- b- +  c- =  X'} ->^ y- -k- z'^ , 

équation  du  lieu  du  centre. 

Mais  cette  équation  n'est  l'équation  du  lieu  du  centre  qu'au 
point  de  vue  analytique  ;  en  réalité,  le  centre  de  l'ellipsoïde 
solide,  réel,  ne  pourrait  pas  occuper  effectivement  tous  les 
points  de  la  surface  de  la  sphère  (2),  et  en  particulier,  si 
rt  =  6  =  c,  il  est  évident  que  le  centre  de  l'ellipsoïde  occupera 
une  et  une  seule  position  bien  déterminée. 

Commençons  par  chercher  la  portion  de  la  sphère  (2)  sur 
laquelle  peut  demeurer  le  centre  de  l'ellipsoïde.  A  cet  effet, 
considérons  la  première  des  formules  (i).  Les  a-  doivent  être 
compris  entre  o  et  1.  On  doit  avoir 

a2  'x-  -f-  b-  a'-  -T-  c2  a"-  =  x-, 
y.-  -h       a'2  -)-      a"-  =  i, 
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ce  qui  impose  un  maximum  à  x^,  autre  que  a- +  b- -\- C- .  que 
l'on  déduit  de  (2);  ce  maximum  s'obtient  en  posant 

a^a.  dm  -{-  b'^  a'  dn'  +  c^  a  "  dcL"  =  o, 
a  c?a  -f-      a'  da'  H-      a"  rfa"  =:  o  ; 

d'où  l'on  tire,  par  la  méthode  du  multiplicateur, 

(a^+).)3e  =  o,  (62+X)a'=o,  (c^-h  À)sc"=^  o, 

et,  comme  a,  «',  a"  ne  |ieuvent  être  tous  trois  nuls,  X  doit  être 
égal  à  —  a-,  à  —  6^  ou  à  —  c-  ;  cela  montre  que  x^  doit  être 
compris  entre  a-  et  c^ ;  et  comme  a?  est  (si  l'on  veut)  positif, 
on  \oit  que  x  et,  pour  la  même  raison,  y  et  z  doivent  rester 
compris  entre  a  et  c. 

Le  centre  de  l'ellipsoïde  devra  donc  rester  à  l'intérieur  d'un 
hexagone  sphérique  tracé  sur  la  sphère  (a)  et  dont  les  côtés 
auront  pour  équations,  (2)  d'abord  et 


^  =  a. 

a;  =  c 

r  =  «> 

y  =  c 

s    =  rt, 

z  =^  c. 

A  chaque  point  de  l'intérieur  de  cet  hexagone  correspondra 
un  point  de  contact  sur  chaque  face  du  trièdre;  au  périmètre 
de  l'hexagone  correspondra  sur  chaque  face  du  trièdre  une 
ligne  limitative  du  point  de  contact  de  l'ellipsoïde;  on  peut  se 
borner  à  chercher  celle  de  ces  trois  lignes  située  sur  le  plan 
des  xy.  C'est  ce  que  je  vais  faire. 

Soient  ^",  r{' ,  o  les  coordonnées  du  point  de  contact  de 
l'ellipsoïde,  quand  x^  y,  z  sont  les  coordonnées  du  centre.  Si 
nous  supposons  l'ellipsoïde  rapporté  à  son  centre  et  à  ses  axes, 
son  équation  sera 

X2        V2        Zi 

«^         b-         c- 

Si  l'on  suppose  que 

X  X  +  [ji  Y  H-  V  Z  =  /:>         (  X^  +  (ji2  +  v"^  =  I ) 

soit  un  plan  tangent,  le  point  de  contact  aura  [)()ui-  coordonnées 

a^X  b'^\K  c^v 

\/(i''\'-  -\-  b'-  [A-  -I-  r'^'i^         \/k-  X-  -\-  b'^  [i-  H-  r-  v-         y/a-  X-  +  b-  \x'  4-  c-  v^ 
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ce  qui  exprime  que  les  distances  du  point  de  contact  aux  plans 
principaux  sont  égales  aux  rapports  des  carrés  des  demi-axes 
correspondants,  à  la  distance  du  centre  au  plan  tangent,  mul- 
tipliés respectivement  par  les  cosinus  des  angles  que  la  normale 
fait  avec  ces  demi-axes. 

Appliquant   ce    théorème   au   point  |",    y)",  o,   on    aura,    en 
observant  que  les  équations  des  plans  principaux  sont 

a(X-:r)H-P(Y-7)-Y(Z-0  =  o, 


les  relations 

a(ï"-:r)+P(r/'-j.)-Y3    =±^' 

Pour  déterminer  le  signe  à  adopter,  on  multiplie  par  y,  y'j  7" 
et  l'on  ajoute  ;  on  a 

—  22  =^^^  «2  .^2  ^_  ^2  y'2  _^  ^2  y  2) 

qui,  devant  être  d'accord  avec  la  troisième  équation  (1),  exige 
que  l'on  prenne  le  signe  — ;  donc 

(3)  )  a'(^-r)  -f-ii'(j'-V)-^Y'2  =  ^'> 

a"(:r  -  f)  +  ?"(  J  -  V)  +  ï"--  =  ^'- 

Les  neuf  cosinus  a,  ...,  -("  se  réduisant  à  trois  quantités 
distinctes,  en  les  éliminant  entre  (i)  et  (3),  qui  forment  seu- 
lement cinq  équations  distinctes,  il  restera  deux  équations 
entre  x,  y,  z,  $",  r/'  qui  permettront  de  trouver  l'aire  décrite 
par  ^"j  -fi",  quand  x,  y,  z  décrira  l'hexagone  dont  nous  avons 
parlé. 

Gela  posé,  en  appelant  ^',  o,  Ç'  les  coordonnées  du  point  de 
contact  de  l'ellipsoïde  sur  le  plan  des  xz  et  o,  t),  Ç  les  coor- 
données  du   point    analogue   sur  le   plan   des  yz,    on   aura    le 
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groupe  de  neuf  équations 

^"(  J  —  ■'•/)  +  Y"(^  —  2:  )    +  a"a7  = 


(4) 


a; 

a; 

c^a" 

■ > 

a? 


a(a7  — D  -+-  (i(jK  — V)  +  ï- 


«2  Y 


entre  lesquelles  on  peut  éliminer  les  neuf  cosinus,  ce  qui  donne 
les  relations 


(5) 


.T—  ^        y—r,      z 


^—  —    y  —  '^ 


=  o, 


X—  —    y—T^      -5— !; 


On  obtient  d'autres  relations  en  multipliant  les  trois  pre- 
mières équations  (4)  par  p,  p',  [i"  ou  y,  ï',  y"  ^t  en  ajoutant, 
ce  qui  donne 

x(y  —  -q)  =  rt2a^-H62a'p'H-c2a"p', 
x{z  —  Q   =  rt- «Y  H-  ^2 a' y'  -t-  c- a"  y"  ; 

si  l'on  fait  des  permutations  tournantes,  on  élimine  encore  les 
neuf  cosinus,  et  l'on  a  les  relations  remarquables 

^{y  —  -^i)  =  yi''-  —  i), 

T{z-0    ^-ZiT-^"), 
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ou,  plus  simplement, 

XT,  =y^', 

zX'  =  xX,,        zt\=y'Q, 

équations  qui  se  réduisent  à  celles  de  la  première  colonne 

(G)  a-T,  =  jl',         yX;=z-rl',         ^^"  =  a"^. 

Les  relations  (5),  (6),  quand  :r,  j/,  z  seront  donnés,  per- 
mettront de  calculer  les  six  quantités  ^,  tq,  ïj',  ^',  ^",  ^". 

On  peut  faire  usage  de  (6)  pour  éliminer  r"  et  %'  et,  par 
exemple,  |';  les  formules  (5)  deviennent  alors 


a -2 
a? 

rr 

y  -  r, 

---^ 

Xt\ 

X 

y 

a"- 

^-c 

=  o. 

X 

y     -^5 

«2 

Ces  trois  équations  sont  du  second  degré  en  Ç';  en  élimi- 
nant Ç',  on  a  deux  relations  entre  x,y,  z,  tj  et  ^.  En  y  suppo- 
sant, par  exemple,  x  =  a,  on  aura  l'une  des  équations  du 
contour  limitateur. 

Je  crois  qu'il  serait  dommage  de  pousser  les  calculs  plus 
loin;  ce  serait  détruire  la  belle  symétrie  de  nos  formules.  II 
suffit,  je  crois,  d'avoir  montré  qu'il  est  possible,  par  des  cal- 
culs simples,  faciles  à  effectuer,  d'exprimer  les  coordonnées 
des  contours  limitateurs  en  fonction  d'un  paramètre. 

Il  ne  sera  peut-être  pas  inutile  de  faire  observer  que  de  (6) 
on  tire 


,r't" 


Kl'-n" 


ri   C  i" 


B     =    I) 


ce  qui  exprime  une  propriété  des  tangentes  des  angles  que  les 
rayons  vecteurs  des  points  de  contact  font  avec  les  axes.  Gela 
exprime  aussi  qu'en  considérant  les  plans,  qui  passent  par  les 
symétriques  des  points  de  contact  par  rapport  aux  axes, 
passent  aussi  par  l'origine,  etc. 
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[B12]  [R3] 

CO\FEREi\CE  SLU  LES  i\OTIO\S  DE  CALCIL  GÉOMETUKJIE 
iriLISÉES  Ei\  MÉCANIQUE  ET  E\  PHYSIQIE; 

Par  m.  E.  GARVALLO, 

Examinateur   des    élèves   à    l'Ecole    Polytechnique. 


1.  Introduction.  —  Vous  connaissez  les  vecteurs, 
vous  avez  vu  l'importance  de  celle  nolion  en  Géométrie 
et  en  Mécanique.  D'autres  notions  s'imposent  aussi 
impérieusement  à  la  suite  des  vecteuis  en  Géométrie, 
en  Mécanique,  en  Physique.  Ce  sont  : 

Le  cycle,  ou  surface  douée,  comme  on  va  voir,  de 
direction  et  de  sens.  Il  peut  être  regardé  comme  le  pro- 
duit de  deux  vecteurs,  produit  que  j'afFecte  du  qualifi- 
catif superficiel  pour  le  distinguer  d'autres  espèces  de 
produits. 

Le  JIux,  ou  volume  doué  de  signe.  Il  peut  être 
regaidé  comme  le  produit  d'un  élément  superficiel  par 
un  vecteur,  ou  le  produit  de  trois  vecteurs. 

Je  vais  expliquer  ces  notions,  la  correspondance  qui 
existe  entre  les  cycles  et  les  vecteurs,  déduire  de  cette 
correspondance  les  notions  si  utiles  de  produit  algé- 
brique et  de  produit  vectoriel  de  deux  vecteurs. 

En  outre,  je  vous  donnerai  un  ensemble  de  notations 
et  conventions.  D'une  façon  générale,  j'adopterai  celles 
de  Maxwell,  le  maître  de  la  science  électrique  moderne. 
Toutefois,  pour  alléger  l'écriture  et  soulager  la  mé- 
moiie,  je  porterai   aux  notations  du  maître   les   modi- 

Ann.  de  Matliéniat.,  ^"  série,  l.  II.  (  Oclol)rc  1902.)  28 
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ficatioiis  suivanles  :  Maxwell  atlople  la  notation  d'Ha- 
millon  (qiiatcrnions  )  ptuir  les  produits  de  veeleurs^ 
j'adopterai  la  notation  |)hjs  avantageuse  de  Giassniann. 
Maxwell  adopte  pour  ehaqu(,'  vecteur  cpiatrc*  lettres,  ses 
trois  composantes,  puis  le  vecteur  lui-uiènie,  désigné 
par  une  lettre  gothique;  je  désignerai  le  vecteur  par 
la  même  lettre  qui  sert  à  désigner  aussi  la  première  de 
ses  trois  composantes  :  c'est  ainsi  que  a  désignera  la 
force  magnétique,  comme  la  première  de  ses  trois  com- 
[)Osantes  a,  |j,  v.  Il  n'en  résultera  aucune  confusion 
possible.  En  outre,  (a)  désignera  sa  grandeur  et  (a-) 
son  carré. 

Divers  avantages  résulteront  pour  vous  de  cette  étude  ; 

i"  Sûreté  dans  les  (juestions  de  scmis  et  de  signe,  si 
délicates  en  Mécanique,  en  Physique  et  notamment  en 
Electrodjnamique. 

2"  Simplilicalion  des  écriluies  et  soulagenjcnt  de  la 
mémoire. 

3°  Double  caractère  des  transformations,  qui  seront 
algébriques  par  les  symboles  et  géométriques  par  leur 
signitication.  Elles  oflViront  les  avantages  des  deux  mé- 
thodes, puissance  de  l'Algèbre,  intuition  de  la  Géométrie. 

4"  Piéparation  à  la  lecture  de  Maxwell,  Tait,  Peano, 
et  autres  auteurs  aujourd  hui  nond:)ri'u\,  qui  ont  em- 
ployé le  calcul  géométrique  de  (jiassmann  et  llamiltou 
ou  les  clefs  algébiiques  de  Caucliy. 

!2.  Triédrc  des  coordonnées  Oxyz.  Conveniion  des 
astronomes.  —  Avec  Maxwell,  adoptez  cette  conven- 
tion. Les  lettres  sont  disposées  de  façon  <|u'un  obser- 
vateur placé  suivant  O^  (.A©  •  0'  ^^  ^^^^  ^^'''*  ^'  doive 
faire  tourner  Ox  de  -  en  sens  inverse;  des  aiguilles  d'une 
montre.  c'est-à-dir(î  de  droite  à  gauche,  [)our  lauKMier 
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siirOj'.  Ce  sens  csl  !<;  sens  direcL  des  asiiouoines.  C'est 
le  sens  adopté  en  Géométrie  plane,  en  Trigonométrie. 
C'est  le  sens  contraire  à  celui  des  géomèties,  (pii  ont 


Fig.  I. 


adopté  deux  conventions  contraires,  l'une  pour  la  Géo- 
métrie plane,  l'autre  pour  l'espace,  incohérence  qu'il 
vaut  mieux  éviter  en  adoptant,  avec  JMaxvvell,  la  con- 
vention des  astronomes. 


3.  Vecteurs  et  cycles.  Lear  correspondance.  — Une 
translation,  une  vitesse,  une  vitesse  de  rotation  pré- 
sentent ce  caraclère  commun  de  posséder  une  grandeur, 
une  direction  de  droite,  un  sens.  Toute  entité  présen- 
tant ces  trois  caractères  est  un  vecteur.  De  même  qu'un 
élément  rectiligne  parcouru  dans  un  sens  donné  con- 
duit à  la  notion  de  vecteur,  de  mèiiu'  une  surface  plane 
dont  le  périmètre  est  parcouru  dans  un  sens  donné  de 
rotation  conduit  à  la  notion  correspondante  d(î  cycle, 
doué  aussi  de  grandeur,  direction  de  plan  et  sens  :  l'aire 
de  la  surface,  la  direction  de  son  plan  et  1(;  sens  dans 
lequel  son  périmètre  est  parcouru.  Le  périmètre  ainsi 
doué  de  sens  est  le  circuit  du  cycle.  Le  cycle  n'est  pas 
seulement  doué  des  trois  propriétés,  grandeur,  dir(îction 
et  sens;  il  est  entièiement  caractérisé  par  elles,  connue 
le  vecteur,  car  on  y  (ait  abstraction  d(!  la  position  et  de 
la  ("orme  de  sa  suiCace.  Au  cycle  X  on  peut  faire  corrcs- 
i)onilre  un  vecteur  a  ayant  mcuuî  mesure  que;  l'aiic  A, 
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perpendiculaire  au  plan  de  A  {fig.  2),  et  dans  un  sens 
tel  que,  relativement  à  a,  le  ciieuil  de  A   soit  de  sens 
direct.  Par  ce  procédé,  nous  établissons  entre  éléments 


superiîciels  et  vecteurs  une  correspondance  telle  qu^à 
chaque  élément  superficiel  correspond  un  vecteur,  et 
inversement.  Avec  Grassmann,  désignez  par  |  A  le  vec- 
teur a  correspondant  de  A,  et  par  |  a  le  cycle  A  corres- 
pondant de  a. 

De  même  que  les  résultats  de  la  théorie  des  irièdres 
peuvent  être  appliqués  aux  triangles  spbériques  qui 
leur  correspondent,  de  même  les  résultats  que  vous  con- 
naissez sur  les  vecteurs  s'appliquent  aux  cycles  sans 
qu'il  soit  nécessaire  d'en  faire  une  étude  spéciale.  C'est 
ainsi  que,  pour  faire  l'addition  des  cycles,  on  pourra 
faire  l'addition  des  vecteurs  correspondants  et  prendre 
le  cycle  correspondant  du  vecteur  résultant. 

4.  Mulùplicaiion  des  vecteurs  et  des  cycles.  Flux. 
—  Soient  deux  vecteurs  a,  et  a^  {Jig-  3).  J'appellerai 
produit  superficiel  de  ces  deux  vecteurs  et  je  désignerai 
par  a,  7-2  le  cycle  qu'on  obtient  en  portant  le  vec- 
teur M,M2=  «2  à  la  suite  de  OM,  =  a,,  en  terminant 
le  parallélogramme  ainsi  commencé  et  en  prenant  le 
cycle  de  ce  parallélogramme  dans  le  sens  OJMiMo. 
D'après  nos  conventions,  on  a 
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l.c  \  cclcur 


qui  correspond  à  a,  a^,  est  le  produit  vectoriel  ài^s  deux 
vecteurs  a,  et  a,.  Pour  passer  rapidement  de  la  formule 
vectorielle  (i)  aux  formules  analytiques,  dans  le  système 
de  Descartes,  il  faut  savoir  par  cœur  les  composantes 


Fig.  3. 


-M, 


de  a  en  fonction  des  composantes  de  a,  et  de  7.05  mais 
vous  les  savez  déjà.  En  etï'et,  vous  avez  vu  en  Mécanique 
que  a,a2  correspond  à  l'idée  de  couple  et  [[aja^]  à 
l'idée  de  moment.  Vous  savez  donc  que  les  projections 
du  vecteur  a  sur  les  trois  axes  sont 


(2) 


y-  =  H172  — Yi  P2, 


et  que  ces  valeurs  représentent  aussi  bien  les  valeurs 
algébriques  des  projections  du  cycle  a,  a^  sur  les  trois 
plans  coordonnés. 

Passons  au  produit,  d'un  cycle  et  d'ii/i  vecteur.  Il 
répond  à  l'idée  de  flux.  Quand  un  fluide  possède  une 
vitesse  a,  le  débit  du  fluide  à  travers  un  élément  super- 
ficiel A  est  mesuré  par  le  cylindre  (A,  u),  qui  a  pour 
base  A  et  pour  génératrice  u.  On  fera  connaître  le  sens 
du  débit  (A,  u)  en  le  précédant  d'un  signe,  le  signe  H- 
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si  le  vecteur  a  est  du  même  eôlé  que  le  v eclcur  a  =  1  A, 
le  signe  —  dans  le  cas  contraire.  Le  volume  (A,  u)  ainsi 
précédé  d'un  signe  est  le  flux  du  vecteur  u  à  travers  A. 
Ou  l'appelle  aussi  produit  de  A  et  //  et  on  le  désigne 
indidéreuunent  par  A«  ou  /f  A.  Ou  peut  encore  le  dési- 
gner par  u  I  a,  en  écrivant  |  a  au  lieu  de  A. 

Le  cylindre  (A,  u)  ( Jii^.  4)  »  pour  mesure  le  produit 


de  sa  base  par  sa  hauteur;  or,  la  base  a  même  mesuie 
([ue  a,  et  la  hauteur  est  la  projection  de  u  sur  a.  On 
peut  donc  dii'e  cjue  u\  a  représente;  le  produit  des  deux 
longueurs  //  et  a  par  le  cosinus  de  leur  angle,  expres- 
sion que  vous  avez  rencontiée  en  Mécanicjue  avec  la 
notion  de  travail.  C'est  ce  que  nous  appelk'rous  produit 
al^i'hruiue  des  vecteurs  ii  et  a.  i^a  dernière  définitiou 
étant  symétrique  par  rapport  aux  deux  vecteurs,  on  a 


Enlin,  on  p(;ut  considérer  lélément  superficiel  A 
comme  le  produit  supeiliciel  de  deux  vecteurs  A=:a,ao. 
Le  produit  Az<=  a,  'y.-^u  mérite  alors  le  nom  de  produit 
(ilfiéhrique  des  trois  'vecteurs  a,,  ao  et  u. 

D'après  nos  définitions,  ce  produit  change  de  signe 
(juand  ou  intervertit  l'ordre  de  deux  des  facteui'S  vecto- 
riels. Il  est  positif  (juand  les  facteurs  ai,  ao,  a  sont 
disposés  comme  les  axes  Ox,  Oy,  Oc  du  trièdre  de 
référence.   Il  convient  de  savoir  par  c(eur  l'expression 
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du  flux  eu  foMCliou  des  composantes  des  vecteurs  qui  le 

déliuissent. 

Soient  a,  ^i,  y,  puis  »,  v,  iv  les  composantes  des  vec- 
teurs a  et  a,  ou  sait  que  le  produit  de  leurs  longueurs 
par  le  cosinus  de  leur  angle  a  pour  valeur  ua  +  <' ,^  +  «^7, 
on  a  donc 


(3) 


u\aL  =  uot  +  v'^  -+-  »'Y. 


Si,  dans  cette  formule,  je  remplace   \y.  par  a,  a„  on 
aura  l'expression  de  «a,ao,  savoir  : 

Dans    !e   second    membre   on  reconnaît   le  dévelop- 
pement du  déterminant 

a       f      < 


a  ai  a-i  = 


ai      t^i     71 

a-2        '^-2       7-i 


résultat  égalen..ent  connu  pour  représenter  le  volume  du 
parallélipipède. 

Seuleuicnt,  la  question  de  signe  méritait  d  être  reprise 
ici  au  point  de  vue  de  notre  définition  du  tlux. 

5.  Cycles  gauches.  -  J'ai  considéré  seulement  des 
cycles  plans  ;  mais  la  notion  s'étend  aux  figures  gauches. 
Ainsi  :  prenez  une  surface  quelconque  li.nitée  par  un 
circuit  gauche  C;  décomposez-la  eu  éléments  superfi- 
ciels, tels  que  dh,  par  un  réseau  de  courbes  tracées 
sur  la  surface.  Chacun  d'eux  définit  un  cycle  élémen- 
taire ^A  de  sens  déterminé  par  le  circuit  C.  La  résul- 
tante de  tous  ces  cycles  est,  par  défmiUon,  le  cycle 
liuiilé  par  le  circuit  C.  Ce  cycle  résultant  ne  dépend 
d'ailleurs  pas  de  lu  surface  S  limitée   par   le  circuit  C, 
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mais  il  est  enlicreinent  déterminé  par  le  circuit  seul; 
pourvu  que  celui-ci  ne  change  pas,  vous  pouvez  changer 
arbitrairement  la  surface  S  sans  changer  le  cvcle  résul- 
tant (/^.  5). 

Cette  propriété,  vous  la  connaissez  déjà.  En  eilét, 
elle  résulte  de  ce  que  la  notion  de  cycle  contient  celle 
de  couple  et  de  la  façon  que  voici  :  le  circuit  C  repré- 

Fig.  5. 


seule  \\n  ensemble  de  foi'(;es  élémentaires  représentées 
chacune  par  un  élément  de  la  courbe  C.  Ce  système  de 
forces  peut  être  remplacé  par  le  système  des  couples  que 
représentent  les  circuits  élémentaires  ^A,  car,  les  forces 
des  couples  élémentaires  se  détruisant  deux  à  deux  sur 
les  côtés  communs,  il  ne  reste  que  les  forces  du  cir- 
cuit C. 

Par  le  principe  de  correspondance,  cette  propriété 
est  équivalente  à  cette  autre  propriété  également  bien 
connue  et  qu'on  rencontre  en  Hydrostatique  :  Si  la 
pression  est  uniforme,  la  résultante  des  pressions  sur 
une  surface  limitée  par  une  courbe  C  est  indépen- 
dante de  la  surface  et  dépend  seulement  de  la  courbe, 
ou  encore  :  la  résultante  des  pressions  sur  la  surface 
totale  d'un  solide  est  nulle. 


6.    /Règles  de  calcul  relatives  à   la  multiplication 
des  vecteurs.  —   Une  propriété  fondamentale  des  for- 
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nulles  (■a),  (3),  (4)  est  d'ùlre  linéaire  par  l'apporl  aux. 
trois  composantes  de  chaque  vecteur.  11  en  résulte  (pie  la 
multiplication  des  vecteurs  jouit  de  la  propriété  dite 
distrihutive  :  c'est  cette  propriété  par  laquelle  le  pro- 
duit d'une  somme  par  une  grandeur  s'obtient  en  multi- 
pliant chaque  partie  de  la  somme  et  eu  ajoutant  les 
produits  partiels;  ainsi,  par  exemple, 

(  a  -+-  a')  1  «  ==  a  1  «  -+-  a'  1  «. 

Vous  pourrez  appliquer  cette  règle  fondamentale  et 
toutes  celles  qui  en  découlent. 

Vous  aurez  souvent  à  appliquer  une  propriété  plus 
particulière,  relative  au  vecteur 

c'est-à-dire  j[aa3]  eu  posant 


La  première  des  composantes  du  vecteur  considéré  est 

PY3  —  ï?3  =  P  (  «1  ^^2  —  !^i  ^2  )  —  7 1  Yi  a.  —  ai  y.  ) 

=  ai(ax2+  P132+ YY2^  — a.(ax,+  fipi-^YTi)- 

On  en  conclut  la  formule  vectorielle 

(5)  [  [ail  aia.j]  =  ai.alaj— a2-a|ai. 

En  particulier,  si  l'on  remplace  a,  par  a  et  a^  par  //, 

(G)     |[a|fa«j]  =a.ah<  — (2c2).«       avec       (a2)  =  a^-;- jB^-i-y^. 

7.  Extension  des  notations  aux  symboles  différen- 
tiels. —  Vous  aurez  à  considérer,  par  exemple,  l'exprès- 
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du           dv          dw      w^  ,     ,      ,.  .  ,  -, 

siou    -; i — -. 1 5— •   iMi  ^eneralisaiil  la  notaliou  de  la 

dx         dy  dz  ^ 

foriiiulL'  (3),  vous  pourrez  l'éciiie  —\ii.  De  même  de 
toules  les  foiinules  où  les  composantes  a,  S,  v  d'un  vec- 
teur sont  leiiiplacées  par  les  symboles  -,- ,  -r-y  -r-'  C'est 

'  '■  -  dx     dy     dz 

ainsi  cpie  vous  pouvez  considérer  les  vecteurs      -^  m    , 
et  (jue,  en  appliquant  à  ce  dernier 


pu 


d 
TU' 


^."] 


la  formuK;  (6),  vous  aurez 


— I  r  —  . 

dx  I  I  dx 


d      d_ 
dx    dx 


d'- 
dx- 


Le  second  membre  représente,  d'après  nos  conven- 
tions, un  vect(uir(jui  a  pour  composantes 

\f/.r-         dy-        dz- 


dx 


^      dy 

\dx-i 

d-^          d^  \ 

dO 
^=    dz 

\dxi 

d^              di    \ 

dy'-        dz'-  ) 

0 


du 


dv 


dx        dy 


div 


8.  Conclusions.  —  \  ous  avez  appris  la  notion  de 
cycle  correspondant  à  celle  de  vecteur,  puis  la  multipli- 
cation des  vecteurs  qui  renferme  les  notions  de  couple, 
de  moment,  de  ii-avail,  de  flux.  Vous  avez  un  système  de 
conventions  d'après  INlaxweli,  de  notations  d'après  ]Max- 
well  et  Grassmann.  Les  notations  s'étendent  aux  sym- 
boles dilTérenliels  -;- ,  -y-,  -^  • 
(IX     dy     dz 

Cet  ensemble  constitue  un  matériel  de  travail   pré- 
cieux en  l^bysique  mathématique. 
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[J4] 
Slll  li\  PUOBLÉUE  DE  SlBSTITl  FIONS  ÉTUDIÉ  PAU  MONGE; 

Pau  m.  le  ueltena>t  A.  BIENAYMÉ. 


Moiige  a  préseiilé  à  rAcadéiuie  des  Sciences  une  Note 
sur  un  tour  de  cartes,  insérée  clans  les  Mémoires  des 
Savants  étrangers  (l,.  Vil,  1773);  ce  lour  repose  sur 
la  façon  suivante  de  mêler  les  caries. 

Soit  n  un  nombre  pair  de  cartes,  rangées  dans  l'ordre 

(1)  1,     i,     3,     ...,     n\ 

on  prend  la  première,  on  place  la  deuxième  au-dessus,^ 
la  troisième  au-dessous,  la  (juatriènie  au-dessus,  et  ainsi 
de  suite-,  on  obtient  ainsi  la  suite 


«  —  i. 


(2)       «,     n  —  •->.,     «—1,      •••5     '^1      ^     ^'     ^'      • 

On  observe  que  certaines  cartes  peuvent  conserver 
leur  place  primitive,  ou  <|ue  plusieurs  permutent  de 
rang  entre  elles;  par  exempb-,  pour  «  =  10,  les  suites  (1) 
et  (2)  sont  les  suivantes  : 

I,     9,,     3,     4,     "',     *■'>     7>     ^'     î)'     "^' 
10,     8,     (i,     4,     '-i,     ''     3,      J,     1,       9- 

La  substitution  qui  permet  de  passer  de  la  première 
à  la  deuxième  est  le  produit  des  substitutions  circu- 
laires 

(i,  10,  c),  7,  3,  ('))  (•.'.,  8,  ■))  (:i.). 

On  voit  que,  si  l'on  sounu;t  à  celte  substitution  la 
a''""^^  suite,  puis  la  a'-""^'  suite  qui  en  résultera,  cl  ainsi 
de  suite,  le  terme  4  restera  toujcmrs  inaltéré,  les 
termes  2,  8,  5  se  reproduiront  a[)rès  trois  opérations,  et 
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les  autres  après  six  opérations.  Après  six  opéralions, 
ou  retombera  évidemment  sur  la  suite  initiale. 

Dans  sa  Note,  Moiii^e  traite  particulièrement  des  con- 
ditions que  doit  l'emplir  le  nombre  pair  n  pour  qu'une 
carte  reste  à  la  même  place,  ou  pour  que  2,  3,  4  o'i 
5  cartes  peimuleiit  entre  elles,  et,  dans  ces  divers  cas, 
il  calcule  le  rang  des  cartes  singulières  en  fonction  de  n. 

Nous  nous  proposons  ici  de  déterminer  le  nombre 
d'opérations  au  bout  desquelles  une  carte  quelconque 
se  reproduit,  et  d'en  déduire  celui  au  bout  desquelles  se 
reproduit  la  suite  initiale  tout  entière.  Mais,  aupara- 
vant, nous  allons  étendre  le  problème  au  cas  où  n  est 
impair. 

Si,  en  eiiet,  dans  ce  cas,  nous  plaçons  la  deuxième 
carte  au-dessous  de  la  première,  puis  la  troisième  au- 
dessus,  et  ainsi  de  suite,  nous  passerons  de  la  suite 

(i)  I,     2,     3,     ...,     « 

à  la  suite 

(2')     //,     n—).,     n—\,      ...,      T,     -2,     4,      ...,      n—\. 
Une   même  représentation  géométrique  (')  va  nous 


permettre  de  passer  de  la  suite  (1)  à  la  suite  (2)  ou  à  la 


(')  Ol  exposé  nous  a  été  indiqué  par  M.  Duporcq,  ainsi  que  l'ex- 
tension du  problème  au  cas  nii  n  csl  impair. 
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suite  (2'),  suivant  la  parité  de  ;/.  Considérons  un  poly- 
gone régulier  de  7.n-\-i  côtés  (convexe  ou  étoile),  et 
numérotons  ses  sommets  successifs 

co,     n,     n  —  I,     «  —  2,     ...,      I,      I,     ?,     3,      ...,     n  —  i,     n. 

A  chaque  sommet  de  ce  polygone,  a,  par  exemple, 
substituons  le  sommet  3  tel  que  l'arc  0:)  |j  soit  double  de 
l'arc  (oa.  Aux  sommets  numérotés 

(i)  ',     '■*,     3 n 

nous  substituerons  ainsi  les  sommets  numérotés 

(  9.  )       7?,     i>  —  2,     n  —  4,      •  •  •  j     -'î      '  7     '^1     •  •  •  '     '^  —  ' 

si  n  est  pair,  ou  bien 

C?,')      rt,     «  —  •>-,     «  —  4,     •••:     '1     *i     i'     •••'     "  — ï 

si  «  est  impair. 

On  déduit  de  là  que,  si  l'on  répète  h  fois  cette  opéra- 
tion, au  nombre/^  se  substituera  le  nombre /^a,  inférieur 
ou  égal  à  /ï,  défini  par  l'égalité 

(n  -h  p)  7.''  =  nniU.  (  2/t  -f-i)  ±  (n-hpk). 

On  aura  dont; 

T'A  =  P 
si 

(a)  (n-^p)('i''±i)  —  muh.Ci/i  -\-\}, 

et  le  plus  petit  exposant  k  satisfaisant  à  cette  condition 
représentera  le  nombre  d'opérations  nécessaires  pour 
que  la  p''""^  carte  reprenne  sa  place. 

On  voit  que,  si  n -h  p  al  2/1  +  1  sont  premiers  entre 
eux,  ce  qui  a  lieu,  en  particulier,  pour  />  =  1,  il  faudra 
que 
(h)  2/ ±  1  —  Ynult.  (•>./<-+- i). 
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Le  nombre  ainsi  défini  satisfera  nécessairement  à 
J'égalilé  (rt),  et  l'on  voit  donc  que  : 

Lorsque  la  première  carte  reprendra  sa  place,  il  en 
sera  de  même  de  tontes;  ce  résultat  sera  atteint  au 
bout  de  k  opérations,  k  étant  l'exposant  de  la  plus 
petite  puissance  de  2,  qui  diffère  d^ine  unité  d'un 
multiple  de  in  -\-  \ . 

Remarque.  —  Si  'in-\-\  est  premier,  toutes  les  cartes 
se  reproduiront  au  bout  du  même  nombie  A"  d'opéra- 
lions;  chacune  d'elles  appartiendra  donc  à  une  permu- 
tation circulaire  compienant  A  termes,  et  par  suite 
le  nondjre  îi  sera  divisible  pai-  A;  par  suite,  l'un  des 
deux  nombres  2"dz  i  sera  divisible  par  2"+!,  et  par 
conséquent  aussi  leur  produit  2^"  —  1  :  c'est  un  cas 
j)articulier  du  théorème  de  Fermât. 
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GÉ\ÉRALISATIO\  DU  THÉORÈME  DE  TISSOT; 

Par  m.  Maurice  FRÉGHET, 

Élève  de  l'Ecole  Normale  supérieure. 


Tur-ORiiME.  —  Etant  donnée  une  correspondance 
PONCTUKLLE  quelconque  entre  trois  surfcœes  S,,  So,  S;,, 
il  existe  kn  gk.néiial  quatre  couples  de  familles  de 
courbes  sur  Si  telles  que  les  angles  sons  lesquels  se 
coupent  deux  courbes  dun  même  couple  soient  con- 
servés dans  la  correspondance. 

En  edet,  nous  supposons  la  eoriespoiidancc  IcîIIcî 
(pi'on  puisse  exprimer  les  cooi  d()nné(\s   de   trois  points 
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coriTspoiidauls   M)    sur  S|,  Ï\L.   siii'   Sj,    M;!   sur  S^   an 

moyeu  des  deux  mêmes  |).u;imèlres  «,  r.    Soieut  alors 

,1  1  1     fin 

m^^  in ^  ;  /z/^,  ///.,;  ///;i,  ///.j  ;  //,  //    les  valeurs  de  -y-  pour 

les  langeules  isotropes  à  S,  et  M,,  les  transformées  des 
tangentes  isotropes  à  Sj  en  Ma  et  à  S»  en  INI;,,  et  pour 
les  tangentes  M,  T,,  AI,  T', ,  à  deux  eoiubes  de  S,  passant 
en  M,.  Soient,  de  plus,  V,,  Vo,  V.t  les  angles  de  lM,T,, 
M)T',  et  des  tangentes  aux  eourbes  coi'respondautes. 
On  aura  : 

^2'  V,  =:   (  /)l^^    1,1  ^  ^    ,1,   /i'), 
g2/ V-:  —  (  „f^^  „j'^^  ,j^  II'  )^ 

e'-'^3  =  '  III  i,  "3,  U.  It'  )■ 

On  peut  eonsidérer  7//|,  ni'^:  Jiio,  in[-,  ///j,  ni.^;  n^  u' 
comme  laeines  des  équations  respectives  : 

x'^  —  2  p/iX  +  qi  =  o         (7i  =  I ,  '2,  ;{  ),  372  —  -2  a  -h  [i  =  o. 

En  posant 

on  aura 

(i)    e2,\i=__^ : ;='+; ^ 7 T^,  • 

On   aura   alors   les  courbes  cliercliées   par  les   équa- 
tions 

qui  deviennent,  en  t(!uant  cotupte  de  (1), 

\  r\  —  i'i  r\  —  r3 

\  ■       \/-2  /'l  /•.•(—  Il 

/•i  l'î 
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De  (2)  on  Lire  une  valeur  île  a,  et  en  portant  dans  (3)  ou 
en  lire  une  valeur  de  y-,  donc  de  jS  =  a-  —  v-. 

D'ailleurs,  il  n'y  a  que  quatre  combinaisons  de  signes 
des  quantités  l'i  donnant  des  systèmes  différents  de  va- 
leurs pour  a  et  |j,  car  on  obtient  les  mêmes  expressions 
de  a  et  (p  en  rliaiigeant  de  signe  tous  les  ;•/.  A  chaque 
combinaison  (;orresj)ond  un  seul  couple  de  tangentes, 
ce  qui  démontre  le  théorème. 

Il  y  aura  une  infinité  de  couples  de  familles  satis- 
faisant aux  conditions  dans  le  seul  cas  où  la  correspon- 
dance serait  une  représentation  géographique  de  l'une 
des  surfaces  sur  l'une  au  moins  des  deux  autres. 


AITLICATIOX  Al\  FO\'CTIO,\S  CIRCILAIRES  ET  AUX  FONC- 
TIONS ELLIPTlQUIiS  0  L\E  MÉTHODE  GÉNÉRALE  DE  DÉTER- 
MIXATIOX  DES  FONCTIONS  DONT  ON  DONNE  LE  GROUPE 
DES  SUBSTITUTIONS; 

Par  m.  K.  IAGGI. 


Nous  avons  démontré  (')  que  les  fonctions  qui  ad- 
mettent les  substitutions  d'un  groupe  donné,  et  seule- 
ment celles-là,  sont  les  intégrales  de  léqualiou  diffé- 
rentielle 

^'  V\x)  ?'-^[x)  'f>{a-)  *i(.r)        ^  " 


(  '  )  Détermination  des  fonctions  qui  admettent  les  substitutions 
d'un  groupe  quelconque  donne,  et  seulement  ces  substitutions-là 
{Nouvelles  Annales,  août  190:!,  p.  o(iS). 
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<I>  el  W  éiaiil  les  fonctions  délenninées  par  les  formules 


(2) 


(3) 


n 


où  les/?,  sont  les  périodes  du  groupe 

pi(x)  —  5,(ar)  —a-, 

et  les  quantités  A/,  A'/,  ..  ,,  des  fonctions  de  x  qui 
rendent  convergentes  les  séries  indiquées  dans  ces 
formules. 

Ces  fonctions  F(x)  peuvent  aussi  être  déterminées 
comme  quotients  de  fonctions  entières  Q{x),  qui  sont 
les  fonctions  à  niullipîicateur  du  groupe,  et  sont  les 
intégrales  de  l'équation 

(4)  ^e"— <ï>'e'-h(*"— <ï>w)0  =  o. 

Le  multiplicateur  (i  de  ces  fonctions  0  est  donné,  au 
signe  près,  par  la  formule 


(5) 


où  s[x)  est  la  substitution  considérée  du  groupe. 

La  Note  présente  a  pour  Init  de  faire  l'application  de 
notre  tliéorie  anx  fonctions  circulaires  et  aux  fonctions 
elliptiques. 

1.  Considérons  d'abord  le  group»;  des  substitutions 
de  tango: 

Sn{x)  ~  n-!z  -{-  X         ( «  =  ±  1 ,  ±:  •>.,  .  . .  ). 
Ann.  de  Mathémat..   Y  série,  l.   11.  (0<-l()lirc  190^.)  ''-Q 
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Les  périodes  sont. 


pn  =  n-. 


La  somme   7  —  est  convergente  si  on  récrit 

n 
V(   —   H î—  )  («  =  I,   2,   3,    ...), 


.P,i         P-n 
n 

et  se  réduit  à  zéro.  Il  s'ensuit 


S  f— 

^J   P    =  const. 


4>(j?)  =  e 
La  souime  ^  ^^  est  convergente  : 

n  n  n' 

(n  =  ii=  I,  =h  2,  . . .;  7i'=  I,  2,  3,  . . .). 
On  a  donc 

4   *^         ^/>?, 


"-  —  -Sa  — 


L'équation  aux  fonctions  0  est,  par  suite, 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  est 

0  =  X  si  1137  -h  [ji  cosar. 

Les  fonctions  périodiques  du  groupe  donné  sont  donc 
X  sin:r  -(-  [jl  cosa;        X  tanga:  -4-  [jl 


F(^) 


Y  siii^ -h  p  cosj'         Ytanga'-Hp 


où  X,  a,  V,  p  sont  des  constantes  arbitraires. 

Le  multiplicateur  0  des  fonctions  (■)  est  donné  par  la 
formule  (5) 

■      '  \    <l>  (  X  )  dx 
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et  l'on  voit  d'autre  part  que,  lorsque  îi  est  pair  dans  5^, 
0  =  H-  I ,  et  lorsque  ri  est  impair,  0  =  —  i . 

2.   Considérons  maintenant  le  groupe  des  substitu- 
tions de  la  fonction  s\nx 

Snix)   r=  -in-  -\-  X  (rt    =±  I,  d=  2,    .  .  .), 

s„,  (  a: )  =  (  2  /«  -I-  I  ) Ti  —  T         (  m  =  o,  ±  I ,  ±  2,   . .  .  ). 

Les  péiiocies  sont 

Pm=  i'iin  -1-  I ) ~  —  2  X. 

La  somme  \^  -  se  décompose  en  deux  séries  :  l'une, 
2, — '  est  nulle,  ainsi  qu'on  le  voit  en  associant  deux  à 

^^  Pu 

deux  les  termes  éeaux  et  de  signes  contraires  — ■>  ; 

^  ^  Pi      P-n 

l'autre,  \  — ,  est  convergente,  pourvu  que  l'on  associe 

deux  à    deux  les  termes  dans  lesquels   iJii -\- \    a  des 
valeurs  égales  et  de  signes  contraires. 

Nous  pouvons  donc  écrire,  sous  cette  condition, 


rf.r 


l2/«  +  l|7t  — 2.r 

(2m4-i=±i,±3,  ±::k...), 
et,  par  conséquent, 

<ï>(:r)  =  xTT  ['--7 ^'      _..,]  =Xcos; 

{nm' -\-  1  =  1,3.5,  .  . .), 
où  )-  est  une  constante  arbitraire. 


(  452  ) 
D  autre  part,  V  ~  est  convergente 

jLdp^      j^pl      -^Phi 

Il  m 

n  n  "' 

(/i  =  ii=  I,  lir  2,  ±  3,   .  .  .;   n'  =  i,  2,  3,  .  .  .), 


1  I     d^    p  I 

J,  cosa- 


On  a  donc 

3  «ï>'2         x^    I         3  /  I  I       \ 

4  *2  ^  /)î  4  '^  \    12  iCOS^a?/ 

et,  par  suite, 

<i>"  —  <ï>T  =  o. 

On  est  averti,  par  cette  identité  ('),  que  parmi  les 
fonctions  périodiques  du  groupe  il  j  en  a  qui  sont 
entières  ;  mais  poursuivons  la  recherche  des  fonctions  6  : 
l'équation  en  0  est  alors 

<î>e"—  ^'%'=  o, 
ou 

cosj"6"-l-  sina;6'  =  o. 

Son  intégrale  générale  est 

et  les  fonctions  périodiques  du  groupe  sont  données  par 
la  formule 

Y  sina:  -i-  p 

où  A,  ;j.,  V,  p  sont  arbitraires  ;  ou  voit  que  les  fonctions  H 

(  '  )  I.oc.  cil. 


(  453  ) 
sont  elles-mêmes,  ainsi  que  cela  devait  être  [loc.  cit..), 
les  fonctions  périodiques   entières  du   groupe.    Leur 
multiplicateur,  qui  est  ««^  est  d'ailleurs  donné,  au  signe 
près,  par  la  formule  (5). 

Sachant  qu'il  existe  des  fonctions  entières  du  groupe, 
on  peut,  comme  nous  l'avons  vu  (loc.  ct7.),  former 
directement  ces  fondions  par  la  formule  suivante,  sans 
passer  par  l'équation  en  0  : 

F{x)  —je         J    P  dx=  j  <P  dx  =  1  sina^-l-  (Ji. 
Pour  obtenir  \^- — ■  sous  forme  de  série  convergente, 

■^^  Pm 

nous  avons  rangé  les  termes  —  dans  un  certain  ordre; 

on  peut  remplacer  celte  somme  par  une  série  abso- 
lument convergente  en  introduisant  certaines  quan- 
tités A„j,  comme  l'indiquent  les  formules  générales  (2) 
et  (3).  Nous  prendrons 


{■ini  H-i j -rr 

et 

nous 

aurons 
<ï>  =  e  "" 

1                       1 

W+llTt         (.27rt  +  l)Tt- 

-2.r, 

-'^K 

X               \ 

\      P 

(  2  /?!  -1-  I  )  - 

Y 

(■2m-+-i  =  ±  I,  dr  3,  ±  5,   ...), 
et,  par  suite,  comme  précédemment, 
<ï>  =  X  cosa:-. 

Quant  à  la  série  7_^~2'  *^'^'*^  ^^^  absolument  conver- 
gente. Nous  sommes  donc  conduits  ainsi  aux  mêmes 
fonctions  <I>,  y  cl  W  (|uc  précédemment. 


(  454  ) 
Le  cas  du  groupe  de  la  fonction  cosx  se  traiterait  de 
la  même  manière  que  le  précédent;  on  peut  d'ailleurs 
passer  du  cas  de  sinjc  au  cas  de  cosx  en  changeant  x 


3.  Considérons  maintenant  le  cas  des  fonctions  ellip- 
tiques. Soit  d'abord  le  groupe  des  substitutions  de  la 
fonction  pu 

s  =^  iniu)  +  ■2n(jj'  ±  a         (m,  n^=o,zizi,±2,  ...), 

où  10  et  co'  sont  des  nombres  quelconques  dont  le  rapport 
est  imaginaire. 

Les  périodes  sont  de  deux  sortes  : 

J),„,n  =  ■^-  "'  t'^  H-  2  «  co', 

-,f,^,l  =  2  m  OJ  -4-  2  n  Oj'  —  2  H. 

La  somme  des  inverses  des  périodes  n'est  pas  une 
série  absolument  convergente.  Notre  formule  générale 
de  $  nous  donne 

^      '        '  '  ^      '  2  /i 


i=i:(-.-^)-2( 


m ,  n 

P  "' ,  Il 
rn,n 


Dans  ~m,n  on  peut  annuler  à  la  fois  ni  et  «,  ce  qu'on 
ne  peut  faire  dans  pm,n  î  faisant  donc  sortir  du  signe  ^ 
le  terme  en  ~,„^n  dans  lequel  m  ^  n  ^=  o,  nous  écrirons 

,ïr  = '~7,  {■■f-à,,,,,,^ ; , )> 

•p  U  ^^    \  ni  M  -r-  lltM  /n  0)  -f-  /i  W   Il  J 

in,n 

où  les  quantités  ihm.n  doivent  rendre  conveigente  la 
série  indiquée. 
Nous  prendrons 

2  n 

■i '',„.„  — -, — ,» 

//*  OJ  -+-  /*  (0  m  0)  H-  n  tu 


(  455  ) 
et  nous  aurons,  en  intégrant, 


mio  -\-  n M 


OÙ  ).  est  une  constante  arbitraire. 

Formons  maintenant  W  par  notre  formule  générale 


3  *' 

4  *^     '    -^V         Pi 


...^.s^Av-i,   ; 


nous  avons  l'expression 
3  <ï>'2       .  VV/ î ^ ") ^^ 

où  nous  avons  fait  sortir  du  signe  ^  le  ternie  ^  afin 
de  ne  conserver  sous  ce  signe  que  des  termes  où  m  et  n 
ne  s'annulent  pas  à  la  fois.  A-,„,„  doit  être  tel  que  la  série 
indiquée  soit  absolument  convergente.  Nous  prendrons 

■2 

" in.n  ^^ 


et  nous  aurons 


3  <î.'2     3r     I  _^v7         I l ^l=-ï 

et,  par  conséquent, 

<ï>"—  ^vf  —  — -• 

4 

Cette  expression  n'étant  pas  identiquement  nulle,  il 
n'y  a  pas  de  fondions  entières  du  groupe  (  '  ).  L'équa- 

(•)  En  examinant  tous  les  cas  possibles  de  substitutions  de  la 
forme  ma -\- nb ->r  x ,  ma  +  n?-.r,  on  reconnaît  que  *"- a>^- 
n'est  jamais  nulle,  ce  qui  montre  qu'il  n'existe  pas  de  fonction 
doublement  périodique  qui  soit  entière  et  constitue  ainsi  une  nou- 
velle démonstration  d'uii  théorème  bien  connu.  Notre  méthode 
permet  aussi  de  voir  .luii  n'existe  pas  de  fonction  qui  n'ait  queAt% 
substitutions  de  la  forme  ma  ^  ni)  +  x  et  que  toute  fonction  dou- 
blement prriodiqup  a   des  substitutions  de  la  forme  ma  +  nb  —  x. 


(  456  ) 
lion  aux  fonctions  à  nuilliplicateur  est 


<i>0"—  *'e'—  -*"e  =  o. 


La  formule  que  nous  avons  trouvée  pour  $  peut  être 
transformée  par  des  procédés  trop  connus  pour  cju'il 
soit  utile  d'v  insister,  et  l'on  arrive  directement  aux 
formules 


2T. 

2-/;  I  —  CJ-"  COS  U  -+-  g*" 


4>  =  Àp  w  "■   sin  "  '^  1  T — (n  =  1,  2,  .  .  .), 

n 

<ï>  =  Ae"       sin  —ni   I  ^^^ ^e-2vTO  I   I  L ^e^vTti 


^  =  gt 


'  2W    (    6  ^  (I  —  tf2«)2 


et  l'une  quelconque  des  trois  formules  de  <î>  permet  de 
démontrer  que 

<!>(«  -I-  ao)')  —  e8')'(«+w''<ï>(a), 

OÙ 

,    -i 

les  signes  +  et  —  coirespondant  lespectivement   aux 
cas  où  mod^  est  inférieur  ou  supérieur  ta  l'unité. 
On  en  déduit 

Le  multiplicateur  des  fonctions  (-)  du  groupe  est  donc, 
au  signe  près, 

0(..  ■■     '/*("^)^* 


)dii 


(  4^7  ) 

ou 

0(2moj  -h  ■2na>'±  ii,  a)  =  e(2/«r,+2«r,'  (2/«a)+2«w'±2«i. 

Rappelons  que,  pour  former  l'équalion  en  6,  nous 
nous  sommes  servi  dans  une  Note  précédente  (^Loc.  cit..) 
de  la  relation 

où  0,    et   02   sont   deux  fonctions    0    ijaelconques   du 
groupe  et  ^  une  constante  arbitraire. 
Si  nous  remarquons  maintenant  que 

et  que,  puisque 

:;'^  u 
pu  =  ea-+-  ^  (3:  =  i,  2,  3), 

les  quatre  fonctions  d-u,  3'a,p,y  li  sont  des  fonctions  à 
multiplicateur  du  groupe,  la  relation  précédente,  où 
l'on  fait  0|=  d-u^  00=  ^lu,  deviendra 

=  aXfJL  j  z<  j'a«  3'p?<  j'y  M, 

ou 

relation  connue,  où  ).a  est  un  facteur  constant.  En  par- 
ticulier, si  a  =  3,  on  a  X[j.  ==  I . 

On  peut  vérifier  de  la  manière  suivante  (|ue  les  quatre 
fonctions  d'-u^  ^a,fi,y"  sont  des  solutions  de  l'équation 
en0. 

On  a 

4>'  (i'{'iu) 


*  tf  (  '2  a  ) 


=  2^(2  a), 


^  =  ^  +  4!;'(2«)-4î;n2a)-p(>.«), 

et  l'équation  prend  la  forme 

(6)  —  —  2r(2«)-^   -^-C2(2«)  —  P(2  «)=-"• 


(  458  ) 
Faisons  d'abord  0  =  3*-  «  ; 


e'       tf'  Il 

0" 

—  o  

=  i'C,u, 

e          Ca 

e 

—  =  4;^w  — ipM. 


Le  premier  membre  prend  la  forme  suivante  : 

et  l'on  peut  vérifier  directement  que  cette  expression 
est  nulle  :  il  s'ensuit  que  d'-u  est  une  solution.  Pour 
vérifier  que  d\u  est  aussi  une  solution,  mettons  l'iden- 
tité précédente  sous  la  forme 

et  remarquons,  en  uous  reportant  à  l'équation  en  0  (6), 
que  si  l'on  fait  0^  <Ja">  ^c  premier  membre  de  cette 
équation  en  0  n'est  autre  que  celui  de  l'identité  précé- 
dente, où  l'on  remplace  J^u,  "Q u  par  î^a"?  Sa"  sans 
changer  "(^{lu)  ni  p[iu).  Or,  si  dans  l'identité  précé- 
dente on  change  ;/  en  u  H-  0)^,  on  trouve  facilement 

[i'C,rj.u  —  ^('aa)]-—  [^{iii)  —  2!^â«]  =  o. 

Il  s'ensuit  que  a'^/f  (a  =  i,  2,  3)  est  aussi  une  solu- 
tion de  l'équation  en  0  (6). 

L'équation  en  0  est  suffisante  pour  déterminer  les 
fonctions  périodiques  du  groupe 

YPM+p 

en  sorte  que  l'équation  (1)  aux  fonctions  F(/f)  n'est  pas 
utile  dans  ce  cas  particulier.  Elle  donne  lieu  cependant 
à  une  autre  vérifîcaiion  intéressante  :  si  l'on  y  remplace  W 

par  sa  valeur  -  -— ,  celte  ('•qnalion  devient 
^  4    <I>  1 

F'"  ,   F"2  „  <V  „  'I>'2  ^  /*"  *'2  \ 


(  4^9  ) 
Or  <ï>(w)  =  Àa'(2«)   et   pu   esl  l'une    des   fonctions 
F(«)  ;  donc 

p  II  p^ii  du^  ^  (d.iu)- 

On  obtient  ainsi  l'expression  de  p['2.u)  en  fonction 
de  p' a,  p"u^  p'"";  si  l'on  remplace  ces  dérivées  par 
leurs  valeurs  en  pu,  on  obtient  la  formule  connue  : 

(p^«+  7^2)  -^-igzpu 
(8)  p(.2„)=— ^.j ' 

Au  sujet  de  l'équation  (i)  aux  fonctions  périodiques 
F(a:)  d'un  groupe  quelconque  donné,  on  peut  faire  une 
remarque  qui  peut  être  d'une  grande  utilité  pour  les 
fonctions  elliptiques  : 

Si  l'on  pose 

on  voit  que  les  solutions  s(^x)  de  l'équation 

sont  toutes  les  substitutions  (et  seulement  celles-là)  cjui 
laissent  invariable  l'ensemble  des  solutions  F(.r)  de 
l'équation  (i),  c'est-à-dire  qui  transforment  l'une  des 
fonctions  F(x)  en  une  fonction  linéaire  de  F(jr) 

vF(*-)  -H  p 
OU  laissent  F (.r)  invariable  ('). 

(')  Il  résulte  également  de  là  que  la  fonetion  de  t  oi)tciiue  en 
posant  pf<  —  t  dans  l'expression  (S)  de  -/{u),  et  qui  est  rationnelle 
et  du  quatrième  depré  en  /,  admet  l>-oi's  substitutions  linéaires 
en  t  et  n'en  admet  pas  d'autres. 


(  4«o  ) 
Dans  le  cas  du  groupe  considéré,  x  =  n,  l'une  des 
fonclions  F  est  pu  et  y  n'est  antre  (]ue  — i2jD(2zt); 
il  s'ensuit  que  loule  subsiitulion  s(u)  qui  transforme 
pu  en  une  fonction  linéaire  de  pu  est  une  solution  de 
V équation  en  s 

«'"  c"  2 

I2p(2?<)  =  r2p(2  5)  5'"-—  2  —   -}-  3  -— • 

5  S'- 

Parmi  ces  solutions  sont  les  substitutions  du  groupe 
donné;  l'intégrale  générale  contient  trois  constantes 
arbitraires  cjui  ne  sont  autres  que  les  trois  constantes 
arbitraires  de  la  fonction  linéaire  de  pu,  solution  géné- 
rale de  l'équation  ('j). 

4.   Considérons  maintenant  le  groupe  de  substitutions 

(m,  «  =  o,  ±:  I,  ±  2, . . .), 

2  (  2  7?i  -1-  I  )  to  -f-  2  n  oj'  —  X 

qui  est  celui  de  la  fonction 

dans  l'hypothèse  où  la  partie  réelle  de  — :  est  positive, 
et  où  j^to,  giù'  sont  les  intégrales  complètes 


r^  du 

J„     >/{i-u^){i-k^u'^) 
1 

,_   r~^ du 


Les  périodes  du  gioupe  sont 

Pm,  Il  =  4  fii  W  -h  211  w', 

TT,,,^  „  =   2  (  2  m  -f-  I  )  W  -(-  2  n  m'  —  2  X. 

La  somme  des  inverses  des  périodes  n'est  pas  une 
série  absolunicni  convergente.  On  peut  formel' une  série 


I 


(  461  ) 

absolument  convergente 


K'-k) 


par  l'introduction  de  quanliîés  A/  convenablement  choi- 
sies ;  mais  on  peut  aussi  rendre  convergente  cette  somme 
en  rangeant  ses  termes  dans  un  ordre  convenable.  Écri- 


et  associons  deux  à  deux  les  périodes  /?/«,«  qui  sont 
égales  et  de  signes  contraires,  et  quatre  à  quatre  les 
périodes  7r,„  „  dans  lesquelles  2//i  +  i  et  n  ont  des 
valeurs  respectivement  égales  et  de  signes  contraires  ;  la 
première  série  du  second  membre  est  alors  nulle  iden- 
tiquement, et  l'on  a 


Zmkpi         Z^SZni,, 


^^  \ 2 (  2 /?i  -f-  I  j oj  -I-  2  n co'  —  IX        2 (ini  -h  i) m  -v-  iium' 

m ,  Il 

1  I 


I 


2  (  2  /?l  H-  I  )  CO  2/1  w' IX  2  (  2  /?l  -i-  I  )  OJ  —  2/1  w'-H 

{ni,  /i  =  o,  I,  2,  3,  . .  .  ). 

Si  1  on  fait  croître  à  l'infini  ni  d'abord,  et  ensuite  /z, 
la  série  du  second  membre  est  convergente,  et  il  en  est 
de  même  du  produit  doublement  infini  qu'on  en  tire 
pour  <I>  : 


'!>  =  e 


^xrrf- )(^- ) 

JL  X  \         (  2  m  -f-  I  )  oj  H-  n  w  /  \         (  2  /n  ^-  i  )  to  -i-  n  m  / 

^ \  /         -v Y 

2  ///  -!-  I  )  (>)  —  n  to'/  \  (  2  m  -î-  \)  w  —  n  (07 


m ,  Il 


(  4ti2  ) 
Par  une   méthode  de  calcul  bien  connue,  <ï>  se  met 


sous  la  forme 

I  -r-  "iq"^  cos  —  X  -\-  q"^ 

{i-^q"  f 


*  =  X  cos  — ^  a^  I   I  '^ f  n  =  I   2  H         "> 


Formons  la  fonciiou  ^' .  On  a 

4  *2  -^^2d\c'     Pi 


^^=iXi^^^(i.    ' 


La  somme 

l  m, Il  ;h ,  Il 

n'est  pas  absolument  convergente,  mais  on  peut  la  rendre 
convergente  en  rangeant  ses  ternies  dans  l'ordre  qui  a 
été  adopté  précédemment  pour  former  $. 
On  a  ainsi 


Nous  désignerons  par  -  celte  constante  qui,  par  les 
notations  de  Weierslrass,  s'écrirait 

I      ^'\ 

VI  1  ,  s  1    f^"^      <^  >   ) 

C    _    ;(2H)|  2C0,  OJ   )    _         \  2   /     _    -iTj  +  ejW 

4  2  W  \lM  4  01 

On  a,  d'autre  part,  en  associant,  comme  nous  l'avons 
dit,  les  périodes  r.m.n-, 

^Tr;„.„      Zd\-i{-}.in  +  i)(o  -t-  -^/m-j'—  v.a"]-^  "~  \  dx'^  ^  '  ~  4  l^  <1»  ~~  1^/ 


(  4^53  ) 
et,  par  conséquent,  en  annulant  les  quantités  A7, 


et 


-Kï-^) 


<P"  «I>  VI"    =     _   (    (ï>"  _L_    3  C  (ï>  j. 

4 


L'équaiion  en  0  est  donc 

*e"—  *'e'-4-  -^  (<ï>"-i-  Sc^jO  =  0, 
4 

où  <I>  est  donnée  par  la  formule  trouvée  précédemment. 
On  reconnaît  facilement  que  <I>  est,  à  un  fadeur  constant 
près,  le  produit  des  deux  fonctions  ¥i{gx)  et  Q(gx)  de 
Jacobi. 

On  peut  vérifier  que  les  fonctions  îi(gx)  et  S{gx) 
sont  des  solutions  de  l'équation  précédente. 

D'autre  part,  nous  servant  d'une  relation  générale 
entie  <ï>  et  deux  quelconques  des  fonctions  à  multipli- 
cateur du  groupe,  que  nous  avons  rappelée  à  propos 
de  pu,  nous  pouvons  écrire 

où  A  est  un    facteur   constant;   on  sait  d'ailleurs  que 

La  formule  (5)  donne  au  signe  piès  le  multiplicateur 
connu  des  fonctions  de  Jacobi. 

Si  l'on  veut  passer  du  cas  de  la  fonction  périodique 

u  =  sn(^:r  |  s^oi,  .^oi') 

au  cas  de  la  fonction  p-,  dont  nous  avons  démontré  la 
corrélation  avec  u  dans  une  Noie  précédente, 

v^  =  sn  [gix  -f-  to  )  I  g-Lo,  ,4'tu' J, 

dont  les  substitutions  sont 

4  m  to  -f-  m  l'j'dz  x, 


(  464  ) 
on  n'aura  qu'à  changer  j:  en  x  +  (o  dans  l'équation  pré- 
cédente en  0  :  la  fonction  <ï>  sera  alors  le  produit  des 
deux  fonctions  H(g\r),   ©(^a).  et  l'intégrale  générale 
sera 

Quant  à  la  constante  c.  elle  reste  la  même. 

o.  On  pourrait  obtenir  les  mêmes  fonctions  <!>  et  les 
écjuations  des  deux  cas  précédents  par  des  produits 
absolument  convergents,  en  introduisant  certaines  quan- 
tités hi  et  k'i  convenablement  choisies^  on  aurait  ainsi, 
dans  le  cas  de  la  fonction  v, 

*  =  Xe""''  ^TT  ('~  ^  je'^''*'2"î^=  ix}i{ffx)e{gx) 
(  tv'  =  2  «i  10  -î-  /i  w'  ;  m ,  n  =  o,  di  [ ,  ih  -2.  .  .  .  ), 

où  A  et  a  sont  des  constantes  dont  l'une  est  arbitraire. 
On  peut  obtenir  aussi  les  fondions  deWeierstrass  a*», 
<j(xi<,  en  choisissant  convenablement  les  c[uantités  A,.  A"/. 
Les  équations  aux  fonctions  0  relatives  aux  deux  cas 
indiqués  sont  alors  de  la  forme 

(ï,0"_<ij'0'_)-  i(4>"_t- 3e3ct,)e  =  o. 
Dans  le  premier  cas,  on  a 

et  l'intégrale  générale  de  l'équation  précédente  est 

0  =  À  3"  «  -i-  ;JL  s'a  f< . 

Dans  le  second  cas,  on  a 

'!>  =  ),  3'  u  s'a  a 

el  lintégiale  générale  est 

(^  :=   k    -f.  Il    -h    IJ.   j-i  II. 
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On  peut  d'ailleurs  passer  des  équations  relatives  aux 
fonctions  de  Jacobi  aux  équations  relatives  aux  fonctions 


de  Weierstrass  en  cliangeant  $  en 


fi 
et  0  eu 


r, 


On  peut  aussi  passer  du  cas  du  groupe  de  la  four- 
lion  pu  au  cas  du  groupe  de  substitutions 

4  moj  -i-  2«(.o'±  .T 

par  le  changement  de  w  en  2o>. 

Nous  n'insistons  pas  davantage,  dans  cette  Note,  sur 
les  applications  de  notre  théorie  générale  aux  fonctions 
elliptiques,  applications  qui  ne  sont  pas  destinées  à 
donner  de  résultais  nouveaux,  mais  sont  propres  à 
montrer  comment  celle  théorie  générale  peut  être  appli- 
quée; comment,  en  particulier,  elle  aurait  pu  conduire 
aux  fondions  de  Jacobi  et  aux  fonctions  de  Weierstrass 
si  ces  fonctions  n'étaient  déjà  counues,  et,  par  consé- 
quent, comment,  dans  d'autres  cas,  elle  conduira  à  la 
détermination  de  fonctions  dont  on  donne  le  groupe 
des  substitutions. 


KlltlJO(ilSAIMIIL 


Théorie  klémeivïaike  des  séries.  Limites.  Séries  à 
termes  constants.  Séries  à  termes  variables.  Fonction 
exponentielle.  Fonctions  circulaires.  Fonction  gamma; 
par  M.  Gode/roj{Mauv\cv),  bibliothécaire  de  la  Faculté 

Ann.  de  Matkëniat.,  ',"  série,  t.  II.  (Oclol)io  t;).!:».)  3o 
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des  Sciences  de  Marseille.  Grand  in-8"  de  VI11-2GG  pages 
avec  figures;  ipoS. 

On  sait  l'importance  de  plus  en  plus  grande  que  les  séries 
tendent  à  prendre  en  Analyse  et  cela  tient,  sans  doute,  à  ce 
qu'elles  constituent  un  instrument  de  calcul  d'une  singulière 
puissance,  se  prêtant,  en  outre,  avec  une  égale  souplesse,  aux 
exigences  de  la  rigueur  et  de  la  simplicité.  M.  Godefroy  a 
donc  fait  une  œuvre  des  plus  utiles  en  cherchant  à  exposer, 
sous  une  forme  attrayante  et  érudite,  la  théorie  des  séries  et 
ses  principales  applications.  Le  but  qu'il  s'est  proposé  est 
d'ailleurs  atteint  d'une  façon  particulièrement  heureuse. 

La  théorie  des  séries  repose  tout  entière  sur  l'idée  de  limite. 
I\L  Godefroy,  dans  le  Chapitre  I  de  son  Traité,  s'attache  avec 
raison  à  définir  cette  notion  si  souvent  employée  et  peu  com- 
prise dont  il  développe  avec  soin  les  conséquences.  A  ce 
propos  sont  rappelées  les  premières  propriétés  des  fonctions 
continues  et  des  fonctions  dérivables. 

L'étude  des  séries  à  termes  constants  forme  l'objet  du  deuxième 
Chapitre.  Les  règles  de  convergence  de  d'Alembert,  de  Cauchy, 
de  Raabe  et  de  Gauss  sont  successivement  établies  et  discutées 
d'une  manière  précise,  puis  vient  la  théorie  des  séries  de  séries 
avec  d'intéressants  développements  relatifs  à  la  transformation 
des  séries,  aux  séries  de  Lambert  et  de  Glausen,  à  la  multipli- 
cation des  séries. 

Le  Chapitre  III  est  consacré  aux  séries  à  termes  variables. 
Il  débute  par  des  généralités  sur  la  convergence  uniforme  et 
sur  les  séries  entières.  Le  théorème  d'Abel  et  les  propositions 
importantes  qui  en  dérivent  sont  démontrés  avec  netteté  et 
rigueur.  M.  Godefroy  applique  ces  principes  fondamentaux  à 
l'intégration  de  l'équation  différentielle  linéaire  du  second 
ordre,  puis  à  la  série  binomiale,  aux  polynômes  de  Legendre 
et  enfin  à  la  série  hypergéomctrique.  La  question  du  dévelop- 
pement en  série  des  fonctions  d'une  variable  est  ensuite  traitée 
avec  détails;  l'auteur  insiste  sur  les  différentes  méthodes  pra- 
tiques permettant  de  1  effectuer  directement  et  s'arrête  au  cas 
où  la  fonction  considérée  est  une  fraction  rationnelle,  ce  qui  le 
conduit  naturellement  à  dire  quelques  mots  des  séries  récur- 
rentes et,  en  particulier,  des  fonctions  numériques  de  Lucas. 

Le  tvpe  par  excellence  des  séries  entières  est  la  série  expo- 
nenlifllr,     ipii     j'uic     un     si     L;raud     rùlc    en      MiillMMiiiil  i(|uo-. 
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AI.  Godefroy  en  fait  une  étude  approfondie  dans  le  Chapitre  IV 
et  aborde,  en  même  temps,  maints  sujets  instructifs  ou  curieux  • 
polynômes  de  Ilermite ,  fonctions  de  Bessel,  nombres  et 
polynômes  de  Bernoulli,  formule  sommatoire  d'Euler.  Nous 
signalerons  aussi  la  démonstration,  d'après  Ilermite,  de  Tirra- 
tionalité  des  puissances  entières  du  nombre  e  et  celle  de  trans- 
cendance de  ce  même  nombre  due  à  Hurwitz  et  à  Gordan 
toutes  deux  développées  avec  beaucoup  d'ingéniosité  La' 
fonction  a-  est  définie  au  moyen  de  e-^  et  sa  relation  caracté- 
ristique 

est  utilisée  pour  la  démonstration,  daprès  Euler,  de  la  for- 
mule du  binôme  dans  le  cas  le  plus  général.  Le  Chapitre  se 
termine  par  l'exposé  des  propriétés  des  logarithmes  et  de  la 
constante  d'Euler. 

La  méthode  la  plus  simple  pour  donner  aux  fonctions  cir- 
culaires une  existence  purement  analytique  consiste,  comme 
1  a  indiqué  M.  J.  Tannery,  à  prendre  pour  définition  de  cos.r 
et  de  sin,r  leurs  développements  en  séries  entières.  C'est  la 
marche  suivie  parl'auteur,  dans  le  Chapitre  V,  pour  retrouver 
toute  la  Trigonométrie.  A  propos  du  nombre  -  est  rapportée 
la  belle  démonstration  de  son  irrationalité  due  à  Hermite.  Le<; 
développements  en  produits  infinis,  en  séries  entières,  en  séries 
de  fractions  simples  des  diverses  fonctions  circulaires  sont 
ensuite  obtenus  d'une  façon  absolument  élémentaire  La 
sommation  de  certains  développements  trigonométriques 
usuels,  la  fonction  continue  sans  dérivée  de  Weierstrass,  puis 
la  théorie  des  fonctions  circulaires  inverses  et  des  fonctions 
hyperboliques  font  l'objet  de  la   dernière  partie  du  Chapitre. 

Le  Chapitre  VI  renferme  l'étude  par  les  séries  de  la  fonction 
gamma  définie  comme  limite  du  produit 


.r-(j--i-g..  ,1^x^11) 


Ce  mode  d'exposition  possède  de  multiples  avanta-e.  car  il 
permet  d'établir  toutes  les  propriétés  de  la  fonctio^ii  "amma 
dune  manière  à  la  fois  uniforme,  claire  et  rigoureuse.  Les 
formules  de  Weierstrass,  de  Legendre,  de  Gauss,  de  Stirling 
.  e  Gudermann,  ainsi  que  les  développements  en  séries  entières' 
-le  In^  r,i-^,,.)  H   ,|e   ]■,,  +  .,.,.   ,,   ..amènent,   en  eiret,  à  des 
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Iraiisformatioiis  faciles  de  la  définition  primitive.  C'est  égale- 
ment par  des  transformations  successives  de  séries  que  sont 
obtenues  les  séries  de  Binet  et  la  célèbre  série  asymptotique  de 
Stirling  qui  servent  à  exprimer  la  fonction  de  Binelrn(x).  Le 
Chapitre  se  termine  par  des  développements  fort  intéressants 
sur  les  transcendantes  de  Prym  définies  par  des  relations 
fonctionnelles  et  sur  les  fonctions  ^(x)  et  W(x),  dérivées 
logarithmiques  de  T(x),  qui  sont  si  utiles  pour  la  sommation 
de  séries  importantes. 

Nous  ne  voulons  pas  achever  cette  analyse  sommaire  sans 
insister  sur  les  qualités  qui  caractérisent  le  Traité  de 
M.  Godefroy  ;  une  rédaction  claire,  le  souci  de  la  rigueur,  la 
richesse  des  renseignements  historiques  et  bibliographiques, 
le  choix  des  nombreux  exercices  accompagnant  chacun  des 
Chapitres,  et  enfin  le  côté  pratique  de  l'exposition.  Ce  sont 
là  des  raisons  certaines  de  succès,  et  nous  sommes  persuadés 
que  le  présent  Ouvrage  rendra  de  grands  services  à  tous  ceux 
qui  étudient  l'Analyse  par  nécessité  ou  par  goût.  Les  can- 
didats aux  grandes  Écoles  ou  aux  Certificats  universitaires  y 
trouveront  traitées  une  foule  de  questions  relevant  des  pro- 
grammes de  leurs  examens;  ils  verront  dans  ce  Livre  un  guide 
sérieux  qui,  tout  en  leur  épargnant  bien  des  recherches  inu- 
tiles, leur  donnera  matière  à  penser.  E.  Estanavk, 

Itocleur  es  Sciences. 


CERTIFICATS  DE  CALCIL  DIFFEIIE.\TIEL  ET  l\TEGHAL. 


Composition    écuite.   —     Un    cylindre   de   révolution,    de 
rayon  H,  est  représenté  par  les  équations 

T  =  R  cos  œ,         y  =  R  sin  ». 

I'>inis  le  fil  an  .rO  K,  <^n  donne  In  conique 

■'''  -^ .y-  —  R-  =  C .î-  —  R  cos 0  j--  K2 . 

On  detnaude  : 

i"   f)e    fléterniinrr    les    courhcs    tracées    sur    le    cylindre, 
telles     que     leurs    lau  i:eiites     re  uiiail  rcnt     la    conitjue.     On 
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pourra  chercher  la  relation  différentielle  rpii  lie  z  à  '-5,  et 
intégrer  cette  équation. 

i"  Examiner,  en  particulier,  le  cas  où  0  =  o. 

3"  Que  deviennent  les  formules  générales  lorsque  0  =  —  • 

1 

K  >>  I.  Dans  ce  cas,  en  supposant  l'une  des  courbes  limitée 

aux  deux  points  où  elle  coupe  la  base  du  cylindre  dans  le 

plan  des   xy,   calculer   l'aire  de   la   surface   du    cylindre 

comprise  entre  cette  courbe  et  la  circonférence  de  base  du 

cylindre. 

Eprelve  pratique.  —  Déterminer  l'intégrale  générale  de 
l 'équation  différentielle 

.,  d^  y  ,  d-  y  [    dy  \        , 

x^  —f^ h  (  I  —  a)x-  -T-^  -r-  a\x  -y-,  —  y  \  =  bx  -\-  cx^. 

dx^  dx-  \    dx       -  j 

(Montpellier,  juillet  1901.) 

Composition.  —  Trou\'er  une  surface  de  révolution  telle 
que  la  somme,  ou  la  différence,  des  rayons  principaux  de 
courbure  soit  constante  en  chacun  de  ses  points  (deux 
questions  ).  Cas  particuliers  où  la  sur/ace  rencontre  tan- 
gentiellement,  ou  normalement,  l'axe  de  révolution. 

Epreuve  pratique.  —  Une  surface  réglée  2i  est  engendrée 
par  une  droite  G  qui  se  meut  d'une  façon  déterminée  en 
rencontrant  constamment  une  directrice  donnée  I).  On 
demande  : 

i"  L'équation  du  plan  tangent  à  S  en  un  point  M  de  G, 
et,  en  particulier,  au  point  central  relatif  à  cette  géné- 
ratrice; 

1°  D'exprimer  la  condition  pour  que  -S  soit  développable; 

V  De  déterminer  la  ligne  de  striction  de  S,  en  général, 
et  dans  les  cas  particuliers  où  G  est,  ou  tangente,  ou  nor- 
male principale,  ou  binormale  à  la  courbe  D. 

(Grenoble,  juillet  1901.) 

1.  Une  surf  ace  étant  dé  finie  en  coordonnées  semi-polaires 
par  l'équation  z  =.fir,  ^),  former  l'éc/uation  différentielle 
des  lignes  asymptotiques  de  cette  surface  projetées  sur  le 
plan   xOy.  Démontrer  que  la  condition  pour  (pie  l'un  des 
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systèmes  de  ces  lignes  se  projette  siiU'ant  des  droites  concou- 
rantes à  V origine  est  que  la  fonction  J\r,  6)  soit  linéaire 
par  rapport  à  r. 

II.  Application.  —  Recherche  des  lignes  asymptotiques  de 
la  surface  définie  par  V équation 

ae  sin6 


—  r  cosO 


(I  —  e-;(i  -1-  e  cos')  ) 


I  —  e"^)- 


arc  ta 


"«(v/tip^  ^^"4 


SoLtrioN. 

L'équation  difiérentielle  des  lignes  asymptotiques  de  la  sur- 
face  définie  par  les  équations 

a;=:/-cosO,         j'  =  /-sin(),         j  =/(/•,  G) 

peut  s'écrire 

d^x     x',.     x'^ 

à-y    y'r    j'û 
I  d^-z      z',.      z'i^ 

et,  après  qu'on  a  exprimé  qu'elle  admet  la  solution  d%  =  o,  qui 
correspond  au\  droites  passant  par  l'origine,  elle  se  réduit  à 

d^[i  dr{rf;:,H-fi)  -r-  db[rf;.  -^f^)r]  =  o. 
Dans  le  cas  proposé,  celte  équation  devient 


f/e 


dr         e  sinO  d^) 


r         \  -\-  e  cosO 
qui  donne  les  dfu\  systèmes  suivants 


0  =  c,  /•  = 


Ji 

e  cosO' 


c  cl  //  èlanl  <leu\  cnnslanli^  arbitraires. 

/•  dH 

Calrul  de  I  intégrale  „  .-.  J  -^--— --^-  . 
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Solution. 
l'usant 

0                                I  —  e 
tang  -  =  JT  et  =  o^, 


fjui,  par  décomposition  en  fractions  simples,  donnera 

(i  —  a-)  a;  i  ,       -r  —  ai 

loff —. 


rt-  (  1  —  e)-{x-  -h  a-  )        (  I  -r-  e  j  ( I  —  e)- a 
ou  bien 


(  1  —  c  V)  [  1  -^  e  -h  (  i  —  e  )  vfc-2  J 

/ 

9. 


— ^  arc  langr4/  - 


(l 

avec 

0 
X  =  tanjr  -  • 
°  î 

(Grenoble,  novembre  1901.) 

I.  QuiiSTioN  DE  COURS.  —  Enoiicer  et  démontrer  les  prin- 
cipales propriétés  des  séries  dont  les  termes  sont  des  fonc- 
tions d'une  variable  complexe,  holoniorphes  dans  une 
aire  donnée. 

FI.  Phoulè.me.  —  Déterminer  les  courbes  planes  dont  le 
rayon  de  courbure  R  est  en  chaque  point  proportionnel  à 
une  puissance  impaire  {ip  -\-  i)  de  la  portion  de  normale  i\ 
comprise  entre  ce  point  de  la  courbe  et  une  droite  fixe  A 

Traiter  en  détail  les  cas  sin\(inls  : 

'"  /'  =  ', 

i"  p  =  o,         /«  =  rr  r  et         ni  =  ±  2, 

où  l'intégration  peut  être  faite  complètement. 


(  472  ) 
Ce  problème  est  résolu  dans  plusieurs  Traités,  en  particalier 
dans  celui  de  M.  Jordan  (t,  III,  p.  62). 

(Lille,  novembre  1901.) 

Épreuve  écrite.  —  I.  f{x,  a)  désignant  une  fonction 
donnée  des  deux  variables  x,  a,  et  a,  h  étant  des  constantes 
ou,  plus  généralement,  des  fonctions  données  de  a,  énoncer 
et  justifier  la  règle  de  Leibniz  relative  au  calcul  de  la 
dérivée  de  la  fonction  de  a  définie  par  l'intégrale 

f{x,%)dx. 


f 


II.  Intégrer  le  système  d'équations  différentielles 
dy        dz 


dt 
dz 
dt 
dx 

li 


dt 

dx 

~di 

dy 

dt 


-{-  X  y/o  =  sin  t , 
-T-  y  y/^  =  sin  /, 
-h  -  \/3  =  sin  /. 


III.  Déterminer  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface 
représentée  en  coordonnées  cartésiennes  par  l'équation 

x^-y^z  -^x^-  —  y^-=  o, 
et  montrer  que  ce  sont  des  cubiques  gauches. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  l'aire  et  les  coordonnées 
du  centre  de  gravité  du  triangle  curviligne  OAB  compris 


entre  l'axe  des  x,  l'arc  OB  de  la  parabole  y^ —  iax  =  o, 
et  l'arc  AB  du  cercle  x'^-\-y^ — /^ax  =  o,  les  axes  étant 
rectangulaires.  (Toulouse,  novembre  1901.) 
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Épreuve  écrite.  —  Oxyz  étant  des  axes  rectangulaires, 
un  point  M  décrit  une  surface  jouissant  de  la  propriété 
suivante  :  La  normale  au  point  M  à  la  surface  coupe  le 
plan  xOy  en  un  point  P  tel  que  PM  =  PO. 

On  demande  de  : 

i"  Former  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  ces  sur- 
faces; 

2°  Intégrer  cette  équation  et  former  l'équation  générale 
des  surfaces  considérées  ; 

3°  Déterminer  les  lignes  de  courbure  de  l'une  quelconque 
de  ces  surfaces,  et  montrer  que  l'un  des  systèmes  de  lignes 
de  courbure  est  formé  de  circonférences  situées  dans  des 
plans  passant  par  l'axe  Oz\ 

4°  Montrer  que,  pour  une  surface  particulière,  le  point  P 
décrit  une  courbe  du  plan  xOy,  qui  peut  être  quelconque, 
et  déterminer  la  surface  particulière  telle  que  cette  courbe 
ait  pour  équation 

y  =  ae-'^ . 

Épreuve  pratique.  —  On  donne  l'ellipsoïde 
x^'         y^ 


et  le  paraboloïde 


b-^     '    ^  =  ' 


X  —  X  a^ —  \x^ 


"p"    "^    ^    ~"    ,JL—  X  ^i 

rapportés  à  des  axes  de  coordonnées  rectangulaires.   On 
suppose 

—  rt  <  X  <  [JL  <  -I-  </ . 

i"  Montrer  que  ces  deux  surfaces  se  coupent  suivant  une 
ellipse  située  dans  le  plan  a?  =  (x,  et  que  le  paraboloïde 
divise  le  volume  de  l'ellipsoïde  en  deux  parties; 

1°  Evaluer  les  deux  portions  du  volume  de  l'ellipsoïde 
limitées  par  le  parabolo ïde ; 

3"  Déterminer  \  de  façon  cjue  l'ellipsoïde  soit  divisé  en 
deux  volumes  équivalents. 

(  IMonIpollior,  juillet  i<jOi.) 
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SOLLTIOXS  DE  OllESTIOXS  l'ItOPOSÉES. 


1901. 

(l'IOl,    p.    47.) 


Sur  une  biquadratujue,  il  existe  seize  poitils  où  le  plan 
osculateur  à  cette  courbe  la  suroscule,  et  ces  seize  points 
sont  à  l'intersection  de  la  hiquadratique  avec  les  faces  du 
tétraèdre  ayant  pour  sommets  les  sommets  des  quatre  cônes 
du  second  de^^ré  passant  par  la  hiquachatique. 

(H.  Lé  Al  TÉ.) 

1902. 

« 

(1901,  p.  47. t 

Si,  par  une  génératrice  c^uelconque  de  l'un  des  quatre 
cônes  du  second  degré  qui  passent  par  une  hiquadratique, 
on  mène  les  plans  tangents  à  cette  courbe,  les  quatre  points 
de  contact  sont  dans  un  même  plan.  (H.  Léalté.) 

1904. 

(  1901,  p.  47.) 

Si  l'on  considère  quatre  plans  osculateurs  à  une  hiqua- 
dratique en  quatre  points  situés  dans  un  même  plan,  leurs 
quatre  autres  points  d'intersection  avec  la  courhe  sont 
aussi  dans  un  même  plan.  (H.  LÉALTÉ.) 

1906. 

(  1901,   p.   4S.I 

Par  un  point  d'une  hiquadratique,  on  peut  mener  neuf 
plans  osculateurs  à  cette  courhe  {sans  y  comprendre  le 
plan  osculateur  au  point  choisi)\  les  neuf  points  d'oscu- 
lation  ainsi  déterminés  sont  trois  à  trois  situés  dans  trois 
plans  passant  par  le  point  donné.  (H.  Léauté.) 

1907. 

\  1901,    p.   48.) 

Si,  par  l'une  des  génératrices  d'une  quadrique  passant 
par  une  hiquadratique,  on  mène  les  quatre  plans  tangents 
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à  cette  courbe,  les  quatre  poinli  de  contact  sont  fixes, 
(juelle  cjue  soit  la  i^cnératrice  choisie  sur  la  cjuadrique 
considérée.  (H.  LÉALTÉ) 

SOIATIONS 
Par  M.  Max  <jENTY,  Lieutenant  de  vaisseau. 

Ces  questions  concernent  toutes  des  propriétés  piojectives 
d'une  biquaciratique  gauche. 

Or,  on  peut  toujours,  par  une  transformation  homogra- 
phique  convenable,  ramener  les  équations  d'une  telle  courbe 
à  la  forme 

/=       x--{- y'^  —  \  —  o, 

o  =^  k- x"^  -~  z-  —  I  =  o 

ou  bien  à  la  forme  paramétrique 

a;  =  sn  w,         y  =  en  w,  ;;  =  du  u. 

Il   désignant    un    paraniètre    variable    et   les    fonctions    ellip- 
tiques sn,  en  et  dn  étant  construites  avec  le  module  k.  Dans 
ce   qui   suit   nous    désignerons   par   20»   et   aw'   un   couple   de 
périodes  primitives  communes  à  ces  trois  fonctions. 
Rappelons  alors  que  la  relation 

(  I  )  U\-\-  U'i-\-  u i  -h  «i  =  2  m  (o  -I-  ■!  ni  eu', 

dans  laquelle  ni  et  m'  sont  deu\  entiers  quelconques  positifs, 
nuls  ou  négatifs,  exprime  que  les  quatre  points  de  la  courbe 
définis  par  les  valeurs  Mj,  u-i,  u^  et  u.^  du  paramétre  sont  dans 
un  même  plan. 

Remarquons  aussi  que  les  sommets  des  quatre  cônes  du 
second  degré  passant  par  la  biquadratique  sont  ici  l'origine 
et  les  trois  points  à  l'infini  sur  chacun  des  axes  de  coordon- 
nées. 

Cela  posé,  nous  allons  donner  les  solutions  de  certaines  des 
questions  proposées  en  nous  servant  de  la  représentation 
paramétrique  précédente. 

1901.  Si  les  quatre  points  d'intersection  de  la  courbe  avec 
un  plan  viennent  se  confondre  en  un  seul  de  paraniclre  u,  le 
j»lan  est  surosculateur  en  ce  point,  et  la  relation  (i)  devient 

alors 

4  u  =  -z/nio  H-  i/n'oj' 


(  \:^  ) 


Il   =^    10  H CD  . 

Il  suffit,  pour  avoir  des  points  distincts,  de  donner  à  /n  et 
à  //i' les  valeurs  o,  i,  2,  3  associées  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles. 

On  trouve  donc  bien  16  points  de  surosculation,  appelés 
sommets  de  la  courbe.  On  voit  immédiatement  qu'ils  sont 
situés  à  l'infini  ou  dans  les  plans  de  coordonnées,  c'est-à-dire 
qu'ils  sont  les  points  d'intersection  de  la  biquadratique  avec 
les  faces  du  tétraèdre  déterminé  par  les  sommets  des  quatre 
cônes  du  second  degré  qui  passent  par  cette  courbe. 

1902.  Considérons  une  corde  joignant  deux  points  quel- 
conques Mj,  1AI2  de  la  biquadratique,  et  menons  par  cette 
droite  un  plan  qui  soit  tangent  à  la  courbe  en  un  point  M 
de  paramètre  u.  On  a 


ou  bien 

u  1  —    »5 


11=  — 


11  suffit,  pour  avoir  des  points  distincts,  de  donner  à  chacun 
des  entiers  m  et  m!  les  valeurs  o  et  i  et,  par  suite,  de  consi- 
dérer quatre  valeurs  de  u,  savoir  : 


«1 

-H  M  2 

ii\  ^-  a^ 

'2 

■>. 

"1 

1-  to  , 

"i  -^  "i 

Il  y  a  donc  bien  quatre  plans  tangents  à  la  biquadratique  qui 
passent  par  la  corde  MiMg.  La  condition  pour  que  les  points 
de  contact  de  ces  quatre  plans  tangents  soient  dans  un  même 
pian  s'écrit  immédiatement  sous  la  forme 


m 

(  Ml  -i-  i/o)  =    —  to  -t- 


Cettc  relation  exprime,  on  le  voit  immédiatement  en  se 
reportant  aux  propriétés  élémentaires  des  fonctions  ellip- 
ii(]ucs,  que  la  corde   Mi.Mo  |)assc  par  l'origine,  ou  bien  qu'elle 
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est  parallèle  à  l'un  des  axes  de  coordonnées.  La  corde  MiMj 
est  dès  lors  une  génératrice  de  l'un  des  quatre  cônes  du 
second  degré  qui  passent  par  la  biquadratique. 

1904.  Soient  quatre  points  de  la  courbe  Mi,  M-2,  M3  et  M^ 
situés  dans  un  même  plan.  La  relation 


est  dès  lors  satisfaite  par  hypothèse.  Menons  les  plans  oscu- 
lateurs  à  la  biquadratique  en  ces  quatre  points  et  détermi- 
nons leurs  quatre  autres  points  d'intersection  avec  la  courbe. 
Si  ('1,  i>»,  ('3,  Vj,  sont  les  paramètres  de  ces  points,  on  doit  avoir 

3  «1  -r-  Pi  =  -2  /?ii  w  -t-  2  OT  ',  w', 
3  u-2  +  ^'2  =  2  m^  10  -f-  2  /n'j  to', 
3  M.t  -f-  V3  =  2  ms  M  -h  2 m'^  to', 
3  u-,  -1-  P4  =  2 /«4  co  -h  2  m  l  oi'. 

Si  nous  ajoutons  ces  relations,  nous  obtenons 

Vi-\-  V2-\-  V3+  ^'i  =  2  iM  w  -i-  2  !M  '  w', 

M  et  M'  étant  des  nombres  entiers. 

Les  quatre  points  N  sont  donc  dans  un  même  plan. 

1906.  Par  un  point  Mi  de  la  biquadratique  menons  un  plan 
tel  que  les  trois  autres  points  d'intersection  avec  la  courbe 
soient  confondus  en  un  seul,  M. 

La  relation  entre  les  paramètres  de  ces  quatre  points  devient 

«1  -I-  3  a  =  2  m  M  -+-  2  ni'  m' 

ou  bien 

u,  m  m'     , 

M  = ., — '-  2  — -  co  -(-  2  -  -  (O  . 

6  j  .6 

Il  suffit  de  donner  à  ni  et  à  ni'  les  valeurs  o,  1 ,  2  associées 
de  toutes  les  manières  possibles. 

On  trouve  ainsi  neuf  points  d'osculation  dont  les  para- 
mètres sont 

"(),0i  "0,1)  "0,2i 
"l.Oj  "1,  1)  "1,  ■>, 
"2.0,        l'i.l'        "l.i- 


(  ^M^  ) 

u,n,m'  tlésignanl  la  valeur  de  «  correspondant  à  un  clioi\ 
déterminé  des  entiers  m  et  ni'. 

Ces  points  sont  trois  à  trois  dans  des  plans  passant  par  le 
point  donné  Mj.  Le  pian  passant  par  M,  et  par  deux  quel- 
conques de  ces  points  passe  encore  par  un  troisième;  on  a, 
par  exemple, 

Ui -\-  Ut)_ 0  +  "i, -2 -r-  «2,  1  =  2 OJ  -î-  2(o'. 

Ainsi,  par  un  point  d'une  biquadratique  on  peut  mener 
neuf  plans  osculateurs  à  celte  courbe  (sans  y  comprendre  le 
plan  osculateur  au  point  choisi):  les  neuf  points  d'osculation 
ainsi  déterminés  sont  trois  à  trois  situés  dans  trois  plans  pas- 
sant par  le  point  donné. 

Quand  on  projette  la  courbe,  le  point  de  vue  étant  en  Mj, 
les  traces  de  ces  plans  osculateurs  deviennent  les  tangentes 
d'inflexion  de  la  cubique  plane,  projection  de  la  biquadra- 
tique. Sur  les  neuf  plans  osculateurs,  il  y  en  a  donc  seulement 
trois  qui  soient  réels. 

1907.  Considérons  une  corde  joignant  deux  points  quel- 
conques Ml,  iM2  de  la  biquadratique;  il  existe  une  quadrique  S 
passant  par  la  courbe  gauche  et  admettant  M1M2  comme  géné- 
ratrice rectiligne.  Si  l'on  mène  un  plan  par  la  corde  MiMo  et 
si  Mj,  M!,  sont  les  deux  nouveaux  points  d'intersection  de  la 
courbe  par  ce  plan,  la  droite  IMjM'j  est  une  génératrice  de 
la  surface  S  du  second  système,  en  appelant  premier  système 
celui  auquel  appartient  la  droite  M)  M,.  En  tenant  compte  de 
la  relation  qui  exprime  que  les  quatre  points  Mj,  "SI-,,  Al',,  IM^ 
sont  dans  un  même  plan 

«1  -t-  U2  -f-  «1  +  «2  —  '■  "'  ^'^  "^  ini' t<i'. 

on  voit  qu'une  génératrice  d'un  système  déterminé  de  S  ren- 
contre la  biquadratique  en  deux  |)oints  dont  les  arguments 
ont  une  somme  constante. 

Ceci  posé,  les  paramètres  des  points  de  contact  des  quatre 
plans  tangents  menés  à  la  biquadratique  par  la  corde  AI11M2 
sont  déterminés  par  la  relation 

2  M  4-  i/ 1  -+-  «2  =  '•  "î  w  4-  v>.  m' oj' 
ou  bien 

i<i  -f-  «2  ,    , 
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La  somme  Ui-h  u-2  élani  constante  pour  les  génératrices  du 
premier  système  de  la  quadrique  S,  on  voit  que  les  points  de 
contact  sont  fixes  et  indépendants  de  la  génératrice  du  pre- 
mier choisie  sur  la  quadrique  considérée. 

Cette  propriété  est  d'ailleurs  évidente  géométriquement; 
car  les  points  de  contact  cherchés  ne  sont  autres  que  les 
points  de  contact  de  la  biquadratique  avec  les  génératrices 
du   second   système  de  la  quadrique  S  qui  lui  sont  tangentes. 

Autres  solutions  de  MM.  G.  Fontené  et  Frizac. 


OIIKSTIOXS. 


1937.  Fitant  donné  un  parallélogramme  articulé  ABGD,  on 
fixe  sur  les  côtés  AB,  BC,  CD,  en  des  points  m,  n,  p,  des 
tiges  Mm,  Nn,  P/?,  perpendiculaires  respectivement  à  ces 
côtés,  et  déterminées  par  les  relations 


pV 

Cn 

M  m        B  n 

Cp 

Nn  ■ 

'  B/n        N/i 

On  a  d'ailleurs 

B  m  =  Cp. 

Démontrei-  que  le  triangle  MNP  reste  semblable  à  lui-même 
dans  toutes  les  déformations  du  parallélogramme,  qui  peut 
ainsi  seixirde  pantogra|)lie.  (J.  Ri:vt;iLi.i:.) 

/l938.  Le  centre  de  gravité  des  pieds  des  normales  menées 
d'un  point  quelconque  G  à  une  conique  de  centre  O  est  au 
njilieu  de  la  distance  du  point  O  au  centre  de  gravité  des 
points  d'intersection  de  la  conique  et  d'un  cercle  de  centre  G 
et  de  rayon  quelconque.  (M.  d'Ocaoe.) 

1939.  Soient  A  et  B  deux  points  fixes,  G  un  point  du  seg- 
ment AB,  A  une  tangente  conunune  aux  cercles  de  dia- 
mètres GA  et  GB,   P  la  projection  de  G  sur  A  : 

i"  La  droite  GP  enveloppe  l'iiypocycloïde  à  quatre  rebrous- 
semenls  dont  deux  sont  en  A  et  B. 

■>."  Le  point  P  décrit  une  développante  de  cette  hypocy- 
rloïfic.  (  M  -\.    lUllISlKN.  I 
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^1940.  Deux  ti'iangles  T  et  T'  circonscrits  à  une  même 
conique  G  sont,  comme  on  sait,  inscrits  à  une  conique  F. 
Si  r  passe  par  le  point  de  Brianchon  de  l'un  des  triangles, 
elle  passe  aussi  par  celui  de  l'autre.  (E.  Duporoq.) 

'  1941.  Soient  abc,  a' b' c  et  a" b" c"  trois  triangles  inscrits  à 
une  hyperbole  équilatère  et  d'orthocentres  d,  cl'  et  d' .  Si  a, 
P,  Y  et  0  sont  les  orthocentres  des  triangles  a  a' a",  bb'  b'\  ce  c" 
et  dd' d'\  0  est  l'orthocentre  du  triangle  a^Sy. 

(E.   DuPORCQ.) 

1942.  Soient  «,  b,  c  el  d  quatre  points  d'une  conique  F, 
et  soient  a',  b\  c',  d'  les  points  où  cette  courbe  coupe  les 
cercles  bcd,  cad,  dab,  abc.  Les  droites  aa',  bb',  ce'  et  dd' 
touchent  une  conique  homotliétique  et  concentrique  à  T. 

(E.   DuPORCQ.) 

1943.  Si  une  conique  variable  a  un  contact  du  quatrième 
ordre  avec  une  courbe  fixe  quelconque,  le  lieu  de  son  centre 
est  une  courbe  tangente  à  la  droite  qui  joint  ce  centre  au 
point  de  contact.  (X.  Stouff.) 

1944.  La  recherche  d'une  courbe  telle  que  le  lieu  du  centre 
d'une  conique  qui  a  avec  cette  courbe  un  contact  du  qua- 
trième ordre  soit  une  parabole  donnée  se  ramène  à  la  résolu- 
tion de  l'équation  de  Ricatti  : 


dy 
dx 


r 


(X.  Stouff.) 


ERRATA. 


Page  3'(4,  les  deux  figures  doivent  être  remplacées  par  eelles-ci 


a; 


.l'âge  3(7,  ligne  H  en  remontant,  ou  lieu  dc   (P-f   lise:  d' -■ 
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[02e] 

COMPIÉMEM  A  LA  INOTE  DE  LA  PAGE  337; 

Par  m.   MANNHEIM. 


Conservons  les  nolalions  de  celle  Note  el  la  figure  de 
la  page  3^9 . 

iXous  avons  deinonlré  que,  lorsque  le  poiut  m'  par- 
courl  la  courbe  (/),  le  poinl  ^,  pied  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  ceiilre  de  courbure  c  sur  le  rajon 
vecleur  mm\  décrit  un  cercle  {g)  de  centre  m.  Le 
segment  gin  étant  de  grandeur  constante,  il  en  esi 
de  même  de  gh^  puisque 


et  que,  par  définition  de  la  courbe  (/•),  ce  dernier  rap- 
port est  constani. 

Voici  maintenant  quelques  résultats  faciles  à  dé- 
montrer : 

La  courbe  (/i),  lieu  des  points  tels  que  h,  a  pour 
normale  la  perpendiculaire  abaissée  de  h  sur  nun' . 

Cette  normale  rencontre  la  parallèle  à  cm! ,  menée 
de  m,  en  un  point  qui  est  le  centre  de  courbure  de  (h) 
])our  le  point  h. 

La  courbe  (A)  est  une  dês'eloppante  de  la  polaire 
réciproque  de  (/),  par  rapport  au  cercle  (g). 

La  polaire  de  h,  par  rapport  au  cercle  (  o-),  est  la 
perpendiculaire  abaissée  de  m'  sur  me. 

Ami.  de  Matliémat.,  ','  série,  l.  II.  (Novembre  r(,02.)  3l 
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Lorstiiie  m'  déciit  (?■),  cette  perpendiculaire  a  une 
enveloppe  qu  elle  louche  nu  point  oii  elle  rencontre  ml. 

Ces  lésullals  pourroiil  êlie  nliles  lorsqu'on  éludieia 
les  courbes  (/•). 


[P5] 

SIR  l^E  ^OTE  DE  M.  FRÉCIIET; 

Par  m.  E.  DUPORCQ. 


Dans  une  Noie  récemuient  publiée  dans  ce  Recueil 
(p.  446),  M.  Frécbel  a  établi  fjue  : 

Si  trois  surfaces  se  correspondent  point  par  point, 
il  existe,  en  général,  quatre  systèmes  de  courbes  cor- 
respondantes isogonales. 

Ces  f|ualie  syslèuies  de  courbes  ont  entre  eux  des 
relations  assez  rcinarcjuables,  qu'on  peut  mettre  en  évi- 
dence de  la  manière  suivante. 

Si  ///),  ni>  et  /?/.)  sont  trois  points  correspondants  sur 
les  trois  surfaces  8),  So  et  S3,  les  tangentes  aux  courbes 
correspondantes  passant  par  ces  points,  forment,  comme 
le  reniar(jue  M.  Frécbel,  trois  faisceaux  bomogra- 
pliiques  :  à  cbacjue  gioupe  de  trois  layons  boniologues 
on  peut  faire  correspondre  de  manière  univoque  un  point 
d'une  conique  F,  do  sorte  que  le  rapport  anliarmonique 
de  quati'(;  rayons  de  cliaque  faisceau  soit  égal  à  (clui 
des  (jualrc  [xiints  coi  lespondanls  sur  F. 

Soient  /(  vX  j ^  les  [)oints  tle  i'  qui  correspondent  ainsi 
aux  tangentes  isotropc:s  menées  à  Si  au  point  ;/<,,  i^ 
''1-725  '.t  ''ly.i  les  [)oints  analogues  j)ar  rapport  aux  sur- 
laces S-j.  vX  S:).  A  trois  couples  de  langcnles  correspon- 


(  m  ) 

daiitcs  sm-  les  (rois  surfaco>s  coiTespondenl  sur  T,  si  les 
angles  de  ces  couples  sont  égaux,  deux  points,  a  et  3, 
tels  que  les  rap[)oits  anliat  monicjues 

<^?'iyi)»     i^'t'iiji),     i^'^HJz), 

par  exemple,  soient  égaux.  Ces  points  sont  donc  les 
points  doubles  de  l'homographie  définie  sur  Y  par  les 
trois  couples  : 

i\J\^     tiJ-2^     '3J3', 

ce  sont  donc  les  points  de  contact  de  l'une,  C,  des  co- 
niques bilangentes  à  T  et  touchant  les  droites  z,;,,  i^j., 
el  '373 •  Oi-,  on  sait  qu'il  existe  trois  aulres  coniques 
jouissant  de  cette  propiiété;  soient  C,,  Co  et  C3  ces 
coniques,  C,,  par  exemple,  touchant  T  aux  points  a, 
et  (3,  tels  que 

Qr,  il  est  facile  de  déduire  ces  points  a,  et  3,   des 
points  a  et  [3  précédemment  obtenus;  on  voit,  en  effet     * 
sans  difficulté  que  les  droites  a[3  et  a,  ,3,  se  coupent  sur 
la  droite  i,j\  et  qu'elles  divisent  harmoniquement  les 
segments  iojjt  et  13 J3. 

Soient  donc  A,,  A o  et  A3  les  trois  angles  égaux  cor- 
respondants, de  sommets  /«,,  ni-,  et  77/3,  associés  au 
couple  a^;  A',,  A'^  et  A!,  les  angles  analogues  qui  cor- 
respondent au  couple  a,  (3,  ;  les  notations  A"  et  A'"  dési- 
gnant de  même  les  angles  associés  aux  couples  a^  [^o 
t't  y.3%. 

De  c(;  que  a,3  et  a,  ^,  se  coupent  sur  Z,;,,  on  déduit 
d'abord  que  les  trois  couples 

sont    en     involnlidu    sur    F.    Par    suite,    les    côtés    des 
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angles  A,,  A',  cl  les  droites  isotropes  tangentes  eu  ///, 
à  Si  sont  eu  involutiou  :  autrement  dit,  les  angles  A, 
et  A\  ojit  les  mêmes  bissectrices  ;  il  eu  est  de  même  des 
angles  Ao  et  A'^,  A3  et  A™,  A'^  et  A'j',  A',  et  A'Ç,  A3  et  A3. 
Tuterprétons  maintenant  la  propriété  des  droites  a|i 
et  a,  [3,    de  diviser  harmoniquement  le  segment  i-^ji  '. 


soient  tOo  et  co"  les  points  où  elles  coupent  la dioite  i^j^  : 
to"  est  sur  la  polaire /?2<72  de  0)2;  pai"  conséquent,  les 
couples 

sont  en  involutiou;  or,  />o  et  q-^  sont  les  points  doubles 
de  linvolutiou 

«?,        i-2J-2- 

A  ces  points  correspondent  donc,  autour  de  7//0,  les 
Lissec|rices  de  l'angle  Aj,  et  celles-ci  détermijient  avec 
les  côtés  de  l'angle  A!^  une  involutiou  comprenant  les 
droites  isotropes 5  autrement  dit,  l'angle  A'^  a  les  mêmes 
bissectrices  que  l'angle  formé  par  les  bissectrices  de 
l'angle  Ao,  ou  encore,  les  angles  Ao  et  A,,  ont  leurs 
bissectrices  inclinées  à  45°. 

En  résumé,  si  l'on  se  fixe  sur  S, ,  So  et  S3  anlour  des 
points  /«,,  m-,  et  «<n  des  sens  de  rotation  positifs,  il 
existera  seulement  un  système  de  trois  angles  corres- 
pondants égaux  A, ,  Ao  et  A3.  On  en  obtiendra  un  autre, 
A',,  A!,  et  A'j,  en  cliang(,'aut  le  sens  de  rotation  autour 
de  ///,.  el  deux   autres  analogues,    A'[,    AI,    A!|    et  A'j', 
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A'^,  A'^',  en  cliaugeaut  le  sens  de  roLaliou  res[)ecLive- 
ment  autour  de  ni^  et  de  m^.  Les  qualre  angles  obtenus 
(linsi  autour  de  chaque  point  auront  deux  à  deux  les 
mêmes  bissectrices,  et  les  deux  systèmes  de  bissectrices 
obtenus  feront  entre  eux  des  angles  de  45".  Le  Tableau 
suivant  indique  la  manière  d'associer  les  angles  :  dans 
chacun  des  trois  groupes  formés,  les  angles  inscrits  sur 
une  même  ligne  ont  deux  à  deux  les  mêmes  bissectrices  : 

ÂiA'j,     A-jA'^,     A3  Aj, 
A  j'Ai,     AjA^,     A3A3. 


SUR  LA  DÉTER1II\ATI0^  DES  FO^CTIO^S  QUI  ADMETTEM  LES 
SUBSTITUTIONS  D'UN  GROUPE  DOiXNÉ,  ET  SEULEMENT  CES 
SUBSTITUTIO\S-LÀ; 

Par  m.  E.  IAGGI. 


Nous  avons  vu  (  '  )  que  les  fonctions  uniformes  F  (\r), 
qui  admettent  les  substitutions  d'un  groupe  donné,  et 
seulement  ces  substitutions-là,  sont  les  intégrales  de 
l'équation 


(•) 


¥'(x)  ¥'-{x) 

<I>"(.r)           <^'Hx)  . 

—  6  — 3  -— 4»I'  (j?)  =:  y  {X), 


et  que  ces   fonctions  sont   les  quotients  des  fonctions 


(  '  )  Détermination  dea  fonctions  qui  admettent  les  substitutions 
d'un  groupe  quelconque  donné,  et  seulement  ces  substitutions-là 
{Nouvelles  Annales,  jioiU  190 >.  p.  :i6ft). 


(  486  ) 
enlièrcs  0,  iiitéijrales  de  réquatiou 

(2)  <î}0"_<ï.'e'-f-(*"— *T)e  =  o, 


ou 


4   *  jLd\        p]) 

k's  qiiaiiliiés  pi{x)  elanl  les  périodes  du  groupe 

et  les  quanlilés  //,(,r),  ki{x)  rendant  eonvergenles  les 
séries 

i  i 

et  devant  être  annulées  lorsque    7  — 5    7  —^  sont  des 

1       jLà  Pi    jU  p] 

i  i 

séries  eonvergenles. 

Lorsqu'on  se  propose  de  déterminer  les  fonctions  F  (j?) 
d'un  groupe  donné,  par  les  équations  précédentes,  la 
détermination  se  fait  sans  ambiguïté  lorsque  les  séries 

7  — .7  — -  sont  convergentes;   lorsque  ces  séries  ne 

jLdpi     X^  pj  s  J 

sont  pas  convergentes,  il  faut  choisir  des  quantités  /i,-, 
hi  qui  rendent  convergentes  les  séries  indiquées.  Mais  ce 
choix  présente  une  ambiguïté,  et  l'on  nest  pas  assuré 
que  les  fonctions  F. (x)  ol)t<;nues  ainsi  sont  bien  des 
Ibnctions  admettant  les  substitutions  du  groupe  donné 
et  seulement  ces  subslitulions-là,  en  sorte  que,  dans  ce 
cas,  il  devient  nécessaire  de  vériliei'  ensuite  si  les  fonc- 
tions F(x)  obtenues  sont  bien  les  fonctions  du  groupe 
donné,  ou  si  \es  fonctions  0,  intégrales  de  l'équation  (2) 
ont  toutes  le  mulliplicaleur  dont  la  formule  est,  comme 
on  sait, 


(  i  ' 


â  /.'i'iili 


'il. 
Il- 


(  .1«:  ) 

pour  une  subsliluliou  s{x)  quelconque  Ju  '^vou^^c.  Il 
suit  de  là  que  le  choix  des  <iuanLilés  lu,  //  no  peut  elre 
arbitraire  cl  soumis  à  la  seule  condition  que  les  seiies 
indiquées  soient  convergentes  ;  cela  est  d'ailleurs  évident 
si  l'on  remarque  que  les  intégrales  0  seraient  arb.traues 
si  les  /.,,  /.,  et,   par  suite,  les  fonctions  $  et  W  étau-ut 

arbitraires. 

Mais    on    peut   se    donner    arburairement.   les    lonc- 

lions  hi(x).   sous   la   condition  que    V  ( A/  I    s'»»- 


P' 


convergente-,  les  fonctions  A,  sont  alors  délerni.nees. 

Eu  effet,  supposons  que  l'on  con..a.sse  des  fonc- 
tions *,  W,  telles  que  l'équation  (i)  ait  pour  intégrales 
les  fonctions  périoM^ccs  F(x)  du  groupe  donné  et  par 
suite,  que  l'équation  (2)  ait  pour  intégrales  des  toue- 
tions  à  umltiplicateur  Q  du  groupe  qui,  par  leurs 
quotients,  donnent  les  fonctions  F{x).  Changeons  les 
fonctions  ///(.r)  dans  la  formule 

a*{.r)       ^d\  Pi/ 

i 

Ceci  revient  à  ajouler  à  la  série  du  second  n.embrc 
une  certaine  fonction  cpie  nous  désignerons  par  g'{x), 
var  la  nouvelle  série  obtenue  avec  les  nouvelles  fonc- 
tions /i/doit  être  convergente  comme  la  précédente,  et, 
par  consé(iuent,  la  différence  de  ces  deux  séries  est  une 
Uie  convergente,  c'est-à-dire  une  fonction  8'{x).Ux 
fonction  ^  est  alors  remplacée  par  la  nouvelle  fonction 

dans  lafpndle  A  est  un  facteur  constant  arbiliaire  ,pii 
provient  de  ^"(.r),  intégrale  de  g:'(^) ;  [la  fonction  *(a:) 
n'a  d'ailleurs  été  déterminée  (pi'à  un  facteur  constant 
prés]. 


(  488  ) 
Déterminons  maintenant  les  //  de  manière  que    les 
fonctions  F(a:)  déterminées  par  l'équation  (i)  restent  les 
mêmes  :  la  fonction  '/ {x)  doit  rester  invariable  lorsqu'on 
y  remplace  <ï>  par  <I>|.  Or,  '^{oc)  s'écrit 


7  (a;)  =  6  -— -  L  <ï>  (  :r  )  —  i  a  >  {  ki 


Posons 


en  sorte  que 


i:('-.-^î)='H'-. 


d^ 

(5)  -/Jx)  =  G——-L^(x  )  ^  iii/ix). 


dx- 


Lorsqu'on  remplace  <ï>  par  <I>|,  le  premier  terme  de 
cette  expression  s'augmente  de 


il  s'ensuit  que,  pour  que  y(x)  i-este  invariable,  6  doit 
èti'e  augmenté  également  de  l'^g",  c'est-à-dire  que  les 
premières  fonctions  Iii{x)  doivent  être  remplacées  par 
de  nouvelles  fonctions  telles  que  la  différence  des  deux 
séries  'ii{x)  et  '^\{x)  soit  g"{x),  dérivée  de  la  fonc- 
tion g^'(a:)  que  nous  avons  choisie  arbitrairement. 

Cherchons  ce  que  deviennent  les  fonctions  0.  Les 
nouvelles  fonctions  à  multiplicateur,  0j(x),  sont  les 
intégrales  de  l'équation 

(6)  4>,e';  —  *;e; +  (*',[  —  «i>iU-,  )8,  =  o, 

où  l'on  a 

(7)  *1=   /C'2A''|., 
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et,  par  conséquent, 

^=2^H-^>  ^  =  2^  -!- 4/? '— 4^ -^ -^  •^* 

D'ailleurs,  on  peut  désigner  par 

0,  =  ep(-r)  0, 

l'intégrale  de  l'équation  (6),  où  p(x)  est  une;  fonction 
jusqu  ici  inconnue  que  nous  allons  déterminer.  On  a 

0;       ,     0'        0';       „      „        ,0'     0" 

0,  ^  &  0,  ^         '  '0  0 

r.  1  *'i       *'ii       ©î       61       iT'  1 

Keniplacant  x"*-' :ir^' — ^' TT^'    tii  parles  expressions 
^      *  *!      <î>i      01      0,  ^  ^ 

pi'écédentes  dans  l'équation  (6)  mise  sous  la  forme 
0'(      *',  0;      *';      ,^, 

0,  *i    0,  *! 

nous  obtenons  l'équation 

—  3(,^2+^")  — 3^  —  — W  =  o, 

(|ui  doit  se  réduire  à  l'équation  (2)  mise  sous  la  forme 
0"       *'  0'       *' 

.  -: H    =0. 

0  *     0  * 

La  condition  nécessaire  et  suflisanle  est 

et  les  nouvelles  fonctions  (-),  sont  donc  données  par  la 

formule 

^ii  r)  —  Àeff'-^'  H(.r), 
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où  0(x)   esl   l'inlégrale  générale   de  i"éc[iiaLioii   (2)   cl 
où  g{x)  est  l'intégrale  de  g'(x),  à  une  constante  près 
qui  est  mise  en  évidence  par  le  facteur  arbitraire  )>. 

Clierchons   enfin    quel    est   le    niultiplicaleur    (j|    des 
nouvelles  fonctions;  on  a,  pai-  la  formule  connue, 


*  I  (  5  )  r/5 


1  y    <i>i( xd.c 

(»)      ^  , 

l  y/   e^-ff'-^^  ^{x)dx 

Ainsi,  lorsqu'on  multiplie  la  fonction  <I>(x)  par  un 
facleiiv  arbitraire  'j-^<?-^'-^^  et  que  l'on  augmente  '^^{x) 
de  g"^  les  fonctions  Ffo*)  restent  les  mêmes,  mais  les 
fondions  à  multiplicateur  0(x)  sont  multipliées  par 
eS^x\  racine  carrée  de  C2-,  et  leur  multiplicateur  est  mul- 
tiplié par  e^''^^-^''-^'. 

Il  résulte  de  là  la  possibilité,  évidente  a  prioii,  d'ob- 
tenir une  infinité  de  systèmes  de  fonctions  à  multiplica- 
teur 0  qui,  par  leurs  quotients,  donnent  les  fonctions 
périodiques  F(a:)  du  groupe  donné  :  on  passe  d'un  sys- 
tème à  un  autre  en  multipliant  les  fonctions  B  du 
pi'(Mnier  système  par  une  même  fonction  arbitraire  'j(j"). 
o(^x)  =  eS'^-^''  étant  arbitraire,  on  voit  qu'on  pourra  ob- 
tenir un  système  de  fonctions  0  dans  lequel  une  de  ces 
fonctions  est  donnée  a  priai  i;  toutes  les  autres  sont 
alors  délerminées  complètement.  On  peut,  au  contraire, 
se  donncîr  arbitrairement  O,  (x).  Mais  il  est  évident  que 
les  fonctions  $,(x)  et  0(  (x)  obtenues  ainsi  ne  satisfont 
pas  toutes  à  la  condition  d'être  entières,  condition  dont 
nous  nous  sommes  servi  tout  d'abord  pour  déterminer 
les  équations  (1)  et  (2).  Si  ^(x)  et  les  intégrales  0(.r) 
sont  des  fonctions  entières,  on  n'obtiendra  de  nouvellçs 
fonctions  entières  <I>,(a:),  0|(j:)  qu'autant  (jue  '■s>(x) 
sera  entière. 
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Rappelons  que  nous  nous  sommes  servi,  dans  une  jNole 
précédente,  de  l'indéterminalion  des  fonctions  hi{x), 
c'esl-à-direde  la  possibilité  de  la  transformation  de  ^{x)^ 
pour  obtenir,  dans  le  cas  du  groupe  de  sn(xlK,  tK  ), 
soit  les  fonctions  H,  6  de  Jacobi,  soil  les  fonctions  du, 
d^a  de  Weierslrass,  et  ajoutons  qu'on  pourrait  obtenir 
«■gaiement  les  fonctions  Al(x)  de  Weierstrass,  par  un 
clioix  convenable  de  cp  =  e^(•'^^  pnis(pie  ces  dernières 
fonctions  ne  diffèrent  des  précédentes  cpie  par  un  facteur 
exponentiel. 

De  ce  fait  qu'on  peut  obtenir,  pour  un  groupe  donné, 
un  système  de  fonctions  e(x)  dans  b-quel  l'une  est  arbi- 
traire (•),  on  ne  peut  conclure  que  le  multiplicateur 
donné  par  les  formules  (8)  et  (4)  soit  arbitraire,  ce  qui 
reviendrait  à  dire  qu'on  peut  clioisir  g{x)  de  manière 
que  8,  soit  une  fonction  donnée  de  s{x)  et  de  x,  ou 
encore  que,  pour  toutes  les  substitutions  s{x)  du  groupe, 

on  ait 

g{s)  =  g{x)'^l{op), 

où  \{x)  serait  une  fonction  donnée.  Toutefois,  dans 
quelques  cas,  on  peut  vérifier  que,  quel  que  soit  le 
groupe  donné,  on  peut  cboisir  g{x)  ou  ^^{x)  de  ma- 
nière (jue  le  multiplicateur  soit  une  fonction  donnée  ; 
soit,  par  exemple, 

On  voit  immédiateaient  (ju'il  faut  (;t  (pi'il  sullit  (]ue 

ci>i(5)  =  *,(,r), 

c'est-à-dire  (pie   *,    doit  être   une   fonction    périodique 


(')  Nous  raisonnons  toujours  dans  l'iiypollicse  où  exislonl  des 
fonctions  uniformes  I '  (  ^  )  du  groupe  donné  cl  nr  considérons  i<-i 
(HIC  lie-;  fnnclii.ns  Hf.r  )  uniformes. 
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du  groupe,  et  il  est  évident  f|u'oii  peut  toujours 
prendre  g{-'x:)  pour  qu'il  en  soit  ainsi.  Cependant,  si 
l'on  exigeait  que  $,  et  les  nouvelles  fonctions  $, 
fussent,  comme  les  premières,  des  fonctions  entières, 
il  faudrait  qu'il  y  eût  des  fonctions  entières  ()><!>)  +  u) 
du  groupe;  or,  dans  ce  cas,  ou  sait  que  <I>|  est  la  dérivée 
(à  un  facteur  constant  près)  de  ces  fonctions  F(x)  en- 
tières; toutes  les  fonctions  F(a:)  du  groupe  étant  fonc- 
tions linéaires  de  l'une  d'elles,  les  fonctions  entières  du 
groupe  satisferaient  à  une  équation  de  la  forme 

F'(.)  =  ^2Zj5±lll^ 

et  par  consécpient  ces  fonctions  entières  seraient  de  la 

forme 

F(ar)  =  Xgxx,^  jjt. 

Le  cas  où  <E>(a:)  est  une  fonction  entière  et  où  le  mul- 
tiplicateur 8  est  égal  à  la  racine  carrée  de  s'^.  ne  peut  donc 
se  présenter  que  pour  un  groupe  particulier  pour  lequel 
d'ailleurs  B  =  /=  i . 

Mais  si  l'on  n'assujettit  pas  $  à  être  entière,  on  voit 
qu'on  peut  toujours  former  un  système  de  fonctions  O, 
en  général  non  entières,  pour  lequel  le  multiplicateur 
est  la  racine  carrée  de  s' [x). 

Pour  que  l'on  eut 


c'est-à-dire 


dx 

'>=  -r' 
as 


&{s)  ds  =  8(x)  dx, 


il  faudrait  (jue  Voix  pût  trouver  une  fonction  <I*(.r)  telle 

que 

<I>(s j  ds^  =  4^{x)  dx^, 

et   il   n'est  guère    possihlc,   dans   l'état   actuel    de  celle 
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ihéoiie,  de  voir  dans  quels  cas  ou  pourra  délermiiier  une 
loncliou  <I>(x)  qui  satisfasse  à  cette  condition  pour  toutes 
les  substitutions  du  groupe,  et  seuleviejit  pour  celles-là. 
Si  l'on  remarque  que,  F(.r)  étant  une  fonction  du 
groupe,  ou  a  pour  toutes  les  substitutions  5  du  groupe 

¥'{s)ds^  F'(x)dx, 

on  voit  qu'on  pourrait  obtenir  des  fonctions  que  laissent 
invariables  les  substitutions  du  groupe,  par  les  quotients 
des  fonctions  F'  qui,  d'autre  part,  ont  toutes  pour  mul- 
tiplicateur -j-  quand  on  fait  à  x  une  substitution  s  du 

'■  as    ' 

groupe.  Mais  il  faut  remarquer  que  ces  quotients  ad- 
mettent, outre  les  substitutions  du  groupe  donné, 
d'autres  substitutions.  En  eiïet,  soient  deux  fonctions 
d'un  groupe  quelconque  donné,  c'est-à-dire  deux  fonc- 
tions qui  admettent  toutes  les  substitutions  du  groupe 
donné  et  seulement  ces  substitutions-là  : 


On 


où  a  et  b  sont  deux  constantes.  Si  c-  désigne  le  rapport 
de  a  à  Z>,  le  quotient  de  ces  deux  fonctions 

est  dont;  le  carié  de  l'une  des  fonctions  du  groupe  et  [)ar 
conséquent  admet,  outre  les  substitutions  du  groupe, 
(jui  sont  les  racines  de  l'équation 

toutes   les  substitutions  (jui  lont  cbangcr  de  signe  cette 
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foiiclioii  t'F/, .2  et  sont  les  racines  de  réqnalioii 

F,,.,(s)  -^  Fj^sf^)  =  o. 

Ce  quotient  f  {x)  n'est  donc  pas  une  fonction  du 
oroiipe  donné  ;  son  groupe  contient  comme  sons-groupe 
le  groupe  donne. 

Les  considérations  qui  préeèdeut  nous  amènent  à 
montrer  qu'avec  un  système  de  fonctions  à  multiplica- 
teur d'un  groupe  donné  l'on  pinit  facilement  former, 
outre  les  fonctions  F  (a?)  du  groupe,  quotients  de  ces 
fondions  0,  une  infinité  d'autres  fonctions  qui  admettent 
toutes  les  substitutions  du  groupe  donné,  mais  admettent 
en  outre  d'autres  substitutions. 

Soient  0,  et  ©o  deux  des  fonctions  à  multiplicateur 
considérées:  ces  deux  fonctions  suffisent  à  déterminer 
tout  le  système  des  fonctions  0,  |)ourvu  que  leur  rapport 
ne  soit  pas  constant,  ce  que  nous  j)ouvons  supposer. 
Soi(!nt 

deux  polynômes  homogènes  et  de  degré  m  en  0(  et  ©o. 
Si  0(5,  x)  est  le  multiplicateur  des  fonctions  0,  on  a 
visiblement,  pour  toute  substitution  s{x)  du  grou[)e, 

V,n{s{T)]  =  V,n{x)^'n{s,x), 

et,  par  consé(pient, 

Vm\six)]    _     V,„[X)  ^ 
^m[s(x)\    ~    q,n{xi 

Le  rapport  de  P,„  à  Q„,  est  donc  uiu;  fonction  qui 
admet  toutes  les  substitutions  du  groupe;  mais  elle  en 
admet  d'auti'es,  à  moins  cpu'  ///  ne  soit  égal  à  un. 


(  Mp  ) 

Kn  ellc't,  si  l'on  pose 
]c  ra]){)oil  Je  P,„  ;i  (^),„  s'éciil 


fU') 


boF'{[,Jx  )  ^  biF'{\-^_i  (x  )  -h . . . 
on   riicori; 

of  y )  =  — — • 

Cette  fonetioii  ralionnelle,  de  degré  /?;,  de  y  admet 
jii  —  I  subslilulioiis  : 

cl  par  eoiiséquent  y(a)  admet,  oulie  les  subslitutions 
du  groupe  doni^é  qui  laissent  P^,  2(^')  invariable,  toutes 
les  snbstitutions  qui  transforment  Fi.ofx^  en  1  unecjuel- 
eoncjue  des  fonctions 

^1  [  1^1,2  (J-j],.     52[Fi,2(.2";],      ...,      5/„_,[Fi,2(-r)], 

et  le  groupe  de  J (x)  n'est  pas  identique  au  groupe 
donné,  mais  contient  celui-ci  comme  sous-gionpe. 

On  peut  donc  former  une  infinité  de  fonctions  uni- 
formes, autres  f|ue  les  fondions  F(.r),  qui  admettent  les 
subslitutions  du  gronpe  donné;  mais  ces  Ibnctions  ad- 
nicttent  en  outre  d'autres  substituiions  qui,  générale- 
ment, seront  d'une  forme  toute  différente  de  celle  des 
ionclions  du  grouj)e  donné.  Entre  deux  des  fonctions 
lormées  comme  nous  venons  de  l'indiquer  existe  une 
relation  algébriipie  (puî  Ton  obtient  par  l'élimination 
de  }   entre  les  lormules  de  ces  deux  fonctions  : 

ao7"'-+-a,  r"'-i-f-..  . 

©    y  )  =  -—^ , 


'^(  r)  — 


K.T"  -+-  i>\y"~^ 
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Cette  relation  ne  dépend  que  des  coefficients  a,  h, 
a\  y ^  ...  qui  sont  d' ailleurs  arbitraires  dans  la  for- 
mation de  ces  fondions  ;  cette  relation  ne  dépend  donc 
en  aucune  manière  du  groupe  de  substitutions  donné. 

Ajoutons  Èiifln  qu'on  peut  former  des  fonctions  d'un 
oidre  encore  plus  général  que  les  précédentes  et  qui 
admettent,  avec  d'autres,  les  substitutions  du  groupe 
donné.  INous  avons  montré,  en  ellet,  dans  une  Note  pré- 
cédente, que,  pour  qu'une  fonction  admette  toutes  les 
substitutions  d'un  groupe,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que  cette  fonction  se  mette  sous  la  forme 

*[F(^)], 

où  <[>(  y)  est  une  fonction  complète  uniforme  quelconque 
et  F(:r)  une  fonction  complète  uniforme  qui  admette  les 
substitutions  du  groupe  donné  et  seulement  ces  substitu- 
tions-là. Dans  ce  qui  piécède,  la  fonction  ^{j)  est  une 
fonction  algébrique  rationnelle  ;  mais  cette  fonction 
peut  également  être  une  fonction  uniforme  transcen- 
dante quelconque.  Nous  avons  vu  aussi  que  le  groupe 
de  la  fonction  <E>[F(a:)]  contient  comme  sous-groupe  le 
groupe  de  F(a')  et  n'est  identique  à  ce  groupe  qu'autant 
que  $(j')  est  une  fonction  rationnelle  linéaire. 


[Bl] 

EXPRESSIONS  DE  tang'a  ET  cot'a  SOIS  FORME 
DE  COATIiMAMS; 

l'Aii  M.  TSURUICHI  ilAYASIlI,  à  Tokio. 


Eu  posant 

a  ^-  3  =  p, 


<:i^,j,  a"-t-  y  =  (';„ 


(  497  ) 
on  a  les  deux  formules  de  récurrence 


par  suite 


iii —  \<n 


.-P 


et 


a«_i-  j3«  = 


p  q  O  O 

l  p  q  O 

0  l  p  q 

O  O  O  O 

p  q  o  o 

1  p  q  o 
o  i  p  q 

o  o  o  o 


(déterminant  d'ordre  ii  —  \) 


(déterminant  d'ordre  n). 


Supposons  p  :=  l'Q  et   ^  =  1;    les    formules    précé- 
dentes deviennent 


I  ) 


(0 


el 


(•.'■) 


\'C.- I            o             o  o          (I 

I  x'Ç       I  o      o 

o  I       ■l'Ç  I       o 

o  o        I  \>.'C      I 

o  00  00 


"C       I       o      o 

l       '.  ^        I       o      .  .  .        o 

o       I       iZ      I 


(d'ordre  n). 


o      o       o      o 
Ann.  de  Matliéniat.,  4*  série 


(  (l'ordre  n). 
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En  ajoutant  et  retranchant,  on  en  lire 


(^  +  /^^^r= 


T  2^         I        O 

O  I         'J^        I 


O  O        O 


(d'ordre  n) 


et 


(ç_/^iTi7)«  = 


I  2^         I         o 

O  I         2^        I 

O  O  O         O 


En  posant  dans  ces  relations 

t  =  / —  I  cot2a, 

et  en  se  servant  du  théorème  mentionné  par  M.  C.-A. 
Laisant  dans  les  Archie<^  d.  Math.  u.  PhjsiJc,  t.  III, 
i"^  série,  p.  3^0,  on  trouve  aisément 


coi"a 


et 


tang"a 


cota 

—  I 

o 


I  o  o 

2  col2a  I  o 

—  I  2  C0t2a         1 


tanga 

I 

o 

o 

o 

—  I 

—  2  C0t2a 

1 

o       .  . 

o 

G 

~  I 

—  2  col 2  a 

I 

o 

O 

o 

0 

o 

—  2  col 2  a 

2  colaqc 


De  môme,  en  posant 


Z,  =  coséca 
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on  j)OurraiL  obleiiir 


cot"  a  = 


et 


cota  I 

I  2  coséc2a 


o 


cosecaa     i 


lang'^a 


tanga  t  o  o 

1  2  COSéc  2  3t  I  o 

o  r  2  coséc2a      i 


2  C05ec2a 


2  cosecaa 


Chs   formes  de  col"  a    et    tang"a    sont    aussi    remar- 
quables que  celles  qui  ont  été  trouvées  par  IM.  Studnicka 

-^   (Pascal,    Die    Determinanten, 


pour  cosny.    et  ^ 

^  SI 

p.  1 55-1  56,  traduction  allemande  du  D""  Leitzinanu),  et 
qui  peuvent  être  déduites  de  (2)  et  (i)  en  posant 

^  =  cosx. 


CORRESPOXDWCE. 


Un  abonné.  —  Dans  le  Volume  des  Nouvelles  Annales 
pour  1902  (p.  4it),  i^I-  Barisien  indique  20  solutions  du  pro- 
blème de  Malfatti.  .MiM.  Fontené  et  Gérard  ont  donné  les 
32  solutions  du  problème  dans  \q  Bulletin  de  Matliéniatiques 
élémentaires,  1900  (p.  209);  Gergonne  annonçait  ce  nombre 
de  solutions  dès  1810  ou  1811, 


Un  abonné.  —  La  démonstration  du  théorème  do  Feuerbach 
par  rinversion,  donnée  comme  nouvelle  à  la  page  ■>.'y\  du  pré- 
sent \'olume,  est  connue  depuis  longtemps;  on  la  Irouxe  repro- 
duite dans  rOuvra2;e  de  MM.  Rouché  et  de  Combcrousse.  J'ai 


(  5oo  ) 

souvenir  d'avoir  lu  cette  démonstration  dans  les  Nouvelles 
Annales;  M.  Mansion  s'en  était  fort  approché  {Nouvelles 
Annales,  i85o,  p.  4oi),  et  il  est  possible  que  la  démonstration 
lui  appartienne;  je  ne  serais  pas  surpris  qu'elle  fût  de  M.  Man- 
sion ou  de  P.  Serret. 


[K2c] 
AITRE  DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  DE  FEIERBACH; 

Par  m.  canon. 


Les  points  A,   O,   S,  O'  forment  une  division  har- 
monique, par  suite  aussi  les  points  P,  D,  S,  E  qui  en 


sont  les  projections.  Le  point  M  étant  le  milieu  de  ED, 
on  a 

MË^  =  MD^  =  MS  X  MP. 

Faisons  une  inversion  en  prenant  M  pour  pôle  et  ME 
pour  puissance. 

Les  cercles  O,  O'  se  transforment  en  eux-mêmes  et 
leur  tangente  intérieure  SL  devient  un  cercle  passant 
par  P,  d'apiès  ce  qui  précède,  et  par  M,  qui  est  aussi 
le  milieu  de  BC.  Ce   cercle  a  pour  diamètre  MN  per- 
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pendiciilaire  à  SL;  mais  AL,  menée  perpendiculaire- 
ment à  SL,  est  symétrique  de  AP,  par  rapport  à  la  bis- 
sectrice AS,  et  appartient  au  diamètie  du  cercle  ABG 
en  A,  donc  MN,  parallèle  à  AL,  est  le  diamètre  du 
cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC.  Ainsi  le  trans- 
formé de  SL  est  le  cercle  des  neufs  points;  celui-ci  est 
tangent  à  O,  O'  puisque  SL  est  une  tangente  commune 
à  ces  cercles,  qui  sont  à  eux-mêmes  leurs  transformés. 


CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1902.  SOLUTION  DU  PROBLÈME 
DE  MATHÉMATIOUES  SPÉCIALES  ; 

Par  m.  Marcel  DUBOIS, 

Elève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Carnot. 


Soient  (r)  et  (F,)  les  traces  d'un  ellipsoïde  {Y.)  et 
de  son  cône  asymptote  (E,  )  sur  le  plan  (T)  qui  passe 
par  les  extrémités  A,  B,  G  de  trois  diamètres  con- 
jugués coA,  coB,  (ijC  de  cet  ellipsoïde. 

1°  On  sait  que  ces  traces  sont  des  coniques  liomothc- 
tiques  et  concentriques;  démontrer  que  le  rapport  de 
similitude  ne  chan ge  pas  quand  on  fait  varier  soit  les 
trois  diamètres  conjugués  m X^  (oB,  wC,  soit  l'ellip- 
soïde (E). 

2"  Cela  étant,  on  donne  trois  points  A,  B,  C  non  en 
ligne  droite  et  l'on  considère  tous  les  ellipsoïdes  (E) 
dont  les  points  A,  B,  C  sont  les  extrémités  de  trois  dia- 
mètres conjugués. 

Démontrer  que  tous  ces  ellipsoïdes  (E)  et  leurs 
cônes  asymptotes  (Fj,  )  sont  coupés  suivant  des  coniques 
fixes  {Y)  et  {Y,). 
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3"  On  prend  /)our  axes  de  coordonnées  les  axes  de 
symétrie  Ox,    Oy  de  (F)  et    la   perpendiculaire  Oz 

Trouver  L  équation  de  celui  des  ellipsoïdes  (E)  qui 
a  pour  ceritre  un  point  m  de  coordonnées  ;r, ,  j  , ,  z^. 

4°  Soient  P,  Q,  R  les  traces  sur  (T)  des  axes  de 
symétrie  de  cet  ellipsoïde  (E),  ayant  pour  centre  oj. 
Montrer  que  PQR  est  conjugué  par  rapport  à  (F,). 
Déterminer  le  cercle  (C,  )  conjugué  au  même  triangle 
PQR. 

5°  Montrer  que  P,  Q,  Pi  peuvent  être  obtenus  par 
l  intersection  d'un  cercle  (Co)  et  d' une  hyperbole  équi- 
latère  (H)  ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes 
de  symétrie  de  (F,  ). 

Le  cercle  (Co)  coupe  l'bj  perbole  (H)  en  un  qua- 
trième point  S  que  Von  construira.  Déterminer  les 
puissances  par  rapport  à  (Co)  de  l'origine  O  des  coor- 
données et  du  point  de  rencontre  des  hauteurs  du 
triangle  PQR.  Construit  e  (C2). 

6**  Examiner  le  cas  particulier  où  (F)  est  un 
cercle. 

I.  Prenons  toA,  coB,  wC  comme  axes  des  r,  y,  z  et 
soient  a,  b,  c  les  longueurs  respectives  de  ces  trois  seg- 
ments. 

Pour  abréger,  nous  substituerons  aux  coordoDuées 
courantes  les  coordonnées 

abc 

(E)  a  pour  équation 

\2-+- Y2-4-Z2— I  ^  o; 
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(E,  )  a  pour  équation 

X24- Y-^-+-Z2=o; 

(T)  a  pour  équation 

X  +  Y  +  Z  — 1  =  0. 

Le  centre  O  des  moyennes  distances  des  trois  points 
A,  B  et  C  a  pour  coordonnées 

X-Y'=Z'=I. 

Transportons  les  axes   parallèlement  à  eux-mêmes 
«n  O. 

L'équation  de  (E)  devient 

l'équation  de  (E,)  devient 

l\2  /,.  I 


J'équation  de  (T)  devient 

X-i- Y-+-Z  =  0. 

En  tenant  compte  de  la  troisième  équation  dans  cha- 
-cune  des  deux  premières,  on  voit  que  (T)  et  (T,)  peu- 
vent être  définies  comme  sections  par  (T)  des  deux  qua- 
driques  dont  les  équations  sont 


X2-4- Y2  4-Z2— r  =o  et  X2-t-Y2-t-Z2 


3  -^ 


I 

r   =  o. 


,quadriques  homolhétiques  et  concentriques,  le  centre 
commun  étant  O  et  le  rapport  de  similitude  i\/9.. 

(V)  et  (r,)  sont  elles-mêmes  liomothétiques  et  con- 
centriques. Leur  centre  commun  est  le  centre  de  gra- 
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vite  O  du  triangle  ABC  et  le  rapport  de  similitude  est 
constant  et  égal  à  i^i. 

II.  Si  l'on  se  donne  A,  B  et  C  non  en  ligne  droite, 
(r)  est  déterminé  par  son  centre  et  trois  de  ses  points. 
(Fj  )  s'en  déduit  par  homothétie,  le  centre  et  le  rapport 
d'homotbétie  étant  connus. 

Si  l'on  se  donne  en  outre  le  centre  oj  de  l'ellip- 
soïde (E),  celui-ci  est  complètement  déterminé  par  son 
cône  asymptote  (E|)  et  un  point  quelconque  de  (F), 
(E|)  étant  défini  par  son  sommet  to  et  sa  base  (F,). 
(E)  ne  dépend  donc  que  de  (F)  et  oj  :  les  sommets  d'un 
triangle  quelconque  inscrit  à  (F)  et  dont  le  centre  de 
gravité  est  en  O  sont  les  extrémités  de  trois  diamètres 
conjugués  de  (E). 

III.  Supposons  (F)  doni\é  par  ses  axes  de  lon- 
gueurs 2  a  et  2  p.  L'équation  de  (F)  dans  le  plan  (F), 
rapportée  au  système  d'axes  stipulé  dans  l'énoncé,  est 

a^  [j- 

on  en  déduit  celle  de  (F,) 

^^    ,    Y'    .    '  _ 

a'-  P^         2 

On  obtiendrait  facilement  l'équation  de  (E,  )  : 

{xz^  —  zxx}^        (7^1  —  zyi  y-        (z  —  ZiY  _ 
7^  "^  p^  "^  -i  ~ 

Celle  de  (E),  qui  n'en  dilFère  que  par  un  terme  constant 
que  l'on  détermine  immédiatement,  est  : 

xzx  —  zxÇf  _^  (YZi  —  zyx)"-       jz  —  ZjY  _  3£|  _  ^ 


p. 
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IV.  Le  trièdre  des  axes  de  (E)  étant  un  système  de 
trois  diamètres  conjugués  est  conjugué  au  cône  asym- 
ptote (E();  étant  trirectangle,  il  est  conjugué  au  cône 
isotrope  de  même  sommet  to.  C'est  donc  le  trièdre  con- 
jugué commun  à  ces  deux  cônes.  (T)  le  coupe  suivant  le 
triangle  PQR  conjugué  commun  aux  sections  (F,) 
et  (C|)  des  deux  cônes.  (C()  est  le  cercle  de  centie  to,, 
projection  de  w  sur  (T),  et  de  rayon  i.Lù(x)^  =  iz^. 

V.  Les  diamètres  conjugués  d'une  même  direction 
dans  (r,)  et  (Cj),  c'est-à-dire  les  polaires  par  rapport 
à  ces  coniques  d'un  même  point  à  l'infini  du  plan  (T), 
décrivent  deux  faisceaux  liomograpliiques  dont  les  som- 
mets sont  les  centres  O  et  oj,  de  (F,)  et  (G));  leur 
point  de  rencontre  décrit  une  conique  (H)  passant 
par  O  et  to, . 

Si  la  direction  devient  celle  d'un  des  côtés  du  triangle 
conjugué  commun  à  (F,  )  et  (Ci  ),  le  point  correspondant 
de  (H)  est  évidemment  le  sommet  opposé.  (H)  est  donc 
circonscrit  à  PQR. 

Soit  M  un  des  points  de  rencontre  de  (H)  avec  (F,  ). 
La  direction  de  la  tangente  en  M.  à  (F,)  est  la  direction 
conjuguée  de  OM  dans  (F(  )  ;  par  suite  du  mode  de  géné- 
ration de  (H)  elle  est  aussi  conjuguée  de  w,  M  dans  (C,), 
c'est-à-dire  qu'elle  lui  est  perpendiculaire,  to,  !M  est  donc 
normale  à  (F,).  (H)  passant  par  O  et  les  pieds  des  nor- 
males de  to,  sur(F,)  coïncide  avec  l'hyperbole  d'Apol- 
lonius de  W)  par  rapport  à  (F,). 

Le  centre  de  (H),  circonscrite  à  PQPi,  est  sur  le  cercle 
des  neuf  points  de  ce  triangle,  cercle  qui  passe  par  le 
milieu  des  segments  des  hauteurs  conq)ris  entre  leur 
point  de  rencontre  o))  et  chacjue  sommet.  L'Iiomutliétique 
dans  l(!  rapporta,  le  centre  d'homolhétie  étant  (0|,  est  le 
cercle  (Ca  )  circonscrit  à  PQR.  Le  point  symétrique  de  (^i^ 
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par  rapport  au  centre  de  (H)  est  donc  le  quatrième  point 
commun  Sa  (Co)  et  à  (H). 

La  construction  de  S  se  déduit  de  celle  du  centre  de 
l'hyperbole  d'Apollonius  (H).  De  (o,  abaissons  sur  cha- 
cun des  diamètres  conjugués  égaux  de  l'ellipse  une  per- 


pendiculaire que  nous  prolongeons  jusqu'à  son  point  de 
rencontre  avec  l'autre  diamètre.  Le  quatrième  sommet 
du  parallélogramme  ainsi   commencé  sera  S. 

(C2)  est  circonsciit  au  triangle  conjugué  commun 
à  (F,)  et  (C,).  Etant  harmoniquement  circonscrit  à  ces 
deux  coniques,  il  est  oithogonal  à  leurs  cercles  de 
Monge,  c'est-à-dire  que  les  cariés  des  puissances  de  O 
et  w,  par  rapport  à  (C2)  sont 


et 


On  en  déduit  les  seconds  points  de  rencontre  de  (Co) 
avec  OS  et  oj.  S,  soient  S'  et  S",  et  (Co)  est  déterminé 
par  trois  points  :  S,  S',  S". 


VL  coABC  étant  un  système  de  trois  diamètres 
conjugués  de  (F^)  est  un  trièdre  conjugué  à  (E,).  Le 
triangle  ABC  est  donc  conjugué  à  (L|).  Si  (F)  est  un 
cercle,  (F,)  est  un  cercle  concenlriquc  et  ABC  inscrit 
au    premi(!r    et    conjugué    au    second    (;st    évidemment 


(  ^^1  ) 

équilaléral.  Tous  les  triangles  écjuilatéraux  inscrits 
dans  (r)  ont  pour  sommets  les  extrémités  de  trois 
diamètres  conjugués  de  (E). 

L'un  des  sommets  du  triangle  PQR  conjugué  commun 
aux  deux  cercles  (F,)  et  (Ci)  est  k  l'inlini  sur  leur  axe 
radical.  Les  deux  autres  sont  le  points  doubles  de  l'iu- 
volution  déterminée  par  ces  dei  c  cercles  sur  la  ligne  des 
•centres.  On  construit  facilement  ces  points  doubles  réels 
an  définissant  l'involiition  par  deux  cercles  réels  ren- 
contrant Oco,  aux  mêmes  points  imaginaires  cpie  (F,) 
<t  (C,). 

(H)  et  (Co)  se  réduisent  tous  deux  à  O  co,  et  la  droite 
de  l'infini  de  (T). 

Nous  pouvons  reprendre  par  le  calcul  les  parties 
traitées  géouiétriquement  : 

IV.  Soient  x' ,  y',  o  et  x",  i  ",  o  les  coordonnées 
de  Q  et  R.  L'érpiation  du  plan  diamétral  conjugué, 
dans  E,  de  la  direction  ojQ  est 

(^  —^O Zi ^^^  —y^) 1^2 

.Ti(tzi  —  3^1  )        Xi  (yz^  —  zvt  )    ,    ^  — 


R  y  étant  contenu  on   a 


y  r 


Comme  nous  supposons  ^,  ^  o,  ceci  exprime  (jue  Q 
■et  R  sont  conjugués  par  ra[)port  à  (F,).  On  démon- 
(trerait  qu'il  en  est  de  même  de  R  et  P  et  de  V  et  Q. 

toQ  et  (jj  R  étant  rectangulaires,  on   a 

(r'—  r,  )  ix"  —  ^,  )  -r-  (y'—yi )  {y"—yx )  +  -î  =  o, 
«e  qui  expiime  (pu;  (^  et  R  sont  conjugués  par  rapport 
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au  cercle  (C,),  dont  l'équation  est 

{x  —  Xi  f-  -i-  iy  —  vi  y--^z\^  o. 

Ou  dénior.trerait  qu'il  eu  est  de  même  de  R.  et  P, 
PetQ. 

V.  Ou  obtient  les  coordouuées  :r,  y,  o  des  traces 
sur  (T)  des  axes  de  (E)  en  exprimant  que  la  direction 
d'un  axe  est  perpendiculaire  au  plan  diamétral  con- 
jugué :  o(x,  y,  z)  désignaul  l'ensemble  des  termes  du 
second  degré  de  E,  on  doit  avoir 


X  —  Xi 

7—yi 

— ■  ^1 

c'est-à-dire 

xz] 

XiXZ, 

rir-i 

2l 

a2 

Oi- 

^2 

2 

^  — ^1      y—yi 


équalious  qui  peuvent  être  remplacées  par  le  système 
des  équations  (i)  et  (2) 


(I) 


(V 


7~ 


Ji/  _  -^^i    ,   Jfi  ^  ' 


—  > 


en  supposant  z,  ^  o. 

jNous  introduisons  d'ailleurs  nue  solution  étrangère 
définie  par  (3)  et  (4)  : 

X  V 

(3)  —  +  •--  =0, 

Xi         j-i 

{\)  1-  ^ ^  =  o. 

^         y± 

a2  p-^ 


(5) 


(  ^09  ) 
En  développant  l'équation  (2)  on  a 

\xi       yij  2 

En  supposant  a- —  i^"^  o,  de  (i),  on  tire 

et,  en  portant  dans  (5),  on  a  l'équation  d'un  cercle  (Co) 


a2— 32  \^p2.^j         a'-jKi 

■-^^  \  x\       y\  I         V^i      ji 

(i)  est  l'équation  de  l'hyperbole  (H)  d'Apollonius 
par  rapport  à  (F)  du  point  de  coordonnées  X),  j'i,  o, 
centre  de  (C,),  par  conséquent  point  de  rencontre  w, 
des  hauteurs  du  triangle  PQR. 

(H)  et  (C2)  se  coupent  en  P,  Q,  R  et  un  quatrième 
point  S  correspondant  à  la  solution  étrangère  définie 
par  (3)  et  (4).  On  vérifie  immédiatement  que  S  est 
symétrique  de  to,  j^ar  rapport  au  centre  de  (H)  et  l'on  en 
déduit  la  construction  déjà  donnée  pour  le  point  S. 

11  suffit  de  substituer  aux  coordonnées  courantes 
celles  de  O  et  w,  dans  l'équation  de  (C2)  pour  constater 
que  les  puissances  de  ces  points  par  rapport  à  (C^)  ont 


(  5io  ) 
pour  cariés 


et 


Vr.  Comme  pour  PQR,  nous  montrerions  que  ABC 
est  conjugué  à  (F,).  Si  (F)  est  un  cercle  a=  [3  =  o. 
Soient  .r',  y\  o  et  a",  j",  o  les  coordonnées  de  B  et  C. 
On  a,  puisque  B  et  C  sont  sur  (F), 

et,  puisqu'ils  sont  conjugués  par  rapport  à  (F,), 

•lx'u-"-+-  '^■y'y'-r-  p-=  o. 

En  poitant  dans  l'expression  de  BG  on  trouve 
pour  BC  la  valeur  p  y/3,  évidemment  la  même  pour  CA 
etAB;  ABC  est  équilatéral. 

Comme  a- — -[51-=  o,  les  équations  de  (C2)  et  (H) 
qui  se  réduisent  toutes  deux  à  celle  de  Ow,  ne  peuvent 
plus  définir  PQR. 

P  et  Q  sont  délinis  par  (i)  et  (5)  et  sont  donc 
sur  Oo), . 

R  est  passé  à  l'infini. 

S  est  à  l'infini  sur  la  droite  ^ [-  ^—  r=  o. 

•^1        Ji 


CERTIFICATS  DE  ilIÉCAMQlE  RATIONNELLE. 


Question  de  colrs.  —  Établir  en  Cinématique  le  théo- 
rème de  Coriolis  et  montrer  comment  on  riitilise  en  Dyna- 
niifjue. 

PuoBl.ÈMi:.  —  Une  lige  01.  mobile  autour  de  son  extré- 
mité O,  est  terminée  par  deux  anneaux  identiques  lAJ,  IBJ 
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assemblés  à  angle  droit  suivant  un  diamètre  commun  IJ 
prolongement  de  la  tige. 

Un  tore  ayant  cette  droite  IJ  comme  axe  peut  tourner 
librement  autour  de  cet  axe. 

La  position  du  système  est  définie  par  les  angles  0,  ^,  4^ 
d'Euler  fixant   l'orientation  du  trièdre  Oxyz  {Oz  coïn- 


cide avec  01,  Ox  et  Oy  sont  dans  les  plans  respectifs  des 
anneaux )  et  par  l'angle  y  dont  le  tore  a  tourné  autour  de 
son  axe  à  partir  d'une  position  initiale  prise  arbitraire- 
ment. 

Toutes  les  pièces  sont  d'ailleurs  supposées  liomogènes  et 
pesantes. 

Après  avoir  écarté  la  tige  de  la  verticale  et  donné  un 
mouvement  de  rotation,  autour  de  01,  au  tore  d'une  part, 
et  à  l'ensemble  d'autre  part,  on  abandonne  le  système  à 
lui-même. 

i"  Etablir  les  équations  du  mouvement  du  système  par 
la  méthode  de  Lagrange; 

•i"  En  déduire  que  la  vitesse  de  rotation  propre  du  tore 
autour  de  son  axe  reste  constante  ; 

3"  En  déduire  aussi  que  le  mouvement  du  trièdre  défiini 
par  0,  cp,  (]/  est  celui  d'un  solide  de  révolution  homogène  et 
pesant,  suspendu  pa/'  un  jioint  de  son  axe. 
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Solution. 

Prenons  suivant  la  verticale  ascendante  l'axe  O^i  du  trièdre 
de  référence. 
Soient 

A  et  G  les  moments  d'inertie  du  tore  par  rapport  à  Ox  ou  Oy 

et  Os; 
A'  et  G'  les  moments  d'inertie  pour  l'ensemble  de  la  tige  et  des 

anneaux; 
P  le  poids  total  ; 
d  la  distance  au  point  0  du  centre  de  gravité  du  système. 

On  a 

2T  =  (A-+- A')(6'2-+-ti;'2sin2e) 

-h  G(/_'-H-  œ'-h  4/'cose)2-+-  G'(ti'-t-4;'cose)2, 

U  =  P<icosO. 

Les  équations  de  Lagrange  relatives  à  y  et  à  tf  donnent  deux 
intégrales  premières,  desquelles  on  déduit  immédiatement 

■/'=  const.  =  X.Ô, 
«f>'+  il'  cos6  =  const.  =  /'q. 

L'équation   de    Lagrange   relative   à  '|^   et  le  théorème   des 
forces  vives  donnent  les  deux  intégrales  premières, 

(AH-A')il^'sin2  6+  (c-i-  G'h- G' ^  j /"o  cosO  =  const., 
(A  -4-  A')  (G'2-i-(];'2  sin2e)  =  aPr/cosô  -j-  const., 
qui,  jointes  à 

(f'-+-  'ycosO  =  /'o, 

définissent  le  mouvement  du  trièdre.  On  reconnaît  qu'elles  dé- 
finissent ainsi  le  mouvement,  autour  de  O,  d'un  solide  de  ré- 
volution autour  de  0--,  de  même  poids  et  de  même  centre  de 
gravité  que  le  système  donné,  mais  de  moments  d'inertie 

A-f-A' 


et 


C  +  C 
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/•o 


tinirné  do  la  rotation  initiale  /"o  autour  de  son  axe. 

(Lille,  novembre  1900.) 

Une  barre  homogène  repose  par  son  milieu  sur  le  sommet 


d'une  chaînette  renversée  dont  l'axe  est  vertical.  On  écarte 
la  barre  de  sa  position  d'équilibre  et  Von  suppose  qu'elle 
recule  sans  glisser  sur  la  chainette.  On  suppose  en  outre 
que  le  centre  du  système  mobile  est  en  G  à  une  dis- 
tance CG  =  a  sur  la  perpenditulaire  au  milieu  de  la 
barre;  déterminer  le  mouvement  de  la  barre. 

Epreuve  pratique.  —  Il  n'y  a  pas  d'épreuve  pratique. 

(Besançon,  juillet  1901.) 


I.  Dans  un  plan  fixe  P  on  donne  un  cercle  (<  et  un  de  ses 
diamètres  D;  un  plan  II  glisse  sur  P  de  manière  qu'une 
droite  A  du  plan  II  reste  tangente  à  G  et  qu'un  point  kde  L 
glisse  sur  D  avec  une  vitesse  constante.  Lieux  du  centre 
instantané  dans  les  plans  P  et  II.  Lieux  des  points  dont 
l'accélération  centripète  ou  tangentielle  est  nulle  à  un, 
instant  donné. 

II.  Une  plaque  pesante,  très  mince  et  homogène,  a  la 
forme  d'un  triangle  PQR  rectangle  en  P  :  les  côtés  PQ,  PR 

ont  une  même  longueur  Ga;  PQ  est  assujetti  à  glisser  sans 
frottement  sur  un  plan  horizontal  fixe  H.  A  l'instant  ini- 
tial  la  plaque   est   immobile  au-dessus  du  plan    II    et   on 
Ann.  de  Mathëmal.,  4*  série,  t.  II.  (Novembre  1902.)  33 
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l'abandonne  à  l'action  de  la  pesanteur.  Déterminer  son 
mouvement  en  admettant  qu'elle  puisse  passer  d'un  côté 
à  l'autre  du  plan  H. 

Solution. 

Par  le  centre  de  gravité  G,  menons  Gcr,  Gy  parallèles 
à  PQ  et  à  PR,  Gz  normal  à  la  plaque,  et  trois  axes  de  direc- 
tions invariables,  Gxi,  Gy^  horizontaux,  G^i  en  sens  con- 
traire de  la  pesanteur.  La  position  de  la  plaque  peut  être 
déterminée  par  les  trois  angles  d'Euler,  (^,  6,  o  (cp  étant  tou- 
jours nul)  et  par  les  coordonnées  ^,  r\,  'C  —  ia  sin6,  de  G  par 
rapport  à  des  axes  parallèles  à  G^i,  y\,  ^i  ayant  leur  origine 
dans  le  plan  H.  La  force  vive  est  de  la  forme 

M  ( ï'2  +  r;'2  +  ^'2  )  ^  A/?-'  -^Vycf--^Gr'- 

—  'i.\)qr  —  >.  K  rp  —  %  ^  pq  ; 


q  =  'V  siuO,  /■  =  '{/'  cosO, 


et  lou  trouve 


A  =  B  =  2Mrt2^        G  =  4Ma2,         D  =  E  =  o,         F  =  -M«2, 

•îT  =  M[ï'2-i-T;2+2(i-+-'icos=G;«nj'--i 

-h  •2([  -f-  cos2f))rr2'V2-h  ar^^e'j,'  sinOJ. 

Les  équations  de  Lagrange  relatives  à  f,  ■/;,  'L  donnent 

^'=  ■({  =  G,         ^(n-  cos2e)il'-i-0'sinG  =  o, 
2t^  =  arc  tang  cos6  —  arc  tang  cosôo ; 

l'intégrale  des  forces  vives  donne  ensuite 

A''  (i4-cos2  6)(sin6o— sinO) 
0  -  =  o  - 


a      8  cos^O -H  1 3  cos^O  +  3 


lipREUVE  PRATIQUE.  —  Calculer  à  o,ooi  près  le  jiaramètre 
de  la  chaînette  dessinée  par  un  fil  de  longueur  17,  dont 
une  extrémité  est  à  l'origine,  l'autre  au  point  a;-,  =  i4, 
y,  =  8,  yi  en  sens  contraire  de  la  pesanteur  {a  =  io,8o5). 

(Caen,  juillet  lyoï.) 
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Un  rectangle  ABCD,  de  grandeur  invariable,  de  masse 
nulle,  à  deux  sommets  consécutifs  A,  B  situés  sur  un  axe 
fixe  0  z  faisant  un. angle  donné  avec  la  verticale.  Ce  rec- 
tangle peut  tourner  autour  de  Oz  et  glisser  le  long  de  cet 
axe.  Le  côté  CD  du  rectangle  est  l'axe  de  révolution  d'un 
solide  S,  homogène  et  pesant,  qui  peut  tourner  autour 
de  CD. 

Etudier  le  mouvement  du  système  en  supposant  les  liai- 
sons sans  frottement. 

Epreuve  pratique.  —  Deux  cylindres  de  révolution  ont 
même  centre  et  même  axe  de  révolution.  Le  premier  a  pour 
rayon  ï{.,pour  hauteur  h:  le  second  a  pour  rayon  R'  et  pour 
hauteur  h',  et  l'on  suppose  R'<  R,  A'<  h.  Le  volume  com- 
pris entre  les  deux  cylindres  est  rempli  d'une  matière  ho- 
mogène de  densité  p. 

Calculer  :  i"  le  moment  d'inertie  du  solide  ainsi  constitué 
par  rapport  à  l'axe  de  révolution;  1°  le  moment  d'inertie 
par  rapport  à  un  axe  perpendiculaire  au  précédent  mené 
par  le  centre  de  gravité;  3"  son  énergie  cinétique  lorsqu'il 
tourne  avec  une  vitesse  angulaire  donnée  w  autour  de  l'axe 
de  révolution. 

On  évaluera  l'énergie  cinétique  en  kilogi-ammètres,  avec 
une  erreur  relative  inférieure  à  o,oi,  en  posant  R^i"", 
K'=o"',8o,  /i=o'",io,  A'=o"',o5,  p  =  7,5  et  en  supposant 
que  le  solide  fasse  i8o  tours  à  la  minute.  On  posera 

g=g-\8i. 

(Grenoble,  juillet  igoi.) 

Question  de  cours.  —  Théorème  de  Lejeune-Dirichlet  sur 
la  stabilité  de  l'équilibre. 

Problème.  —  Un  cône  pesant  de  révolution,  de  rayon  de 
base  o™,i,  d'arête  o™.  2,  a  pour  sommet  un  point  fixe  O 
autour  duquel  il  peut  tourner  librement.  Il  est  assujetti  à 
s'appuyer  par  son  arête  circulaire  sur  la  face  intérieure 
d'un  cylindre  creux  fixe,  de  révolution  autour  d'un  axe  Os] 
horizontal  contenant  le  sommet  O  du  cône:  le  rayon  de  ce 
cylindre  est  ^/S  décimètre. 

ICtudier  le  mouvement  de  ce  cône,  en  supposant  qu'il  n'y 
ait  pas  de  frottement,  et  que  le  cône  soit  abandonné  sans 
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vitesse  lorsque  la  génératrice  du  cône  passant  par  le  point 
d'appui  est  horizontale. 

SOLITION. 

L'axe  du  cône  fait  un  angle  constant  de  jo"  avec  Os).  Les 
forces  sollicitant  le  cône  rencontrent  son  axe  et  le  théorème 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  cet 
axe  donne  une  intégrale  première;  le  théorème  des  forces 
vives  donne  une  seconde  intégrale,  en  sorte  que  le  problème 
est  ramené  aux  quadratures. 

Attachons  au  cône  le  trièdre  positif  qui,  dans  la  position 
initiale,  est  défini  par  l'axe  O^  du  cône  et  la  verticale  descen- 
dante Ox  du  sommet  O;  soient  6,  cp,  ^  les  angles  d'Euler 
fixant  la  p_^osilion  de  ce  trièdre  à  l'instant  t.  En  notant  qu'ini- 
tialement cp,  <\  et  leurs  dérivées  sont  nulles,  on  obtient  les 
équations 


a  =  -  \J g  \/o  {g  exprimée  en  décimètres), 

3 

'l  s'exprime  en  fonction  ellijitique  de  y.t  comme  dans  la  théorie 
du  pendule  simple 

sin  ■!/ =  ■ — — —  ,  |p(  ?/;  —  I,  o,  +  I)]. 

p(3S/^/^^j  a^ille,  juillet  .901., 

L  Principe  d'Archiniède.  Généralisation  de  ce  principe 
dans  le  cas  où  les  forces  distribuées  sur  le  solide  rigide 
plongé  dans  le  Jluide  envisagé  sont  quelconques. 

IL  Un  point  matériel  }>\.,  de  masse  égale  à  i?,  est  soumis 
à  Vactionde  deux  forces,  l'une  attractive,  l'autre  répulsive, 
émanant  d'un  même  centre  fixe  O.  La  force  attractive 
varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  du  point  M 
au  centre  O,  la  force  répulsive  en  raison  inverse  du  cube 
de  cette  même  distance.  A  l'instant  initial,  le  point  M  est 
placé  en  un  point  donné  Mq  situé  à  o'".oi  de  distance  du 
centre  O;  le  segment  qui  représente  sa  vitesse  initiale  fait 
un  angle  de  3o°  avec  le  prolongement  du  vecteur  OMo,  et 
la  longueur  de  ce  segment  est  de  o"',o.j;  à  cet  instant  initial, 
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r intensité  de  la  forée  attractive  est  de  \\  dynes,  celle  de  la 
force  répulsive  est  de  12  dynes.  On  demande  la  trajectoire 
et  la  loi  du  mouvement  du  point  M. 

(Nancy,  juillet  1901.) 

Épreuve  écrite.  —  in  système  pesant  est  formé  de  deux 
billes  homogènes  sphéricjues  identiques  B,  B'  et  d'un  corp^ 


rigide  K  dont  la  surface  externe  est  celle  d'un  parallélé- 
pipède rectangle  tc,  mais  dont  la  surface  interne  comprend 
deux  plans  inclinés  P,  P'  supportant  les  billes  B  et  B'.  Le 
corps  R  admet  deux  des  trois  plans  de  symétrie  du  parallé- 
lépipède -  et  dans  l'un  de  ces  deux  plans  (plan  de  la 
figure)  sont  placées  les  deux  boules  qui  reposent,  retenues, 
sur    les  plans  P  et  P'. 

Dans  une  position  où  le  troisième  plan  de  symétrie  du 
parallélépipède  ii  est  horizontal,  et  les  billes  étant  toujours 
retenues  sur  les  plans  inclinés  et  à  un  même  niveau,  le  sys- 
tème est  d'abord  en  équilibre  sous  l'action  de  la  pe-anteur 
et  sous  l'action  des  pressions  exercées  sur  les  éléments  de  la 
surface  ir  qui  sont  situés  au-dessous  d'un  plan  horizontal 
FIXE  XY,  avec  une  intensité  proportionnelle  a  la  profondeur 
de  l'élément  au-dessous  de  ce  plan. 

Puis,  au  moyen  de  glissières  verticales  (supposées  sans 
frottement)  on  ne  permet  plus  au  corps  B  qu'un  mouvement 
de  translation  verticale.  Le  système  étant  resté  jusqu'ici 
dans  sa  même  position  d'équilibre,  o.\  abandonne  alors  sans 
impulsion  relative  les  billes  B,  B';  celles-ci  se  mettent  à 
rouler  sur  les  plans  inclines  et  l'on  demande  : 

1°  D'étudier  le  mouvement  du  système  sous  l'action  des 
forces  ci-dessus  définies,  et  de  calculer  la  pression  d'une 
bille  sur  son  plan  incliné; 

■i"  De  défini/-  l'e/fet  produit  sur  le  système  par  le  choc 
des  billes  B,  ]V  que  l'on  supposera  devoir  se  fger  en  contact 
mutuel  dès  qu'elles  se  rencontreront  ; 
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3"  Étudier  le  mouvement  du  système  après  le  choc. 

Données  : 

M  masse  du  corps  R  ; 

m  masse  de  chaque  bille; 

g  gravité; 

K  pression  rapportée  à  l'unité  de  surface  et  s'exerçant  sur 
tout  élément  superficiel  situé  à  Z 'unité  de  profondeur 
au-dessous  de  XY; 

B  inclinaison  des  plans  P,  P'  sur  le  troisièiik  plan  de  symé- 
trie de  -; 

L  distance  du  centre  de  la  bille  B  au  centre  de  la  même 
bille  supposée  venue  dans  le  plan  de  la  figure  en  sa 
position  Bq  de  contact  avec  l'autre  bille  supposée  venue 
aussi  dans  la  rigole  formée  par  les  deux  plans  inclinés; 

S  aire  limitée  par  la  ligne  commune  au  plan  XY  et  à  la 
surface  externe  du  corps  R. 

Épreuve  pratique.  —   Une  plaque  homogène  a  la  forme 
d'un  segment  de  parabole  BAB'.   Ce  segment  est  limité  à 


une  droite  BB'  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  courbe  et 
distant  du  sommet  A  d'une  longueur  AG  égale  à  16AF, 
F  étant  le  foyer.  La  plaque  pèse  aS"*^.  On  la  place  vertica- 
lement sur  un  plan  horizontal,  son  axe  faisant  un  angle 
de  45"  avec  l'horizon.  Quel  poids  faut -il  appliquer  au 
foyer  pour  que  la  plaque  soit  en  équilibre? 

(Montpellier,  juillet  1901.) 

Étudier  le  mouvement  d'un  point  non  pesant,  assujetti  à 
rester  sur  un  paraboloïde  de  révolution  et  attiré  par  une 
force  perpendiculaire  à  l'axe  en  raison  inverse  du  carré  de 
la  distance.  Le  plan  attirant  est  le  lieu  des  directrices  des 
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paraboles  méridiennes.  Le  mobile  est  lancé  avec  une  vitesse 

tangente  au  parallèle  du  point  de  départ  et  égale  à  i/  —  j 

[ji  étant  le  coefficient  d'attraction  {la  niasse  est  égale  à  i) 
et  Zq  le  z  du  point  de  départ.  On  pourra  supposer  Zq  =  ip. 
Calcul  de  la  réaction.  On  prendra  le  plan  attirant  pour 
plan  des  xy. 

Epreuve  pratique.  —  Un  cylindre  à  section  elliptique, 
homogène,  pesant,  est  suspendu  par  diverses  arêtes  {sup- 
posées Jiorizontales)  passant  par  une  extrémité  du  grand 
axe  de  l'ellipse.  Il  forme  ainsi  un  pendule  composé.  Sachant 
que  le  petit  axe  de  la  section  est  égal  à  26,  quelle  doit  être 
la  longueur  du  grand  axe  pour  que  le  pendule  simple 
synchrone  ait  une  longueur  donnée  l^  Minimum  de  l. 

(Poitiers,  juillet  1901.) 

Un  châssis  rectangulaire  très  mince,  homogène,  pe- 
sant OBCA  est  assujetti  à  tourner  autour  de  deux  de  ses 


sommets  0  et  B  situés  sur  une  verticale  Oz.  Il  est  mis  en 
mouvement  par  un  poids  P'  attaché  à  l'extrémité  d'un 
cordon  inextensible  CEBH  qui  a  son  extrémité  fixée  au 
sommet  C,  qui  passe  sur  deux  poulies  très  petites  placées 
en  E  et  en  H  et  qui,  ensuite,  descend  suivant  la  verticale  du 
point  B.  On  suppose  BE  perpendiculaire  à  OB  et  BE  =  BG. 
On  négligera  la  masse  du  cordon. 

On  demande  : 

1°  D'étudier  le  niouvcment  du  châssis  en  supposant  qu'à 
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l'instant  initial  il  est  au  repos  dans  une  position  CBOA 
faisant  un  angle  60  avec  le  plan  EBO  et  qu'on  l'abandonne 
à  lui-même  à  partir  de  cette  position; 

1°  De  calculer  la  tension  du  cordon; 

3°  D'évaluer  les  pressions  exercées  sur  les  deux  points 
fixes  O  e^  B. 

Données  : 

OA  =  2»,  OB  =  26; 

e  épaisseur  très  petite  du  châssis; 

p  5a  densité  ; 

l  longueur  du  cordon; 

60  écart  initial  sur  le  plan  EBOx. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  les  coordonnées  du  centre 
de  gravité  d'un  arc  homogène  de  spirale  logarithmique 
dont  l'équation  est 

r  =  ae>"^. 

On  prendra  l'arc  compris  entre  les  limites  ô  =  o  e<  6  =  a. 

(Toulouse,  juillet  1901.) 

Un  cylindre  circulaire  droit,  limité,  homogène,  pesant, 
de  masse  M,  est  posé  sur  un  plan  fixe,  incliné  sur  l'horizon 
d'un  angle  ce.  Deux  points  matériels  de  masse  m  sont  fixés 
aux  extrémités  d'un  même  diamètre  d'une  section  du  cy- 
lindre. Etudier  le  mouvement,  en  supposant  le  plan  et  le 
cylindre  parfaitement  polis.  Qu'arrive-t-il  en  particulier 
si,  au  début,  les  deux  masses  additionnelles  sont  à  la  même 
distance  du  plan  incliné,  le  cylindre  n'étant  animé  d'aucun 
mouvement  de  rotation  autour  de  son  axe? 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  une  lame  homo- 
gène infiniment  mince,  ayant  la  forme  d'un  secteur  de 
cercle  AOB.  Déterminer  l'ouverture  du  secteur  par  la  con- 
dition que  les  moments  d'inertie  de  la  lame,  par  rapport 
à  la  bissectrice  de  l'angle  AOB  et  à  la  tangente  au  mi- 
lieu C  de  l'arc  AB,  soient  entre  eux  dans  le  rapport  des 
nombres  i  et  5.  (Paris,  octobre  1901.) 

Epreuve  écrite.  —  Deux  cylindres  géométriquement  iden-- 
tiques,  homogènes  et  de  masses  dij/'érentes,  sont  placés  de 
façon  à  être  tangents  tout  le  long  d'une  génératrice  et  leurs 
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axes  sont  dans  un  plan  horizontal  P.  Us  peuvent  librement 
tourner  autour  de  leurs  axes  et  ceux-ci  sont  soumis  à  des 
liaisons  sans  frottements,  qui  ne  leur  permettent  d'autre 
mouvement  qu'une  translation  perpendiculaire  à  leur  di~ 
rection  commune  et  située  dans  le  plan  P.  Une  sphère  pe- 
sante de  même  rayon  que  les  cylindres  repose  sur  eux,  et 
on  lui  donne  un  mouvement  initial  absolument  quelconque. 
On  suppose  que  les  masses  de  la  sphère  et  des  deux  cy- 
lindres sont  liées  par  la  relation 

m  2  —  l^ird  m!\ 

et  Von  demande  d'étudier  le  mouvement  du  système,  les 
réactions  de  la  sphère  sur  les  cylindres,  l'instant  où  la 
sphère  quitte  les  cylindres  et  le  mouvement  qui  suit  cette 
séparation. 

Solution. 

Pour  chaque  cylindre,  on  applique  les  équations  de  Lagrange 
en  introduisant,  comme  force  extérieure,  la  réaction  de  la 
sphère.  On  a  ainsi  quatre  équations  dont  deux  montrent  que 
les  rotations  des  cylindres  sont  constantes. 

Les  équations  d'Euler  appliquées  à  la  sphère  montrent  que 
sa  rotation  est  constante  en  grandeur  et  direction. 

Enfin,  on  écrit  les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité pour  la  sphère;  l'une  d'elles  montre  que  son  mouvement 
dans  le  sens  des  cylindres  est  uniforme. 

H  reste  finalement  quatre  équations  pour  déterminer  les 
mouvements  perpendiculaires  aux  cylindres  et  les  deux  réac- 
tions. En  prenant  comme  variables  l'abscisse  x  du  centre  de 
la  sphère  et  le  demi-angle  0  des  rayons  de  contact  avec  les 
deux  cylindres  on  a  immédiatement,  par  une  intégration  facile, 
X  en  fonction  de  0,  et  l'équation  pendulaire 

-,      =  -2-  sinO. 

On  en  déduit  les  deux  réations  en  fonction  de  0  et  l'on  con- 
state que  le  contact  de  la  sphère  cesse  simultanément  avec  les 
deux  cylindres  quand  0  atteint  la  valeur  déterminée  parl'équa- 
lion 

COSO  =    — r  • 

v/3 
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Le  mouvement  qui  suit  est  très  simple  et  il  ne  reste  qu'à 
étudier  la  dislance  des  axes  des  cylindres,  ainsi  que  celles  du 
centre  de  la  sphère  à  ces  axes,  ce  qui  revient  à  voir  si  une 
équation  du  premier  degré  et  deux  équations  du  troisiénio 
degré  ont  des  racines  positives. 

Epreuve  pratique.  —  On  considère,  dans  le  plan  des  xy, 
la  région  limitée  par  la  parabole  y-  ^=  x  el  la  droite  x  =  i 
et  le  solide  S  engendré  en  faisant  tourner  cette  région  au- 
tour de  Vaxe  des  x. 

1°  Déterminer  complètement  l 'ellipsoïde  central  d'inertie 
du  solide  S  supposé  homogène  et  de  densité  égale  à  i. 

2°  Calculer  la  force  vive  du  solide  S  tournant  avec  une  vi- 
tesse constante  égale  à  l'unité  autour  de  la  droite  x  =  y  =  z. 

(Grenoble,  novembre  1901. 

I.  On  considère  trois  axes  rectangulaires  OX,  OY,  OZ 
et  un  fil  flexible,  de  masse  négligeable,  de  longueur  r2«, 
dont  une  extrémité  est  fixée  à  l'origine,  l'autre  en  un 
point  de  coordonnées  x  =  o,  y  =  ici,  z  =  ^a.  Sur  ce  fil 
sont  enfilés  trois  anneaux  très  petits,  pouvant  glisser  sans 
frottement;  le  premier  à  partir  de  Vorigine  est  sollicité 
par  une  force  aP  parallèle  à  OX,  le  suivant  par  une 
force  4P  parallèle  à  OY,  le  dernier  par  une  force  4P 
parallèle  à  OZ.  Déterminer  la  figure  d' équilibre  et  la 
tension  du  fil . 

II.  On  donne  une  sphère  homogène  non  pesante,  de 
rayon  a,  dont  chaque  élément  est  attiré  vers  un  point 
fixe  P  suivant  la  loi  de  Newton;  l'attraction  sur  l'unité  de 

masse   à    l'unité   de   distance   est    -r-a^co^y/â,  to  étant  une 

constante.  Le  centre  S  de  la  sphère  est  relié  à  un  point 
fixe  O  par  une  tige  droite,  infiniment  mince,  de  lon- 
gueur 2Cf,  passant  dans  un  canal  infiniment  étroit  creusé 
suivant  un  rayon  de  la  sphère  :  la  tige  OS  peut  tourner 
librement  autour  du  point  O  et  la  sphère  autour  de  OS  :  la 
dislance  OP  est  égale  à  'la.  A  l'instant  initial  l'angle  POS 
est  droit,  la  droite  OS  tourne  avec  une  vitesse  10  autour 
de  OP  et  la  sphère  avec  une  vitesse  i  1  œ  autour  de  OS. 
Former  les  intégrales  premières  du  mouvement  de  la 
sphère  :  montrer  quelle  serait  la  forme  de  la  trajectoire 
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du  point  S  si  l'on  ne  se  préoccupait  pas  de  la  rencontre  de 
la  sphère  avec  le  point  P. 

III.  Epreuve  pratique.  —  Une  barre  très  mince  et  homo- 
gène longue  de  o'",6o  à  son  extrémité  inférieure  sur  un 
plan  horizontal  poli,  avec  lequel  elle  fait  un  angle  de  3o°  : 
on  l'abandonne  sans  vitesse  à  l'action  de  la  pesanteur. 
Calculer,  à  o%coi  près,  le  temps  qu'elle  met  à  tomber  sur 
le  plan. 

Solutions. 

(I).  Soit  wapyoïo  le  polygone  de  Varignon  :  wx,  w!j,  w/,  wô, 
qui  représentent  les  tensions  des  quatre  parties  du  fil  sont 
égales;   les  points  a,  w,  o  sont  en  ligne  droite,  et  l'on  trouve 

3        3 
pour  les  longueurs  des  quatre  portions  du  fil,  6a,  -  «,  -  a,  3«; 

la  tension  est  3  P. 

(II).  Prenant  trois  axes  fixes,  dont  OZ,  dirigé  suivant  OP, 
on  définit  la  position  de  Ja  sphère  par  les  angles  d'Euler  0,  ij',  o. 
La  constance  de  la  projection  sur  OS  et  sur  OP  de  l'axe  du 
couple  des  quantités  de  mouvement  et  l'intégrale  des  forces 
vives  (ou  les  équations  de  Lagrange)  donnent 


/•  :=  1  I  w 

I  —  SI 


in2-0  —  /asin»-  6 


I  / —         II 

2  cos2  -  9  y/a  sin  -  0  cos-  -  0 


2 


fl  décroît  de  -  à  zéro  dans  un  temps  fini. 


cos2  6 

(III).       T  =  4/-^   I     -' — 7-^-  ^e, 


/z  f  v^^  ^  '""'■ 

^.       V  ■■'■ 


on  peut  poser  sinO  =  -  sin'-jji, 


T  =  1  /  -   -    /      (  I  -H  -r-  sin*  a  -i ;  sin»  a  -f-  ...  )  sin  u  d\x  =  o',  208. 

(Cacn,  noveniljre  1901.) 
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Épreuve  écrite.  —  Une  plaque  rf///ee  ABCD  homogène  et 
pesante,  dont  on  néglige  l'épaisseur,  repose  par  le  cô^e  AB 
sur  un  plan  horizontal  fixe.  On  demande  d'étudier  le  mou- 
vement de  la  plaque  dans  l'hypothèse  suivante  :  à  l'époque 
initiale  la  plaque  est  inclinée  de  Q>o"  sur  le  plan  horizontal, 
le  côté  AB  est  immobile,  et  la  plaque  tourne  autour  de  lui, 
en  se  dirigeant  au-dessus  du  plan  horizontal ,  avec  la  vitesse 

/  X").  g 

angulaire  4  /  —- — ;  ia  est  la  longueur  de  AB,   g  désigne 

l'accélération  de  la  pesanteur.  On  supposera  qu'il  n'y  a 
pas  de  frottement,  et  l'on  se  dispensera  d'étudier  la  réac- 
tion du  plan  fixe  sur  la  plaque. 

Epreuve  pratique.  —  Justifier  la  construction  suivante 
de  l'a.ve  instantané  de  rotation  et  de  glissement,  quia  été 
indiquée  par  Poncelet  : 

On  mène,  par  un  point  arbitraire  O  de  l'espace,  trois 
vecteurs  OV,  OV,  OV",  égaux  aux  vitesses  de  trois  points  M, 
M',  M"  du  corps.  L'axe  instantané  est  perpendiculaire  ait 
plan  n  des  trois  points  V,  V,  V".  On  projette  sur  le 
planU  les  points  M  et  M'  en  r?i  et  m',  et  leurs  vitesses  en  mv 
et  ni  v'  ;  les  perpendiculaires  élevées  en  m  et  ni  à  nn' 
et  ni  v'  se  coupent  au  pied  de  l'axe  sur  le  plan  II. 

(Montpellier,  novembre  1901.) 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1927. 

(l'J02,     p.    287.1 

On  considère  six  points  A,  B,  G,  D,  E,  F  tels  que  chacun 
des  quatre  couples  de  plans 

(EFA,  BCD),     (EFR,  CDA),     (EFG,  DAB),     (EAB,  FGD> 

est  formé  de  deux  plans  rectangulaires. 

\°  Démontrer  que  toutes  les  quadriques  passant  par  ces 
sir  points  sont  des  hyperboloïdes  équilalères,  de  sorte  que 
en  particulier,  le  plan  de  trois  quelconques  des  six  pointsr 
est  perpendiculaire  au  plan  des  trois  autres;  un  tel  système 
de  six  points  peut  être  dit  ortiiogonai.. 
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2"  Démontrer  que  le  système  de  cinq  quelconques  des  su- 
points  a  une  sphère  conjuguée  dont  le  centre  est  le  sixième 
point  du  système.  {On  dit  qu'une  sphère  est  conjuguée  à 
un  système  de  cinq  points  lorsque  le  pôle  du  plan  de  trois 
quelconques  des  cinq  points  est  sur  la  droite  qui  joint  les 
deux  autres.) 

3°  Réciproquement,  si  un  système  de  cinq  points  admet 
une  sphère  conjuguée,  les  cinq  points  et  le  centre  de  la 
sphère  forment  un  système  orthogonal  de  six  points. 

(G.   Fo.NTEXÉ.) 

1935. 

(1902,  p.  :îS4-) 

On  dit  qu'un  pentagone  gauche  est  conjugué  ci  une  qua- 
drique  quand  la  droite  qui  joint  deux  quelconques  de  ses 
sommets  passe  par  le  pôle  du  plan  des  trois  autres  : 

i"  Les  sommets  de  deux  pentagones  conjugués  à  une 
même  quadrique  sont  sur  une  même  quadrique. 

2"  Les  sommets  d'un  pentagone  et  d'un  tétraèdre  conju- 
gués à  une  même  quadrique  sont  sur  une  même  biqua- 
dratique.  (E-  DuroRCQ.) 

1936. 

(1902,  p.  384-) 

On  dit  qu'un  hexagone  gauche  est  conjugué  à  une  qua- 
drique quand  le  plan  défini  par  trois  quelconques  de  ses 
sommets  est  ùonjugué  du  plan  des  trois  autres  : 

1°  Les  sommets  d'un  hexagone  et  d'un  tétraèdre  conju- 
gués à  une  même  quadrique  sont  sur  une  même  quadrique. 

1"  Il  existe  deux  sphères  conjuguées  à  un  même  hexa- 
gone. Leurs  centres  appartiennent  à  tous  les  hyperholoïdes 
équilatères  circonscrits  à  l'hexagone.         (E.  Dlporcq.) 

POI.ITIONS 

Par  -M.   R.  Gilbert. 

Soient  I,  •?.,  3,  4,  5  les  sommais  d'un  pentagone  gauche  con- 
jugue à  la  quadrique  Q.  Le  pùle  du  i)lan  i'23  est  sur  \5  dans 
le  plan  P  polaire  du  point  i.  De  même  pour  les  plans  124, 
19.5,  i3i,  iS-S,  I  î  j.  Donc  la  conique  G,  section  de  Q  parle 
pi;in  P.  est  une  conique  conjuguée  au  pentagone  des  cinq  |)oints. 
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Toute  quadrique  S  qui  passe  par  les  points  i ,  -x,  3,  4,  5  coupe  P. 
suivant  une  conique  harmoniquenient  circonscrite  à  G;  on 
peut  tracer  dans  P  un  triangle  abc  inscrit  à  S  et  conjugué 
à  Q.  Donc  S  est  harmoniquenient  circonscrite  à  Q. 

Réciproquement,  si  une  quadrique  Q  est  harmoniquenient 
inscrite  à  cinq  quadriques  S  passant  par  les  points  1,2,  3,  4»  J 
et  linéairement  indépendantes,  elle  l'est  à  toute  quadrique 
passant  par  ces  cinq  points,  en  particulier  aux  quadriques  com- 
posées de  couples  de  plans,  et,  par  suite,  est  conjuguée  au  pen- 
pentagone  12  34  5. 

Réciproquement  encore  :  si  une  quadrique,  S,  passant  par 
quatre  des  sommets,  par  exemple  1,2,  3,  4,  est  harmonique- 
ment  circonscrite  à  la  quadrique  Q  conjuguée  au  penta- 
gone 12345,  elle  passe  par  le  point  5.  En  effet,  elle  coupe  le 
plan  P  polaire  du  point  i  suivant  une  conique  S,  harmonique- 
ment  circonscrite  à  G.  Or  une  quadrique  qui  passe  par  r,  2, 
3,  4j  5  et  quatre  des  points  de  S  coupe  P  suivant  une  conique 
harmoniquement  circonscrite  à  G  et  passant  par  quatre  points 
de  2;  elle  se  confond  donc  avec  S  et  la  quadrique  auxiliaire 
avec  S. 

Soient  i,  2,  3,  4)  5,  6  les  sommets  d'un  hexagone  gauche 
conjugué  à  la  quadrique  Q.  Le  pôle  du  plan  i23  est  sur  la 
droite  d'intersection  D  du  plan  4  56  par  le  plan  P,  polaire 
du  point  I.  Le  plan  P  coupe  la  quadrique  Q  suivant  une  co- 
nique G,  et  le  plan  128  suivant  une  droite.  A,  conjuguée  de  D 
par  rapport  à  G.  On  trouve  ainsi,  dans  P,  dix  couples  de 
droites  (D,  A)  conjuguées  à  G.  Or  l,es  quadriques  S,  qui  passent 
par  les  sommets  de  l'hexagone,  coupent  le  plan  P  suivant  des 
coniques  appartenant  à  un  réseau  ponctuel  défini  par  quatre 
de  ces  coniques  linéairement  indépendantes.  La  conique  G  est 
harmoniquement  inscrite  à  dix  de  ces  coniques  constituées  par 
les  dix  couples  (D,  A)  et,  par  suite,  à  toutes  ces  coniques. 
Donc  toutes  les  quadriques  S  sont  harmoniquement  cir- 
conscrites à  Q. 

Réciproquement,  on  voit  que,  si  Q  est  harmoniquement 
inscrite  à  quatre  quadriques  S,  linéairement  indépendantes  et 
passant  par  les  points  1,  2,  3,  4,  5,  6,  elle  est  conjuguée  à 
l'hexagone  qui  a  ces  points  pour  sommets. 

Réciproquement  aussi,  toute  quadrique  S  qui  passe  par  les 
cinq  sommets  i,  2,  3,  4,  5  d'un  hexagone  conjugué  à  une  qua- 
drique Q  passe  par  le  sixième.  \\n   effet,  elle  coupe  le  plan  P 
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suivant  une  conique  S,  harmoniquement  circonscrite  à  G  et 
à  Cl  de  ce  plan  à  laquelle  sont  harmoniquement  circonscrites 
les  coniques  sections  par  P  des  quadriques  qui  passent  par  i, 
'1,  3,  4)  5.  Une  quadrique  passant  par  i,  a,  3,  4,  5,  G  et  par 
trois  des  points  de  2  coupe  P  suivant  une  conique  qui  est 
aussi  harmoniquement  circonscrite  à  G  et  Gi  ;  donc  elle  se  con- 
fond avec  S  et  la  quadrique  auxiliaire  avec  S. 

On  peut  dire,  d'une  façon  générale,  qu'une  quadrique,  Q, 
est  conjuguée  à  un  polygone  gauche  de  n  sommets  (9  =  «  =  4) 
lorsqu'elle  est  harmoniquement  inscrite  à  lo  —  n  quadriques 
linéairement  indépendantes  qui  passent  par  ces  n  points. 

On  peut  établir  les  propositions  suivantes  : 

Si  une  quadrique,  Q,  est  conjuguée  à  un  polygone  gauche 
de  n  sommets  i,  2,  3,  ...,  n,  parmi  les  quadriques  Q'  cir- 
conscrites à  Q  suivant  la  section  de  Q  par  le  plan  polaire  P 
d'un  sommet,  i,  on  peut  trouver  une  quadrique  conjuguée  au 
polygone  des  n  — i  autres  sommets  2,  3,  4»  •  •  •)  n. 

En  effet,  soit  S  une  quadrique  qui  passe  par  les  points  i,  2, 
3,  ...,«;  il  y  a  un  tétraèdre  de  sommet  i  inscrit  à  S  et  c©n- 
jugué  à  Q  et,  par  suite,  à  Q'.  Autrement  dit,  toutes  les  qua- 
driques Q'  sont  conjuguées  au  polygone  i2  3.../i.  On  peut 
en  déterminer  une  de  façon  qu'elle  soit  harmoniquement 
inscrite  à  une  quadrique  qui  passe  par  les  points  2,  3,  4»  •  •  •  >  '^ 
sans  passer  par  le  point  i.  Elle  sera  conjuguée  au  poly- 
gone 2,34  .. .  n. 

Réciproquement,  si  un  polygone  de  n  —  i  sommets  est  con- 
jugué à  une  quadrique  Q,  à  toute  quadrique  Q'  circonscrite 
à  Q  correspond  le  pôle  du  plan  de  contact  qui  forme  avec 
les  n  —  I  points  un  polygone  gauche  de  n  sommets  conjugué 
a  Q'. 

Gar  toutes  les  quadriques  S  qui  passent  par  ce  pôle  sont 
harmoniquement  circonscrites  à  Q  el,  par  suite,  à  Q'. 

D'après  ces  résultats,  on  a  immédiatement  les  solutions  des 
questions  1927,  193d,  1936. 

1927.  1°  Supposons  que  parmi  les  quadriques  conjuguées 
à  un  hexagone  gauche  se  trouve  l'ombilicale  :  toutes  les 
coniques  2  sections  par  le  plan  de  l'infini  des  quadriques  S 
circonscrites  à  l'hexagone  seront  harmoniquement  circonscrites 
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à  ronibilicale,  c'est-à-dire  que  les  quadriques  S  sont  des  hyper- 
boloïdes  équilatères. 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  suffit  que  quatre  des  quadriques  S, 
linéairement  indépendantes,  soient  des  hyperboloïdes  équi- 
latères. 

•2"  Dans  l'hypothèse  précédente,  on  peut  trouver  une  sphère 
conjuguée  au  pentagone  2  34  56;  son  centre  est  le  point  t. 

3°  Réciproquement,  si  le  pentagone  23456  est  conjugué  à 
la  sphère  de  centre  i,  l'hexagone  123456  est  conjugué  à 
l'ombilicale. 

493S.  1°  Soient  I  234  5  et  i'2' 3'4'5' deux  pentagones  gauches 
conjugués  à  une  quadrique  Q;  une  quadrique  S  qui  passe  par 
les  neuf  points  i,  2,  3,  4»  5,  i',  2',  3',  4'  e^^  harmoniquement 
circonscrite  à  Q;  donc  elle  passe  par  S'. 

2°  Soient  1234  5  et  i'2'3'4'  un  pentagone  et  un  tétraèdre 
conjugués  à  Q.  Toutes  les  quadriques  qui  passent  par  1,2,  3, 
4,  1',  2',  3',  4'  passent  par  5. 

1936.    r"  Même  démonstration. 

2°  Nous  allons  faire  voir  d'abord  que  toutes  les  quadriques  S 
■qui  passent  par  six  points  i,  2,  3,  4,  5,6  et  coupent  un  plan 
fixe  P  suivant  des  coniques  Z  harmoniquement  circonscrites  à 
une  conique  fixe,  G,  passent  par  deux  autres' points  fixes. 

En  effet,  soit  7  un  autre  point  commun  à  trois  de  ces  qua- 
driques Si,  82,  S3.  Une  quadrique  S  coupe  P  suivant  une  co- 
nique I.  harmoniquement  circonscrite  à  trois  coniques  G,  G', G". 
Toute  quadrique  qui  passe  par  les  sept  points  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7 
coupe  P  suivant  une  conique  qui  fait  partie  du  réseau  ponctuel 
déterminé  par  les  sections  par  P  de  Sj,  S2,  S3  et,  par  suite, 
est  aussi  harmoniquement  circonscrite  à  c,  c',  c".  Si  donc  on 
assujettit  cette  quadrique  à  passer  par  deux  points  de  2,  sa 
section  par  P  se  confond  avec  !2  et  la  quadrique  elle-même 
avec  S;  cette  dernière  passe  par  le  point  7  et  par  le  huitième 
point  commun  aux  quadriques  Sj,  So,   S3. 

Les  hyperboloides  équilatères  qui  passent  par  les  points  1,2, 
3,  4)  5,  6  se  coupent  en  deux  points  fixes  7,  8. 

Les  points  1,  2,  3,  /{,  5,  (i,  7  sont  les  sommets  d'un  heptagone 
conjugué  à  l'ombilicale;  donc  il  y  a  une  sphère  de  centre  7 
conjuguée  à  riiexagonc  i>.'i.\JG. 
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LEÇO.\  SUR  L'EQUATION  DE  RICCATI; 

Par  m.  L.  RAFFY. 


I. 

d .  On  appelle  équation  de  Riccaii  loule  équation 
différentielle  de  la  forme 

dy 

(!)  ^  ^-XoJ'2-)-X,J-r-X.2=  O, 

où  Xq,  X,  etXo  sont  des  fonctions  de  x.  Celte  équation, 
qu'on  ne  sait  pas  intégrer  en  général,  jouit  de  pro- 
priétés remarquables.  Pour  démontrer  les  premières  de 
ces  pio[)riétés,  nous  invoquerons  trois  lemmes  Lien 
connus,  qu'il  suffira  d'énoncer. 

Lemme  I.  —  L' intégrale  générale  de  l'équation 
linéaire 

(2)  '-^-^-¥{x)z  +  (J.{x)  =  o 

s  obtient  par  deux  quadratures  ;  c'est  une  fonction 
linéaire 

de  la  constante  arhitndre. 

Lemme  h.  —  Connaissant  une  solution  particu- 
lière Zf  de  l'équation  linéaire  (2),  on  obtient  son 
intégrale  générale  au  moyen  d'une  seule  quadra- 
ture, par  la  formule 

z  =  zi-h  Ce  '' 
A/iii.  de  Mathemat.,  \'  série,  t.  II.  (Dccemljrc  1902.)  34 
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Lemme  III.  —  Connaissant  deux  solutions  particu- 
lières z,  et  So  (f^  V équation   linéaire  (2),  on  obtient 
son    intégrale   générale,    sans    quadrature,    par    la 
formule 

Les  lliéorèmes  qui  vonl  suivre  sont  des  conséquences 
immédiates  de  ces  propositions. 

2.  Théorème  I.  —  Connaissant  une  solution  d'une 
équation  de  Biccnli,  on  obtient  son  intégrale  géné- 
rale par  deux  quadratures. 

Soit,  en  eflet,  j)',  une  solution  de  l'équation  (i);  par 
l'Ii^'polUèse,  on  a  identiquement 

Si  l'on  pos  • 

z  étant  une  nouvelle  fonction  inconnue,  et  qu'on  sub- 
stitue cette  expression  dey  dans  l'équation  (1)  ^^  ayant 
égard  à  l'identité  (i)',  on  reconnaît  que  z  dépend  d'une 
équation  linéaire 

(4)  ^-(2Xori  +  X,)^-Xo  =  o. 

Il  est  visihl(î  qu(î  la  iranslormalion  (3)  fait  corres- 
pondre à  toute  intégrale  de  l'équation  (4)  une  intégrale 
de  ré(|ualion  (i)  et  récij)i  o(juement;  de  sorte  que 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (1)  sera  connue  quand 
on  connaîtra  celle  de  Téipialion  (4),  ce  ([ui  exige  deux 
quadratures  (lemine  I). 
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lieinarqne  I.  —  Ce  tliéorème,  qui  est  du  à  Euler 
(Insliluf.iones  Calculi  intcgralis,  Vol.  I,  p.  383),  fait 
counaiiie  ia  forme  de  l'inlégraJe  géuérale  de  l'équa- 
lion  (i). 

Eu  effet,  si,  daus  la  relation  (3),  on  substitue  à  z 
l'intégrale  générale  de  l'équalion  (4) 

qui  est  linéaire  (lemme  ])  par  rapport  à   la  constante 
arbitraire,  on  trouve 

Ga(a7)  +  P(a:) 


(5)  y 


Gy(^)-+-8(^) 


Donc,  V intégrale  générale  rie  toute  équation  de 
Riccati  est  une  fraction  rationnelle  et  du  pieniier 
degré  par  rapport  à  la  constante  arbitraire. 

Réciproquement,  toute  fonction  dé  cette  forme 
satisfait  à  une  équation  de  Riccati.  Il  suffîl,  pour 
s'en  assurer,  de  résoudre  l'équation  (5)  par  rapport  à 
la  constante  C  et  de  dillërentier. 

Remarque  ] I .  —  Grâce  à  la  formule  (5),  nous  sommes 
d'ores  et  déjà  en  mesure  de  démontrer  une  propriété 
de  l'équation  de  Riccati,  qui  est  fondamentale,  et  que 
nous  retrouverons  tout  à  l'heure  par  un  autre  procédé  : 
le  rapport  anharmonique  de  quatre  solutions  quel- 
conques de  V  équation  de  Riccati  est  constant. 

En  effet,  si  l'on  donne  successiveraenL  à  G,  dans  la 
formule  (5),  quatre  valeurs  quelconques  Go,  G|,  Go,  G3, 
le  rapport  anharmonique  des  quatre  intégrales  corres- 
pondantes j'-o,  j'i ,  jj^m?  ^'3  est,  comme  on  sait,  indépen- 
dant de  a,  [j,  y,  ù  et  égal  au  rapport  anharmonique 
de  Go,  Gj,  G2,  G3,  c'est-à-dire  à  une  constante. 

3.    Théorîîivie    II.    —    Connaissant    deux   solutions 
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d'une  équation   de  Riccati,  on  obtient  son  intégrale 
générale  par  une  seule  quadrature.  (Minding.) 

Soient,  en  effet,  j',  et  y^  ces  deux  solutions.  On   a 
vu  précédemment  que  la  fonction 


y  —  y\ 


satisfait  à  l'équation  linéaire  (4);   or  on  connaît  une 
solution  de  celte  équation,  savoir 


''         r-2— JKt 


Donc,  on  obtient  son  intégrale  (leninie  II)  et,  |)ar 
suitej  ,  au  moyen  d'une  seule  quadrature. 

Minding,  qui  fut  conduit  à  ce  théorème  dès  i845,  par 
une  tout  autre  voie  ('),  en  a  donné  deux  démonstra- 
tions, dont  voici  l'une  : 

Retranchant  membre  à  membre  l'équation  (/)  et  l'iden- 
tité (i)',  puis  divisant  paij)^  — J)  i ,  on  trouve 

I  cl{y —  Y\)        ,.    ,  ,        ,. 


y  —  y^ 


dx 


(')  La  Note  où  se  trouve  ce  résultat  {Journal  de  d'elle,  t.  40, 
p.  36i)  est  consacrée  à  la  démonstration  d'un  théorème  qui  parait 
peu  connu,  bien  qu'il  soit  fort  remarquable.  Je  crois  devoir  en 
reproduire  ici  l'énoncé. 

litant  donnée  l'équation  différentielle 

M  dd;  -f  N  dy  =  o, 
où  l'on  suppose 

M  =  a„7/'-'-f- a, :>-/'--  +  ... -h  «p.,, 
^  =b,yV-'  +  b,yV-^ -¥■...+ b^,_„ 

chacune  des  fonctions  «^  et  b^  étant  un   polynôme  entier  en  a;,  de 
degré  égal  à  son  indice,  si   celle  équation   admet  comme  intégrales 
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Comme  j/o  est  aussi  une  solution  de  i'équation  (i\ 
on  aura  paieillement 

Retranchant  membre  à  membre  ces  deux  dernières 
équations,  on  trouve 

d\o^iy  —  y\)        d\o^{y  —  y,^) 

d^ di +  ^o(7:- J'.,)  =  o, 

d'où,  en  intégrant, 

y  —  yi     /*x„(r,-r,)rf.r 

=^—  e''  =  const. 

y  —  y^. 

4-.  Théorème  III.  —  Connaissant  trois  solutions 
d'une  équation  de  Hiccati,  on  obtient  son  intégrale 
générale  sans  quadrature. 

En  effet,  l'équation  linéaire  (4)  à  laquelle  satisfait  la 

fonction 

^  _        I 

"  ~  y  —  yi 

particulières  p  droites 

y  —  m^x  —  rt^  =  0         (  /•  =  1 ,  2 ,  . . . ,  /;  ) 

ayant  toutes  des  directions  différentes,  l'expression 

M  (i.r  +  N  dy    

{y—  ni,x  —  «,)  {y  —  nux  —  n,).'..(y~-  ni^x  —  n^,) 

est  une  différentielle    exacte,   et  l'intégrale   générale  de   rétjualion 
proposée  est 


I  I  {y  —  »),.x  —  '?>)'*''  —  const., 


les  nombres  h^  ayant  des  valeurs  déterminées  (à  un  facteur  commun 
prés). 
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admet  deux  solutions  «oniiues 


I 


y-.—yi  13  — y  i 

Par   suite    (lennne    III),    on    connaît    sou   intégialc 
générale 


=  const.  =  G. 


72—^1/     \  73  — yy 

Celle  de  l'équation  de  Riccati  est  donc 

[  I       \     /       I  I 


y-yx      y±~-y\)    \y  —  yi      y^— yi 


=  G, 


ce  qui  démontre  le  théorème.  Cette  formule,  qu'on 
peut  écrire 

y  —  y^-  .  y\— y-2  ^  (^ 
y  —  yz'  yi—ys 

prouve  à  nouveau  que  le  /'apport  anhanno nique  de 
quatre  solutions  quelconques  d'une  équation  de  Ric- 
cati est  une  constante,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  vu 
(n°  2,  remarque  II). 

5.  Nous  avons  juscju'ici  rattaché  les  propriétés  de 
l'équation  de  Riccati  à  celles  de  l'équation  linéaire  du 
premier  ordre.  Il  n'est  pas  moius  important  de  rappro- 
cher cette  équation  de  l'équation  linéaire  du  second 
ordre.  Posons,  à  cet  effet, 

Cfi^  —    I    dlo^t  _     t' 


(7)  «"+(X,-^)<'+XoX,^=o; 


Cette  substitution,  opérée  dans  l'équation  (i),  donne 

Xo 

d'où  cette  conclusion  : 

Toute  intégrale  de  l'équation   (i),  multipliée  par 
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la  fonction  Xo,  esL  la  dérivée  logarithniicfue  d'une  des 
intégrales  d'une  équation  linéaire  du  second  ordre. 

Coinine  on  sait,  d'aiiire  part,  que  toute  intégrale 
d'une  équation  linéaire  du  second  ordre  rentre  dans  le 
type  à  deux  constantes 

Gicp(a;)  +  G2^(^), 

on  voit  que  toute  intégrale  d'une  équation  de  Riccati 
est  de  la  forme 


Xo    o{x)^C.'\{x) 


l' 


ce  qui  confirme  et  précise  un  énoncé  antérieur  (u°  2, 
remarque  I). 

Il  résulte  évidemment  de  la  relation  (6)  que,  si  l'on 
connaît  une  intégrale  de  l'éf| nation  de  Riccati,  ou 
obtiendra  l'intégrale  correspondante  de  l'écjuation  (7) 
par  une  quadrature. 

Ajoutons  (jue  l'équation  de  Riccati  peut  être  rattachée 
à  l'équation  du  second  ordre  d'une  infinité  de  ma- 
nières :  le  [)rocédé  très  particulier  que  nous  venons 
d'indiquer  est  le  plus  simple  et  le  plus  direct. 

IL 

6.  La  forme  de  l'équation  de  Riccati  n'est  point 
altérée  par  certaines  substitutions  (cliangements  de 
variable  et  de  fonction)  auxquelles  on  est  conduit  tout 
naturellement. 

1**   On  voit  en  elFet  que  l'équation 

dv 
(i)  ^^^  .trXoj^2  +  x,/-+-A.=  o 

ne  change  pas  de  forme  (piand  on  etlectue  un  cliunge- 
ment  de  variable  x  =  xÇi). 
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2"  II  en  est  de  même  si  l'on  fait  le  changement  de 

fonction 

y  =  j-a  -\-  s, 

u  étant  Ja  nouvelle  fonction  inconnue,  /•  et  s  deux  fonc- 
tions arbitrai lement  choisies  de  la  variable  indépen- 
dante. 

3°  Si,  dans  une  équation  de   Riccali  où  la  fonction 
inconnue  est  désignée  par  u,  on  fait  le  changement  de 

fonction 

i 

n  =  ~, 

V 

on  obtient  encore  pour  v  une  é(|uation  de  Riccati. 

4°  En    conséquence,   on  peut,    dans   l'équation   (i), 

poser 

/' 

r  =  — 1-5; 

la  fonction  <^>  satisfera  à  une  équation  de  même  forme. 
On  peut,  dès  lors,  y  faire  le  changement  de  fonction 

V  =  pw  -t-  q, 

où  p  et  (/  sont  denx  fonctions  aibitrairement  choisies 
de  la  vaiiable  indépentlanle,  et  l'on  aura  encore,  poiii-  (V, 
une  équation  de  Riccati.  Or,  rcffct  de  ces  deux  substi- 
tutions successives  est  évidemment  le  même  que  celui 
de  la  substitution 

/•  nuv  -+-  n 


où   /??,   /2,  />,  f/   sont   quatre  fonctions   arbitrairement 
choisies  de  la  vaiiable  indépendante. 

Rapprochant   ce    dernier    résultat    du    premier,    on 
conclut  : 

Une  cf/iiafion  de  Riccali,  ou  la  vaiiable  est  x  et  la 
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fonclion  inconnue  y,  se  change  en  une  autre  équation 
de  Riccati  quand  on  effectue  la  substilutioîi 

in{x)w  -^  n{x) 


x  —  xi\),        y  = 


p(x)w^q{x) 


oii  toutes  les  fonctions  mises  en  évidence  peuvent  être 
choisies  arbitrairement. 

7.  Ceci  coiuluiL  à  simplifier  l'équation  de  Riccati,  à 
lui  donner  une  forme  canonique.  On  choisit  souvent 
comme  telle  la  forme 

(8)  ^  +  a-'=U(0, 

à  laquelle  on  peut  arriver  de  la  manière  suivante  : 
L'équation  proposée 

(i)  ^  +  Xoj2^-X,r  +  X2  =  o 

peut  être  écrite 

Xodx-^V^-zx,)^     m 

On  voit  qu'elle  prendra  la  forme  (8)  si  l'on  fait  à  la 
fois  un  changement  de  fonction  et  un  changement  de 
variable  en  posant 


Xi 

•2  A  0 


/' 


Xo  dv 


Mais,  quand  on  procède  ainsi,  il  faut,  pour  calculer 
le  second  membre  de  l'équation  (8),  qu'on  puisse 
exprimer  x  en  fonction  de  i*,  or,  on  ne  sait  pas,  en 
général,  elfeclucr  l'inversion  de  l'intégrale  ^. 

C'est  pourcpioi  nous  indiquerons  un  autre  moyen 
d'arriver  à  la  (orme  canonitpie  par  un  simple  change- 
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ment  de  fonction  :  posons 

1 

y 


Am  +  B 


A  et  B  étant  deux  fonctions  Je  x  que  nous  allons  déter- 
miner. L'équation  transformée  est 

—  A  ^  -^  A2  Xa  «2  -h  (  2  ABXoH-  AXj  —  A'  )  u 

-+-  B2  X,  +  B X,  +  Xo  —  B'  =  o. 

Ecrivons  que  u"^   et  ii    ont  même   coefficient;   nous 
trouvons 

Exprimons  que  l'équation  ne  contient  pas  de  terme 
en  u\  il  viendra 

2ABX2+ AXi— A'  =  o. 

Comme  on  connaît  A,  on  tire  de  là 

En  conséquence,  si,  dans  V équation 
(I)  g+Xo72+X,^-X,=  o, 

on  fait  le  changement  de  fonction  (  '  ) 

X, 


7  = 


on  obtient  la  forme  canonique 

(9)  s  +  »'  =  -^<^>- 


(')  Ce  procédé  tombe  ea  défaut  si  la  fonction  Xj  se  réduit  à  zéro  ; 
mais  alors  l'équation  (n)  est  linéaire  par  rapport  à  — • 
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Enfin,  si  l'on  pose 

d\os:e 

u  =  — j^  , 
dx 

on  arrive  à  l'équation  du  second  ordre 

(7)'  7^.-'''  =  ^^ 

qni  n'est  autre  chose  <[ue  l'équation  (7)  où  l'on  a  fait 
Xo=i,         Xi  =  o,        X2  =  — X. 

III. 

8.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  l'équation 

dy 


dx 


y^  =  IJ.X'"-         {\>-  =  const.), 


qui  est  la  seule  que  Riccati   ait  considérée.   On  peut 
réduire  le  coefficient  ix  à  l'unité  en  multipliant  x  el  y 
par  des  facteurs  numériques  convenables;   l'iiypotlièse 
p.  =  I ,  que  nous  ferons  désormais  pour  simplifier  les 
calculs,  n'est  donc  nullement  restrictive. 

Théorème.  —  L'intégrale  générale  de  V équation 

(10)  ^-^y2=x'- 

s'exprime  en  termes  finis,  quand  l'exposant  m  rentre 
dans  L'un  des  deux  types 

— -, — ?   — — 7 —  > 

2  AT  -(-  I  2/1  —  1 

OÙ.  h  désigne  un  entier  positif  quelconque,  j  compris 
zéro. 

La  démonstration  qui  suit  et  que  nous  empruntons  à 
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Cajley  {Philosojjhical  Magazine,  4*^  série,  Vol .  XXXVl) 
précisera  ce  qu'il  faut  entendre  par  les  mots  en  lermes 
finis. 

Il  sera  commode  d'écrire 


Nous  aurons  alors  à  considérer  l'éijuation 

(il)  -Z  -1-  T'2  =  :j7-^«-^ 

dx 

et  nous  savons  (n"^  3  et  7)  que  l'intégrale  générale  de 
celte  équation  est  la  dérivée  logarithmique  de  l'inté- 
grale générale  de  l'équation 

Tout  revient  donc  à  intégrer  celle-ci.  Or,  on  vérifie 
immédiatement  que,  quand  n  est  une  fraction  irréduc- 
tible à  dénominateur  impair^  si  f{x)  est  une  intégrale, 
/( — x)  en  est  une  autre,  de  sorte  que  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  (i  i)  est 

f'U)~Cf{-x) 


(i3)  y 


f(r)^.C.fi-x) 


Voici,  maintenant,  un  moyen  d'obtenir  une  intégrale 
particulière  f{x)  de  l'équation  (i^),  où  n  est  supposé 
diflérent  de  zéro  (le  cas  n=^o  sera  traité  plus  loin  à 
part).  Faisons 


l  =  ze"  , 


ce  qui  transforme  l'équation  (12)  en  la  suivante  : 
/    ,s  d^^  ^  dz        ,  X         , 

Cherchons  à  vérifier  celte  dernière  équation  par  une 
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série  procédant  suivant  les  puissances  entières  et  posi- 
tives de  x",  savoir 

(i5  )     5  =  i-\-  ajx"^  a.2.r2"-4-. .  .-+-  a/,.r'''«+  «/,-t-i-Z''^'+i'"-4- 

Si  l'on  substitue  cette  expression  dans  le  preuiicr 
membre  de  l'équation  (i4)i  on  reconnaît  immédiate- 
ment que  toutes  les  puissances  de  :r  ont  des  exposants 
de  la  forme  m  —  2  (/•  =  i,  2,  .  .  .). 

Egalant  à  zéro  le  coefficient  de  .r"~-,  on  trouve 


en  supposant  n  différent  de  i;  dans  l'hypothèse  «  =  i, 
l'équation  (11)  s'intègre  par  une  quadrature. 

Si  l'on  égale  à  zéro  le  coefficient  de  x^^^'^",  on  obtient 
la  formule  de  récurrence  très  simple 

{k  -h  1)  n  [{/:  -h  1  )  n  —  i]  «/,  + 1  4-  |  (  •>.  k  -h  i)  n  —  i]a/^=  o. 
On  peut  donc  écrire 


«1           r=  — 

a.i       =  — 

I 

—  5 

/l 

a  fi  ~  I) 

— : —  ^t^, 

•2/i{l/l  —  1  j 
{3/1—1) 

3  /i  (  3  rt  —  I  )     '' 

«7. -1-1  —  — 

\(-ik  +  \)n  —  ij 

<'t  il  suffît  de  multiplier  ces  égalités  membre  à  membre 
pour  trouver 

Cin  —  \)  ('i/i  --  i).  ..](■?./,:  -\-  i)n  —  1 1 


'(/,  +  i  =  (— i)^ 


:/i(u.n  —  \)'S/i{'in  —  i).  .  .{/k  ~\-  i  )n[{k  -\-  i)  n  —  i  J 


Ou  coiiiiaii  donc  l'expression  générale  des  coefficients 
de  la  série  (1  5  ). 
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D'aulre  part,  on  peul  s  assurer  que  cette  série  est 
convergente,  ses  coefficients  avant  été  ainsi  déterminés. 
Formons,  en  eflét,  le  rapport  de  deux  termes  consécutifs 


ttkx'^'^  (A--+- i)n  [(A- H- i)77  —  i] 

Quel  que  soit  x,  ce  rapport  tend  vers  zéro  lorsque 
h  augmente  indéfiniment  :  la  série  (i5)  n'est  donc  pas 
seulement  une  solution  yb777^e//e^  mais  bien  vme  solution 
effective  de  l'équation  (i4)-  Si  nous  la  représentons 
par  co(a:),  l'iniégrale  générale  de  l'équation  (i4)  sera 

^  =  Ci'f(r)e"H- C2^(— a7)e    "    , 

sous  la  condition  que  n  soit  une  fraction  irréductible  de 
dénominateur  impair. 

Cherchons  maintenant  pour  quelles  valeurs  de  n  la 
série  (i5)  est  limitée.  Pour  qu'elle  se  termine,  il  faut  et 
il  suffit  que  l'un  de  ses  coefficieuts  soit  nul  ;  car,  alors, 
en  vertu  de  la  loi  de  récurrence,  tous  les  suivants  seront 
nuls  aussi. 

Si  l'on  veut  que  le  terme  d'exposant  Atî  soit  le  dernier, 
on  devra  poser  a/,^)  =  o,  ce  qui  donne 

1 
~  2  A-  -+-  I 

Donc  la  série  (i5)  5e  termine  et  l'intégrale  générale 
de  Vcqualion  [w)  s^ exprime  en  termes  finis,  quand 
n  est  l'inverse  d'un  entier  positif  impair.  En  vertu  de 
la  relation 

m  =  271  —  z, 

la  valeur  correspondante  de  m  est 

m   = ; ; 
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ce  qui  prouve  Ja  proposition  énoncée  pour  l'une  des 
séries  de  valeurs  de  l'exposant  m. 

Pour    achever    la    démonstration,    effectuons    dans 
l'équation 

(.0)  ^^y.^^,n 

la  substitution 

(  1 6  )  X  =    ji  J'  =  —  ^  2  a  +  ^  ; 

on  obtient,  par  un  calcul  facile,  l'équation 

du         „      y 

('7)  5^^"^^~       ' 

qui  ne  diffère  de  la  proposée  que  par  le  changement 
de  m  en  —  vi  —  4  • 

L'intégrale   générale  de   cette  dernière   s'exprimera 
donc  en  termes  finis  quand  on  aura 


2  /?  +  I 


Si  l'on   remplace  //  par  k — i,   on    trouve   la   forme 
annoncée 

4>t 


où  A"  prend  les  valeurs  i,  a,  3,  .:..  On  peut  même 
supposer  A=  o,  puisqu'on  retrouve  alors  //z  =  o,  cas 
d'inlégrabililé  déjà  signalé. 

En  vertu  des  relations  (iG),  il  est  évident  que  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  (lo)  s'exprimera  aussi  en 
termes  finis,  par  les  produits  de  divers  termes  algé- 
briques et  de  deux  exponentielles. 
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Ajoutons  que,  d'après  la  formule  (i  3),  l'équation  (lo) 
admettra  deux  intégrales  algébiiqucs,  celles  qui  ré- 
pondent aux  valeurs  C  =  o  et  G  =  oo. 

Comme  exemple,  nous  donnons  ci-dessous  les  expres- 
sions de  la  fonction  f{x)  qui  correspondent  dans  cette 
formule  (i3)  aux  valeurs  les  plus  simples  de  h. 

.o   .„  4A      . 


2  A-  -H  I 

k  =  o,  m  =       o,  f{^)  =  6^, 

k=i,  m^—^,         /(^)=   (i  — 3a7^)e3^^, 

8  /  i       25    ^ 

A- =  2,  ;/i  =  —  -,  ^(x)  =  II  — 5x^ -h  -^^^ 


>5i-  = 


4/,_,  • 
1 

/v     =     I  ,  /?l    =   4  5  /"(  ^  )    =    ^  ^        ■'   J 

k  =  2,  m= — -,  /{or)  =  x\i-\-3x    ^ J e- 

Le  cas  limite  A=  co   conduit,  jiour  l'une  et  1  autre 
séiie  des  valeurs  de  /?i,  à  l'unique  équation 

qui  reste  en  dehors  de  notre  analyse.  Mais  on  aperçoit 
immédiatement  les  deux  solutions 


'1  ''2 

^''=^'         ^'=^ 


r^  et  /•.>  étant  les  racines  de  l'équation  /- —  /■  —  i  =  o, 
savoir 

H-  s/5                       I  —  v/5 
/'i  =  >  /'•)  =  • 
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Appliquant  à  ces  deux  solutions  le  lliéorèine  de  Min- 
ding  (n^S),  on  trouve 

a.TK  —  (i  -l-  /s)      ,- 

-=T-^     =  const. 


IXJ'  —  (  1  —  /j) 


pour  intégrale  générale  de  l'équation  (18).  On  pourrait 
aussi  faire  usage  de  l'équation  (12),  cjui  est  ici 

dx-        X'- 
et  admet  visiblement  pour  intégrale  générale 


[L»17d] 
SUR  lIXE  FIGURE  DE  L'ESPACE  DÉDUITE  DES  POLYGONES 
DE  POi\CELET; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


1.  Soient  S  et  S'  deux  quadriques  admettant  ahcd 
pour  tétraèdre  conjugué  commun,  et  représentées  par 
les  équations 

A' a-- -I- By- -i- G' 3- H- ^2  _  Q_ 

Désignons  par  ï  une  qiiadiique  circonscrite  à  S,  de 
sorte  que  le  plan  (h;  contact  passe  par  d  :  son  équation 
|)0urra  s'écrire  : 

-+-(À.r  /a     - X" -+-  \xy  /IT irjï^-;-  V  5  /C  — G')"  =0; 
Ann.  de  Malhémat.,  4*  série,  l.  II.  (  Dccciiibre  1909.)  35 
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cette  quadrique  S  coupe  la   quadrique  S'  suivant  une 
courbe  située  sur  le  cône  d'équation 

(A  —  k')x^^  (B  —  B')^2+  (C  —  C')-2 

-^(X^y/A  — A'-^-  [jLjK  v/B  —  B'-4-v^v/G  —  G')^=  o, 

cône  de  sommet  </.  Ce  cône  se  décomposera  en  deux 
plans   si    l'on  a 

I  H-  X^  X[JL  Xv 

aX  I  -t-  [jl2  [jiv 

vX  V  p.  I  -+-  V- 

ou 


(l)  X^-l-  JJ124-  v2-f-  I   r=  O, 

et  ces  deux  plans  auront  alors  pour  équations 

X  v/A  — A'(i  +  X2  )  -4-  y  \/B—  B'(  Xu  ±  V  ) 

-I-  :;  y/G  —  G'(Xv  =i=  u)  =  o. 

Ce5  plans,  qui  paraissent  dépendre  de  deux  para- 
mèlres\  et  jjl,  sont  néantnoins  tangents  à  un  cône  fixe; 
en  efî'et,  leurs  coordonnées  sont 

u  =  v/A  —  A' (1-4-  \-), 
ç    =  y/B  — B'(X[jL=h  v;, 


m;  =  y/G  — C'(Xv  ZjZ  ;ji), 

ce  qui  donne,  en  tenant  compte  de  la  relation  (i), 


A  —  A'       B  —  B' 


G' 


on  voit  donc  que  :  Si  2  est  bitangente  à  S',  les  plans 
de  leurs  courbes  communes   touchent  le  cône   D,   de 
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sommet  d,  qui  passe  par  l  intersection  des  quadriques  S 

Désignons  de  même  par  S'  une  quadrique  circon- 
scrite à  S',  le  pôle  du  plan  de  contact  étant  dans  le 
plan  abc  ou,  ce  qui  revient  au  même,  ce  plan  passant 
encore  en  d.  En  transformant  le  résultat  précédent  par 
dualité,  on  voit  que  :  Si  "ïl  est  bitangente  à  S,  les  som- 
mets des  deux  cônes  circonscrits  à  la  fois  à  ces  qua- 
driques appartiennent  à  la  conique  d  du  plan  ABC, 
qui  touche  les  plans  tangents  communs  à  S  et  S'. 

2.  Supposons  maintenant  que  2  soit  un  cône  bitan- 
gent  à  S';  il  coupera  S'  suivant  deux  coniques  dont  le 
plan  sera  langent  au  cône  D;  chacune  de  ces  deux 
coniques  peut  donc  être  considérée  comme  une  des 
quadriques  S'  envisagées  précédemment,  et  il  en  résulte 
que  le  sommet  de  S  est  sur  d.  Ainsi  donc  : 

Si  l'on  prend  un  point  quelconque  sur  d  et  un  plan 
tangent  à  D,  le  point  est  le  sommet  d'un  cône  S  cir- 
conscrit à  S,  et  le  plan  coupe  S' suivant  une  conique  S'  : 
sous  une  condition  unique,  le  cône  S  passe  par  la 
conique  S',  et  il  existe  évidemment  entre  le  sommet 
de  S  et  le  plan  de  Yl  une  correspondance  doublement 
quadratique. 

3.  Représentons  sur  le  plan  abc  les  traces  C,  C  et  V 
des  quadriques  S,  S'  et  du  cône  D.  Soit  S',  une  co- 
nique de  S',  dont  le  plan  touche  le  cône  D  ;  elle  coupe 


(  '  )  Ce  théorème  résulte  immédiatement  de  ce  que  les  plans  (|iii 
c<)U|jciit  deux  quadriques  suivant  des  coniques  bitangenles  ((niciienl 
un  cône  de  leur  faisceau  ponctuel. 

FU-marque  analogue  pour  le  théorème  corrélatif.  (  i;.  D.) 
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le  plan  ahc  en  deux  points  a^  et  5,  de  C  tels  que  la 
droite  «i  ^j  touehe  F.  Par  cettte  conique  il  passe, 
d'après  ce  qui  précède,  deux  cônes  circonscrits  à  S,  et 
dont  les  sommets  sont  sur  la  conique  d\  soit  a-,  le 
sommet  de  l'un  de  ces  cônes  :  les  droites  a,  a,  et  <7,^, 
toucheront  la  conique  C.  Ce  cône  coupera  S'  suivant 
une  autre  conique  S!,,  dont  le  plan  aura  pour  trace  la 
droite  a^h^,  a-y  et  h^  étant  les  points  où  les  droites  a-,  a, 
et  (j,  h^  coupent  à  nouveau  C  Par  S.',  passe  un  second 
cône  S25  circonscrit  à  S,  qui  coupe  S'  suivant  une  autre 


conique  S'^,  les  traces  «3  et  ^3  de  celle-ci  s'obtenant  en 
prenant  les  points  où  C  coupe  les  tangentes  qu'on 
peut  encore  amener  à  C  par  les  points  a.^  et  &2>  et  ainsi 
de  suite. 

S'il  existe  des  polygones  de  n  côtés  inscrits  à  C' 
et  circonscrits  à  C,  la  droite  «//i«  viendra  coïncider 
a\ec  rt(  />,.  (Dans  la  ligure  on  suppose  n  =  3.) 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Soit  S',  une  conique  de  S',  dont  le  plan  touche  le 
cône  D,  et  2,  l' uji  des  deux  cônes  circonscrits  à  S  qu'on 
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peut  mener  par  cette  conique  ;  il  coupe  S'  suivant  une 
autre  conique  S!,  ;  par  Sj  passe  un  second  cône,  S2,  cir- 
conscrit à^,  et  qui  coupe  S' suivant  une  autre  coniqucYt'^^ 
et  ainsi  de  suite.  S'il  existe  des  polygones  de  n  côtés 
inscrits  à  la  conique  C  et  circonscrits  à  la  conique  C 
(G  e?  C  étant  les  traces  de  S  et  S'  sur  le  plan  abc),  le 
cône  S„  vient  passer  par  la  coTiique  initiale  S', . 


[H4j] 

FORMULES  POIR  L'INTÉGRATION  D'UN  SYSTÈME 
D'ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES  ET  HOMOGÈNES; 

Par  m.  a.  GARBASSO, 

Privât  docent  de  Physique  à  l'Université  de  Turin. 


On  donne  un  système  de  /z  H-  i  équations  qui  ren- 
ferment, sous  un  forme  linéaire  et  liomogène,  n  -\-  i  fonc- 
tions et  leurs  dérivées  par  rapport  à  une  variable  x, 
jusqu'à  l'ordre  s. 

Nous  appellerons 

ri.  ^2,    •••,  rv,    •••,  y^   et   z 

les  fonction  inconnues,  et  désignerons  pa» 

des  quantités  constantes.  Les  équations  proposées  pour- 
ront s'écrire  sous  la  forme  : 

n  n  s  s 

^1)2"  "'i^'-'-^'^'  "^2'  2'  ^^^''^"11^  "^  ^^-"^  ^2'  "^^'^  d^^** 
1  11.  t 

1  (j.  =  I,  2,  .  .  .,  (nn-i)]. 
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Nous  posons  Miaintenant,  pour  abréger, 


et,  par  conséquent, 


dx 


d'y 
dx'^ 


=  D 


D'y. 


Si  l'on  introduit  encore  les  définitions 

1 

s 

1 
les  équations  (i)  prendront  la  forme  simple 

n 

(T)  2vAj,..vrv-^Bp.^=o. 

1 

Ce  sont  là  «  +  i   équations  algébriques  et  linéaires 
pour  lesyv  On  en  lire  : 


(2) 


Ai.j         A,, 2 
Aj,!         Aj.î 


At,v-i  Ai,v  Ai,v-M 

A2,v— 1  Ao.v  A2,v-Hl 

Ajx.v— 1  A|j.,v  Ajji,v-(-i 

A/n-i.v— 1  Art+i,v  A,f-(-i,v+i 


■    A,,„         B, 
Aî^rt         Bj 


A^,  1         Ajx^î 
Afn-1,1     A/i-i-j,2 

et  il  en  suit  : 

p 
Ci)  z  =^r.  C^e'---^        \p  =  s(n-^^)]. 


•     Aji^rt         Bjj 


Dans  la  formule  (3)  les  C„  sont  des  constantes  arbi- 
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traires,  et  les  tv  doivent  se  déterminer  comme  racines 
de  l'équation  (2),  alors  qu'on  regarde  dans  celte  der- 
nière la  lettre  D  non  pas  comme  le  symbole  d'une  opé- 
ration, mais  bien  comme  une  inconnue. 

Cela  posé,  nous  allons  considérer  les  n  premières 
des  équations  (i')  et  les  résoudre  comme  des  équations 
algébriques  entre  \esy,j. 

Il  s'en  lire  : 


rv  = 


(-l)v 


Bi     Al,,     A 
Bj      A2, 1      A 

B|j,    Ajj^,  1     A 

B/j     A„,i     A 

A  = 

,2      •  •  •     A,,v-i      ^ 

,2        •••       A2,v-1       i 
j.,  2      •  •  •      A[x,v— 1     ^ 
(,2       •  •  •       An,  v_i      i 

Ai,i     ....      A],  „ 

A[j,,  1        .  ■  •       Af;.,n 
^n,\       •  •  •       ^n,  n 

^I,v-Hl        •  •  •       Al,  „ 
^2,v+l        •  •  •       ^i,n 

^(/.,  v-i-l       ■  •  •       A[j,,  fi 

ou,  en  substituant  à  r  sa  valeur  (3), 


(4) 


C„e'-; 


Bi(c7t)      Ai,,(c^) 

62(^71)        A2,i(Ctc) 


B(a(Ctv)       Ajj.,,(c^) 

B«(C7:)     A„,i(c,j) 


Ai,v-i(c7t)      Ai,v+i(c„)     ...     A,,„(ctc) 

A2,V-l(C7l)        A2,v-(-l(C7t)        ...       A2,,t(C,r) 


Ap., 7—1(^7:)     A[x,v-4-i(Ctc)     .  .  .     A[j,,,j(c^) 
A„,v-i(cn)     A„,v+i(c,t)     ...     A„,„(c,r) 


Par  les  notations  A(c.,t),  ^^{ct^)  vX  A|i^v(cn)  on  veut 
indiquer  que  dans  les  A^^^v  el  B(x  il  f^^t  substituer,  à 
tour  de  rôle,  à  la  place  de  D  les  racines  Ct^. 
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Les  formules  (3)  et  (4)  donnent  les  intégrales  cher- 
chées. 

Pour  la  détermination  des  constantes  d,  il  faudra 
donner  les  valeurs  initiales  des  rv,  de  z  et  de  leurs 
dérivées  jusqu'à  l'ordre  (5  —  0. 

[K23a] 

REPRÉSENTATION  DES  OBJETS  AU  MOYEN 
DE  DEUX  PERSPECTIVES  SIR  IN  MÊME  TABLEAU; 

Par  m.  E.  BAUDRAN, 

Capitaine  du  Génie. 


1.  Une  perspective  ne  permet  pas  de  définir  géomé- 
triquement un  objet  5  parmi  les  systèmes  que  l'on  peut 
employer  pour  complét<;r  cette  définition  nous  choisis- 
sons le  suivant  qui  correspond  aux  vues  stéréoscopiques  : 

Un  corps  sera  représenté  par  ses  perspectives  sur  un 
même  tableau  au  moyen  de  deux  points  de  vue  diffé- 
rents . 

2.  Les  deux  points  de  vue  [O]  [O']  seront  définis 
par  leurs  projections  orthogonales  sur  le  tableau  O,  O' 
et  leurs  distances  rf,  d'  au  tableau  (c/  <<  tV)  {Jig-  i). 

Nous  appellerons  poinf:  de  rappel  le  point  to  où  la 
droite  [O]  [O'J  perce  le  tableau  (  — -^,  =  —  j  et  ligne  de 
l'appel  une  droite  du  tableau  passant  par  w. 

Nous  désignerons  une  figure  de  l'espace  par  des 
lettres  entre  crochets  [rt,A,...];  sa  perspective  par 
rapport  à  [O]  ou  perspective  pre/nière  par  les  mêmes 
lettres  sans  crochets  :  a,  A,  ...  ;  sa  perspective  par 
rapport  à  [O'J  ou  perspective  seconde  par  les  mêmes 
lettres  accentuées  :  a'    \' 
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3.   Les  deux  perspectives  d'an  point  de  V espace  sont 
sur  une  même  ligne  de  rappel  et  réciproquement . 
Si  {fi g-   i)  m  et  m'  sont  les  perspectives  d'un  même 


ov 


Fh 

1 


r 


point  [/??]  de  i  espace,  les  droites  Ow,  O' m'  se  coupent 
en  un  point  y- projection  orthogonale  du  point  [m]  sur 
le  tableau. 

4.  Deux  droites  quelconques  du  tableau  A,  A'  repré- 
sentent généralement  les  perspectives  d'une  même 
droite  de  l'espace  et  réciproquement. 

Deux  droites  parallèles  sont  les  perspectives  d'une 
frontale  et  réciproquement. 

Remarque.  —  Lorsque,  clans  ce  dernier  cas,  les  deux 
plans  [0]A,  [0']A'  sont  parallèles,  la  droite  [A]  est 
rejetée  à  l'iiifini  ou,  ce  qui  revient  au  mêine,  A  et  A' sont 
les  lignes  de  fuite  d'un  uiènic  plan. 

5.  Trace  d'xjne  droite.  —  La  trace  d' une  droite  sur 
le  tableau  est  l'intersection  de  ses  deux  perspectives. 

6.  Problïîme  1.  —  Trouver  les  points  de  fuite  d'une 
droite. 

Les  deux  points  cherchés/,^'  sont  tels  que  O/,  O'/' 
sont  parallèles  et  doivent  être  sur  une  même  ligne  de 


(  554  ) 
rappel.  On  mènera  une  ligne  de  rappel  quelconque  w a?' 
coupant  A'  en  a:',  la  parallèle  Ox  à  O' x'  coupe  tox'en  x. 

Le  pointyesL  à  l'interseciion  de  A  et  de  la  parallèle 
à  A'  menée  par  x\  il  se  rappelle  enf  sur  A'. 

Lorsque/  et/'  sortent  des  limites  de  l'épure  on  déter- 
mine facilement  la  direction  O/",  O'/'.  Pour  cela  (/i^.  2), 

Fie.   2. 


sur  O' x'  on  prend  un  point  quelconque  x,  on  mène  a'^ 
Cl  O'I  parallèles  à  mx'  et  O'xo.  Puis  ^/,  et  x,/,  pa- 
rallèles à  A  et  A',  O'/i  est  la  direction  cherchée.  Gela 
résulte  de  l'homothétie  de  la  figure  ainsi  construite  et 
de  la  précédente  (M- 


7.  Problème  IL  —  Mener  par  un  point  une  paral- 
lèle à  une  droite. 

11  suffit  de  joindre  les  perspectives  du  point  aux 
points  de  fuite  de  la  droite.  Si  ces  points  sont  en  dehors 
des  limites  de  l'épure,  on  déduira  très  facilement  de  la 
construction  indiquéi-  au  Paragraphe  précédent  une 
construction  invers(;  résolvant  le  prohlème. 


(')  ^x^  coupe  00,  CD  w,  eltu,/,  est  parallèle  à  o) /'. 
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8.   Proposons-nous  de  déterminer  la  profondeur  d'un 
point  m^  m'.  Imaginons  une  droite  passant  par  [O]  ;  sa 
perspective    première    est  un    point   a  {/ig.  3)  et  sa 


perspective  seconde  la  droite  i^^ia.  Joignons  le  point  [m] 
au  point  de  même  profondeur  ['?ii]  de  la  droite  [0<z]. 
La  droite  [m//*,]  est  une  frontale,  et  ses  perspec- 
tives ma,  m'm^  sont  parallèles.  La  droite  O' m\ 
coupe  Oa  en  p.  projection  orthogonale  de  [m,],  et  l'on 
a  en  grandeur  et  en  signe 

Si  donc  on  prend  aO  =  don  a.  une  certaine  échelle 
numérique  ^  ;  on  mesurera  ainsi  en  «jj.  la  profondeur 

p  à  l'échelle  î^-  On  pourra  prendre  pourN  telle  valeur 

que  l'on  voudra,  par  exemple  celle  de  l'échelle  de  la 
figure  géomélrahî  qui  définit  l'objet  ou  celle  d'un  plan 
de  front  quelconque. 

La  droite  Oa  constitue  donc  une  véritable  échelle  de 
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profondeur  qui  permet  de  résoudre  tous  les  problèmes 
relatifs  aux  profondeurs. 

9.  Deux  droites  se  couperont  et  par  suite  définiront 
un  plan  lorsque  les  poiiits  de  rencontre  de  leurs  per- 
spectives de  même  nom  seront  sur  une  même  ligne  de 
rappel. 

10.  La  trace  d'un  plan  est  la  droite  qui  joint  les 
traces  de  deux  droites  du  plan. 

\\.  Problèaie.  —  Mener  par  un  point  d'un  plan  la 
frontale  de  ce  plan. 

Si  les  traces  des  droites  définissant  le  plan  sont  dans 
le  tableau,  on  aura  de  suite  la  trace  du  plan  et  par  suite 
la  direction  de  la  frontale. 

Supposons  {Jig.  4)  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi.   Par  le 

Fig.  4. 


point  a,  a'  de;  (A)  menons  une  frontale  quelconque  dont 
la  perspective  seconde  coupe  B'  au  point  b' .  Par  le 
point  b"^j  de  cette  frontale  menons-en  une  autre  B',,36, 
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qui  coupe  [B]  au  point  6,  b\ .  Les  trois  points  aa',  h'  [j, 
6,  h\  sont  dans  un  même  plan  de  front,  donc  «6,  db'  est 
la  frontale  cherchée. 

12.     Problème.     —     Trouver    V intersection    d'un 
plan   [AB]   et   d'un  plan  fuyant   [fig.   5). 


Supposons  le  plan  fuyant  déterminé  par  sa  trace  T  et 
passant  par  [O].  Les  perspectives  premières  de  tous  ces 
points  sont  sur  T;  donc  «,  b  sont  celles  des  points  où  i! 
coupe  [A]  [B],  par  suite  l'intersection  est  ab^  a' b' . 

13.  Problème.  —  Trouver  les  lignes  de  fuite  d'un 
plan. 

Coupons  le  plan  [AB]  par  un  plan  debout  passant 
par  [O]  et  de  trace  Oab^  l'intersection  des  deux  plans 
sera  ab,  a' b' .  Le  point  de  fuite  de  cette  droite  cpcp'  s'ob- 
tiendra en  menant  O''^'  parallèle  à  Oa.  On  mènera 
ensuite  par  cp  et  cp'  des  parallèles  aux  frontales.  Si 
celles-ci  ne  sont  pas  connues  on  déterminera  par  la 
même  méthode  un  second  point  des  lignes  de  fuite  du 
plan. 

Les    pieds  ff  des  perpendiculaires   abaissées  de  O 
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et  O'  (  fig.  6)  sur  les  lignes  de  fuite  sont  les  points  de 
fuite  des  droites  du  plan  perpendiculaires  aux  frontales, 

Fig.  6. 


droites  que,   par  analogie,  nous  appellerons  lignes  de 
plus  grande  pente  du  plan. 

14.   Échelles  de  pente  d'un  plan  {fig.  '])■  —  Pour 
avoir  la  profondeur  d'un  point  [m]  d'un  plan,  il  suffit 

Fig.  7. 


de  prendre  celle  d'un  point  quelconque  de  la  frontale 
<|ui  passe  par  ['"],  par  exemple  le  point  [a]  qui  se 
trouve  sur   la  droite   Oah,   a! h'   intersection    du   plan 
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donné  et  d'un  plan  debout  passant  par  [O].  Et  il  suffira 
de  prendre  pour  échelle   de   profondeur  Oa   avec  une 
origine  c  quelconque. 

Les  faisceaux  O' u.\  jjl,  et  Op.p.'  sont  liomographiques, 
il  existe  donc  une  direction  de  droites  A  telles  que  les 
rayons  Ou  interceptent  sur  elles  des  segments  propor- 
tionnels à  C[x, ,  c'est-à-dire  à  la  profondeur  du  point  [tj.]. 

Pour  déterminer  une  de  ces  droites  A,  il  suffit  de 
remarquer  que,  si  cp  est  le  point  de  fuite  de  [ab],  son 
homologue  sur  A  doit  être  à  l'infini.  Donc  A  est  parallèle 
à  (ocp,  direction  toujours  connue.  Les  lignes  de  rappel  des 
points  situés  aux  profondeurs  d  et  d'  sur  [ab]  sont  res- 
pectivement parallèles  à  ab  ela'b'.  Pour  avoir  A  il  suffira 
donc  de  placer  entre  ces  deux  droites  un  segment 
parallèle  à  to  cp  et  égal  à  -^'  ^  étant  l'échelle  numé- 
rique. Cette  échelle  étant  graduée,  on  aura  la  profon- 
deur du  point  [x  en  le  projetant  avec  w  comme  centre 

en  iji.2  sur  A. 

On  voit  que  cette  droite  A  jointe  à  ab  définit  le  plan 
comme  il  l'est  en  Géométrie  cotée,  au  moyen  de  son 
échelle  de  pente,  c'est  pourquoi  nous  avons  donné  ce 
nom  à  A  jointe  à  ab,  a'b'. 

Remarque.  —  Cette  échelle  permet  de  construire, 
très  simplement,  la  perspective  d'une  figure,  connaissant 
les  coordonnées  de  ces  points  par  rapport  à  deux  axes 
du  plan,  l'un  étant  une  frontale,  l'autre  coordonnée 
étant  en  effet  égalé  à  la  profondeur  multipliée  par  une 
constante. 

15.  Les  éléments  que  nous  savons  déjà  déterminer 
sont  suffisants  pour  effectuer  les  rabattements  sur  un 
plan  de  front;  nous  allons  traiter  cette  question  direc- 
lemeni. 
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16.  On  sait  que  les  élémenls  du  rabattement  sont  le 
point  (le  fuite  des  lignes  de  plus  grande  pente  et  le 
point  de  fuite  des  cordes  de  l'arc  que,  pour  abréger  le 
langage,  nous  appellerons  point  de  rabattement  du 
plan,  et  nous  les  désignerons  par  cp  et  /•. 

La  connaissance  de  l'un  entraîne  celle  de  l'autre, 
/•  est  le  rabattement  de  [O]  dans  le  plan  de  fuite  du 
plan  considéré. 

Le  rabattement  autour  d'une  frontale,  sur  un  plan 
de  front,  ayant  deux  perspectives  semblables,  il  suffit 
d'en  construire  une. 

M.  Proposons-nous  de  rabattre  le  point  ['«],  inter- 
section des  droites  [A][B]  autour  d'une  frontale  de  leur 
plan  {fig-  8).  Au  moyen  des  parallèles  aa,  y.h  à  A'  et  IV 

Fis.  S. 


nous  déterminons  la  frontale  du  point  [a\  dans  1(^ 
plan  [AB].  En  menant  o.c  parallèle  à  O'm'  nous  avons 
l(î  point  de  la  droite  debout  Om,  O'm',  qui  a  même 
profondeur  que  [«],  c'est-à-dire  le  pied  de  la  perpendi- 
cnlaire  abaissée  de  ///  sur  !<■  plan  de  front  de  ab.  \a'. 
point  m  devra  donc  se  rabattre  sur  la  perpendiculaire 
de  cd  l\  ad.  Vowv  avoir  la  dislance  de  [r/]  à  ["i],  ra- 
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battons  le  plan  debout  [mcrf]  autour  de  sa  frontale  [cd]. 
[m]  vient  en  a,  intersection  de  la  perpendiculaire  ea 
à  cd  et  de  mi,  /•  étant  le  point  de  rabattement  du  plan 
debout  (0/-  =  (Y),  en  prenant  <i M ,  =  i/ pi  on  a  le  ra- 
battement de  M. 

Si  l'on  joint  M,  «,  M,  b,  nous  avons  en  a  M,  b  l'angle 
des  deux  droites  [A][B]. 

La  perpendiculaire  menée  de  O  sur  ab  coupe  les 
droites  md,  m  M,  aux  points  cp  et  R. 

18.  Un  point  étant  rabattu  et  par  suite  une  droite  du 
plan,  on  en  déduit  facilement,  au  moyen  de  l'un  dts 
points  /■  ou  'f,  les  rabattements  de  tous  les  points  du 
plan. 

Nous  avons  indiqué  (Jig.  9  )  comment,  au  moyen  du 

»-'ig.  9. 


point  r  du  rabattement  E,  d'une  droite  e  et  de  fron- 
tales, on  peut  rabattre  tous  les  points  du  plan.  On 
verrait  facilement  que  l'on  pourrait  transformer  cette 
droite  en   une  éclielle  graduée  correspondant  au  plan. 

19.   Les  éléments  que  nous  venons  de  déterminer,  soit 
les  distances  à  des  plans  de  front,  soit  ceux  nécessaiies 
Ann.  de  Mathëniat.,  4°  série,  t.  II.  (Décembre  1902.)  36 
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pour  efTectuer  les  rabattemenis,  permettent  d'effectuer 
toutes  les  constructions  nécessaires  pour  déterminer 
les  grandeurs  des  droites  et  les  angles,  mener  des  per- 
pendiculaires, etc.  Ces  constructions,  une  fois  les 
éléments  précédents  déterminés,  constituent  les  con- 
structions directes  énoncées  dans  tous  les  Traités  de 
Perspective,  ou  de  simples  problèmes  sur  celles-ci;  nous 
ne  les  traiterons  donc  pas,  nous  contentant  d'avoir 
montré  que  l'on  pourrait,  au  moyen  de  vues  stéréosco- 
piques,  reconstituer  très  facilement  les  objets  repré- 
sentés. 


[R8a] 

MOUVEMENT  INITIAL  ÏÏM  SOLIDE  INVARIABLE; 

Par  m.  R.  GILBERT. 


Soit  S  un  solide  invariable  soumis  à  des  forces  quel- 
conques F,,  Fo,  .  .  •  ,  F„.  En  supposant  ce  corps  primi- 
tivement au  repos,  quelle  sera  la  nature  de  son  mouve- 
ment initial  ? 

i"  Les  forces  se  réduisent  à  une  seule,  F,  qui  passe 
au  centre  dé  gravité,  G,  du  solide.  Cette  force  F  agis- 
sant sur  un  corps  de  masse  M  peut  se  décomposer  en 
forces,  f,  appliquées  aux  différents  points,  de  masse  ;/z, 
du  corps  solide. 

L'accélération,  y,  du  point  m,  due  à  la  force  y' est 

/        ^^ 
Le  mouvement  élémentaire  est  donc  une  translation 
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parallèle  à  F,  et,  si  dv  est  la  vitesse  élémentaire  de  iratis- 
lation, 

(')  dv=  ^^dt. 

2"  Les  forces  se  réduisent  à  une  seule,  F,  qui  ne 
passe  pas  au  centre  de  gravité.  On  peut  ajouter  au 
système  les  forces  F,,  —  F,  égales  à  F  appliquées  en  G. 
L'action  de  F,  est  une  translation  élémentaire  parallèle 
à  F.  L'action  du  couple  (F,  —  F,  )  est  une  rotation  élé- 
mentaire <fcL),  autour  d'un  axe  passant  en  G,  perpendi- 
culaire au  plan,  H,  du  couple.  La  translation  et  la  rota- 
tion étant  normales  peuvent  se  composer  pour  donner 
une  rotation  instantanée  normale  au  plan  H.  Soit  O  le 
point  où  l'axe  instantané  coupe  ce  plan,  et  x  la  dis- 
tance OG  :  les  points  O  et  G  sont  sur  une  perpendicu- 
laire à  F  puisque  le  déplacement  initial  de  G  est 
parallèle  à  F  et  le  point  O  et  la  force  F  sont  de  part  et 
d'autre  de  G. 

D'ailleurs,  O  étaut  fixe  à  un  infiniment  petit  du 
second  ordre  près,  on  a 

(2)  dv  —  X  dui. 

Désignons  par  8  la  distance  du  point  G  à  la  force  F, 
par  K  le  rayon  de  giration  autour  d'un  axe  passant  par 
G  et  normal  à  H.  Le  théorème  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement  dans  le  mouvement  relatif  autour 
du  centre  de  gravité  donne 

(3)  MK^~^-¥o. 

dt 

Des  équations  (1),  (2),  (3)  on  tire 
l'axe  instantané  est  indépendant  de  la  grandeur  tic  F. 
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3°  Le  système  des  forces  est  quelconque.  Il  peut  être 
ramené  à  un  système  équivalent  de  deux  forces  ortho- 
gonales Fi ,  Fo,  la  première  passant  en  G.  Si  F,  ou  F2 
sont  nulles,  on  est  ramené  à  un  cas  précédent.  Sinon  la 
rotation  élémentaire  due  à  Fo  et  la  translation  élémen- 
taire due  à  Fi  ne  se  composent  pas  en  une  rotation  on 
une  translation  uniques.  Le  mouvement  élémentaire 
est  hélicoïdal. 

La  force  Fo  donne  comme  ci-dessus  (2°)  l'axe  du 
mouvement,  et  la  force  F,  la  translation  élémentaire 
parallèle. 

On  peut,  comme  exemple,  trouver  l'axe  initial  de 
virage  d'un  bateau  donné. 


[051a] 

mn  SUR  LA  coiuBinE  des  lignes  géodésioies 
mm  surface  de  révolution; 

Par  m.  Solon  GHASSIOTIS. 


M.  H.  Resal  a  étendu  le  théorème  de  Gudermann 
sur  l'ellipsoïde  aux  autres  surfaces  du  second  degré  de 
révolution.  (Noui^.  Annales^  i88';7,p.  S'y,  et  M.  Appell, 
Mécanique,  t.  1,  p.  49^,  où  cette  question  est  ])roposée 
comme  exercice.) 

Nous  allons  chercher  toutes  les  surfaces  de  révolution 
pour  lesquelles,  le  long  de  toute  géodésique,  le  rapport 
du  rayon  de  courbure  de  la  méridienne  à  celui  de  cette 
géodésique  reste  constant. 

Soient 

R  et  R'  les  rayons  de  courbure  principaux  en  un  point  M 
de  la  surface  de  révolution  5 
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X  le  rayon  du  parallèle  correspondant; 
i  l'inclinaison  de  la  ligne  géodésique  considérée  sur  la 

méridienne  ; 
0  son  rayon  de  courbure; 
K  la  valeur  constante   du  produit  rsin/  le  long  de  la 

ligne  géodésique  considérée. 

Posons 


R' 
R  ' 

1 

la 

fo. 

rniule 

(i^ 

-^Y'-% 

de 

M. 

.  Resal  de' 

vient 

(0 

R  ^ 

x^ 

X-  — 

K2H-K2/(^) 

Po 

ur 

que 

p 
R 

=  G,' 

il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

f(x)  =  \  ■+-  ;j. X- , 


ou 


Comme  la  surface  est  de  révolution,  on  a 
R'=N, 

N  étant  la  normale  à  la  méridienne  jusqu'à  l'axe  de  la 
surface;  par  suite,  on  a,  en  remplaçant  R,  N  parleurs 
valeurs, 

(3) 


y{y-^y''^)       a7(i-f- fjLa?^) 
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ou 

y"         y  y"     _  I 

y     i^y^  ~  j 


et,  eu  iutégraut  une  première  fois,  on  a,  en  passant  des 
logarithmes  aux  nombres, 

y         _       v/Gja? 


y/  •  +  y-      v/i-t-n^ 
qui  peut  s'écrire 


d'où 

V/C7  r 

7  =  7- r^.  y/ 1  -^  (  ;i  —  G,  )a-^  -^  C^,. 

L'équation  de  la  méridienne  est  donc  celle  d'une 
conique  ayant  pour  axe  l'axe  de  la  surface,  par  suite  : 

Les  seules  surfaces  de  réi^olution  pour  lesquelles 
reste  constant  le  long  d'une  géodésique  le  rapport  des 
rayons  de  courbure  de  cette  géodésique  et  de  la  méri- 
dienne so7it  des  surfaces  du  second  degré. 

C'est  la  réciproque  du  théorème  déjà  cité. 


SOLITIOXS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1505.    *^ 

188V,   p.   447.) 


De  chaque  point  M  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle, 
on  abaisse  une  perpendiculaire  MP  sur  la  droite  de  Simpson 
relative  à  ce  point  et  à  ce  triangle;  on  demande  : 

i"  Le  lieu  du  pied  P  de  cette  perpendiculaire; 

1"  L'enveloppe  de  la  droite  MP.  (  d'0c.4GNE.) 
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SOLUTION 
Par  M.   H.  Lez. 

Prenant  le  centre  0  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC 
pour  origine  des  coordonnées,  un  point  quelconque  M  de  ce 
cercle  pourra  être  représenté  par 

a7=Rcos(f,         ^r=Rsin(ji; 

si  a,  p,  7  sont  les  angles  que  les  rayons  OA,  OB,  OC  font  avec 
l'axe  des  X,  les  sommets  du  triangle  auront  des  coordonnées 
analogues. 

Choisissant  l'axe  des  X  de  manière  que  a-^  ^ -h '{  =  ir,, 
nous  trouverons  que  les  côtés  du  triangle  ABC  ont  pour  équa- 
tions : 

Y  Y         ..  / 1^  —  y-  \ 

(i)  AB ^  sin  -  —  .r  cos-  =  R  cos  (  •*— —  1? 

0                   3         r.          /a— ï\ 
(•2)  AC y  sin  i-  —  a:;  cos-  =  R  cos( j, 

(i)         BC ^- sin  -  —  07  cos  -  =  R  cos  / -*— — -)• 

Les  hauteurs  du  même  triangle  étant  représentées  : 

.  a  .     a        _    .     3a 

Pour  le  sommet  A  par     y  cos  -     -  x  ?in  -    =  K  sin  ^ — j 

^  1  2  2 

S  .8       ^    .     33 

»  B     »       y  cos  -  -t- a;  sin  -  =  R  sin  — !-, 

•^  -i,  i  'i. 

Y  Y  .      3  Y 

»  C     »       y  cos-  M-  iP  sin  -  =  R  <\n  —^) 

■^  1  -JL  1 

l'orlhocentre  aura  pour  coordonnées  : 
.X  —  R(cosa  -4-  cosp  -\-  cos  y) 

/  ît      3      y\ 

=  —  R  (   I  H-  4  cos  -  cos-  cos  -       =2/1, 
\  2  X  -i.) 

y  —  R(sinaH-  sin  p  -t-  siny) 
=  4  R  I  sin  -  sin  -  SI  11  -  ) 


2  m . 
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Mais  les  perpendiculaires  abaissées  du  point  INI  sur  les  côtés 
du  triangle  ont  pour  équations 

Y  Y  /  "  '- 

(4)  Sur  AB y  cos  -  —  ar  sin  -  =  R  sin  (  cp  -f-  -  1, 

(5)  »     AG _/ cos  -  -4- a?  sin  -  =  R  sin  /  cp -f- -  J, 

(6)  »     BG y  cos  — h  ar  sin  -  =  R  sin  (  o  ^-  -  j  • 

Or,  une  droite  passant  par  l'intersection  des  droites  (i)  et  (4) 
aura  pour  équation  : 

3-a\ 


V  .         Y  T,  / 

—  X  cos  -  -^  V  sin  -  —  R  cos  (  - 

2        -^  2  V 

-r-  K  Lr  sin  -  -h y  cos  -  —  R  sin  /  o  -i-  -  j     ==  o; 

l'équation  de  celle  qui  passe  par  l'intersection  des  droites  (2) 
et  (  5)  sera  de  même 

—  X  cos  - — H  V  sin  -  —  R  cos  ( 

2-^2  \        2        / 

-t-  K'  Lr  sin  -  -i-y  cos  -  —  R  sin  |  cp  4-  -  )     =0. 

Quand  ces  deux  équations  sont  identiques,  elles  représentent 
la  droite  de  Simpson;  pour 


K  =  cos 


Y 


2  2 

et 

K  =  cos  ^ ^  :  sin^ '-} 

2  2 

ce  résultat  est  obtenu  et,  après  réductions,  nous  avons  pour 
l'équalion  de  la  pédale  : 

.     Ci  o 

X  sm  -  -\-  y  cos  - 

2  2 

i.ocp         1-9  .a.     3.     Y 

-  sm  — L  —  -sin  -  -H  2Sin  -  sin  -  sin  -  cos  - 
.2         2         2        2  2         2        2 

a         p         Y    • 
—  2C0S  -  cos  -  cos     sin 

2  2  2  2/ 
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que  nous  pouvons  écrire  sous  la  forme 

sin"^  lx-\ t-'iRcos^cos-cos;^) 

2^2  222/ 

-+-cosMr  — 2Rsin-sin|sin-j  =  -  sin  — - 


ou 


(■„)  (-p_nUin;^  +(r  —  »î)cosi-  ^  _sin  —  • 

De  plus,   une  perpendiculaire  abaissée  du   point  M  sur  la 
droite  de  Simpson  a  pour  équation 

? 
cos  - 

y— Rsincp=   (a-— Rcoso) 

sin  - 

2 

ou 

9  ?  D  ^? 

(8)  _^.sin^+a"cos-^  =Rcos  — . 

En  éliminant  la  variable  cp  entre  les  équations  (7)  et  (8), 
nous  aurions  le  lieu  du  point  de  rencontre  cherché.  Gomme 
nous  le  verrons  plus  loin,  l'équation  de  ce  lieu  est  assez  com- 
pliquée et  il  est  plus  simple  d'avoir  recours  aux  coordonnées 
du  point  de  rencontre  P;  elles  permettront  de  construire  la 
courbe  par  points.  Ces  coordonnées  sont  : 

(g)        ^^^(j_(.og^)^^sincp-i-|(2COs2cpM-3coscp-i)=o, 

(10)      y=^sincp+'^'(i-coscf)-4-  ^sincf(3-2C0scp)  =  o. 

Donnant   à   c?   les  valeurs   ci-après,    nous   aurons   quelques 
points  remarquables  de  la  courbe,  savoir  : 

1°  tp  =  o,  sino  =  o,  coscp  =  I,  a?  =  R,  y  =  in\ 

_  m  -\-  n         R 

2»  cp  =   -  ,       sin  (3  =^  I ,       cos  cp  =  O,       37  =  -  H    ^  , 

m  -4-/1        3  R 
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i"  es  =  t:.  sin 0  =  0,  cos (t  =  —  i,  .r  =  ,  v  =  o • 

,0  '^  ''^        •  n  —  m        R 

_  «i  —  /î        3  R 
■22' 


Mettons  les  équations  (9)  et  (10)  sous  la  forme 

l  acos^cp  —  I  —  cos(a -f- o  ) -I- cosa -^  3  cos'j>   \ 

^=7)                \        f          a\               al          v_3 
4    f         ^-  2    cos  (  (i —  cos  -     cos '- 

L  V'  2/  2j  î  / 

/    sin  (  2  H- (f) -4- sin  a -I- 3  sin  (p  —  asiniycoscp    ^ 


J'^ 


4  —  2    sin  (  'j )  —  sin  -     cos 

^  V  \'  '^z  2j  2 


pour  <p  =  a,  nous  aurons 

a-  =  R  cos^p,        j'  =r  R  sin  a  ; 

la  courbe  passe  donc  par  les  sommets  du  triangle  ABC. 
Pour  cp  =  Tr-i-a,  le  point  M  étant  diamétralement  opposé 
à  A,  nous  avons 

^  i       ->  ■^      ^  —  V\ 

X  =z  —    2  cos-  a  —  1  —  cos  X  —  î  cos  -  cos 1 

•'.  \,  .22/ 

^j  /  .     a    .     3  a               a         Y  —  ^  \ 
=  —  R  (  sin  -  sin h  cos-  cos ^     > 


R/  .  .  .    a         Y  — ?\ 

K  =  —    —  2  sin  a  cos  a  —  sin  a  +  2  sin  -  cos 

■>.  -XI} 

R  /  a    .     3  a         .a         Y  —  3  \ 

=  n  —  cos  -  sin h  sin  -  cos , 

\  22  2  2      / 

coordonnées  du  point  où  le  Q&rcZfé   touche  le  côté  opposé  au 
sommet  A. 

Quant  aux  tangentes,  leur  coefficient  angulaire  est 

dy  _  2/1  coscp  —  2m  sinç  -I-  R  (3  costf  —  2  cos2(p) 
dcr         2/i  sinœ  -+-  -2 m  coscp  —  R  (3  sintp  -h  2  sin2cp 
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Maintenant  prenant  la  dérivée  de  l'équation  (8),  soit 

'i.  Cp  3  C5 

(n)  X  sin  -  -^  y  cos  I  =  j  R  sin  —^, 

et  éliminant  la  variable  cp  entre  les  équations  (8)  et  (ii),  nous 
aurons  celle  de  l'enveloppe  de  la  perpendiculaire  MP. 

Mais  avant  d'opérer  cette  élimination,  remarquons  l'ana- 
logie qui  existe  entre  les  deux  systèmes  d'équations  (7)  et  (8), 
(8)  et  (11).  Pour  écrire  l'équation  de  la  courbe,  il  suffirait  de 
connaître  la  relation  qui  résulte  de  l'élimination  de  la  va- 
riable u  entre  les  deux  équations  générales  : 

(12)  a  ûnii -^  b   cosif  — sinSif, 

(i3)  a'  sin  a  -f-  /^'  cos  u  =  cos  3//  : 

ce  que  nous  déterminerons  par  les  transformations  ci-après  : 
Multipliant  d'abord  la  première  par  cos  u  et  la  seconde  par 
sin  u,  nous  aurons 

a  sin  u  cos  w  -1-  b  cos'^u    =  sin  3  u  cos  m, 
a'  sin-  u  -+-  h'  sin  a  cos  u  —  cos  3  u  sin  u, 

et  la  soustraction  donnera 

(a  —  b' )  sinu  cosu  -+-  b  cos'^ u    -  a'sin^^f  =  sin  '2U  =  2  sin  m  cos« 

ou 

(14  )     («  —  b'  —  2)  sin  i<  cosu  -i-  t  b  -\-  a' }  cos^  u  —  ti'  —  o. 

Multipliant  ensuite  la  première  par  sin«  et  la  seconde  par 
cosM,  nous  aurons  encore 

(7  sin'^a -t-  6  cos  a  sin  a    ^   sin3«sin«/, 
a'  cosu  sin  u  -+-  b'  cos-  u  —  cos 3  ic  cos//, 

et  l'addition  donnera 

(a'-+-  6)  cos/i  sin  //  -+-  a  sin-  /<  -i-  6'cos2/f  —  cos 2  //  —   1  cos-  //  — i 

ou 

(]5)     (rt'-i-  6  )  cos/i  sin  //  —  (a  —  6'-i-  2)  cos^m  -^  i  +  a  =  o. 


(     ^72     ) 

De  ces  deux  nouvelles  équations  (i4)  et  (i5),    nous  tirons 


facilement 


a'{b  -^  a')  -\-  (a  -\-\)  (a  —  b' —  2) 
(  6  -i-  a'  )2 -(-  (  a  —  6' ;2  —  4 


et 


cos^if  si 


n^u  =  ( 


a'(i  —  b')  —  b(f-^a)     '' - 


=  cos-M  —  cos*a, 


puis  la  substitution  de  cos^a  dans  cette  dernière  égalité  con- 
duit à  un  résultant  de  la  forme  UW  -+-  V^  —  o,  soit 

1   [a  {ù  -h  a' )  -^  (  i  -^  a)  (  a  —  />'  —  2  )] 
(i6j      <         X  [(rt  —  6')(i  -H  6')  — 2(rt  —  I)  — 6(6 +  «')] 

[  ^[«'(1  — 6')  — 6(n-a)]2  =  o. 

Alors,  pour  l'élimination  de  q  entre  les  équations  (7)  et  (8), 
nous  aurons 


■i(x  —  n  } 
R 


b  = 


■^■(7  —  m) 
K 


,        y 


b'= 


R 


Portant  ces  valeurs  dans  la   relation  (16)  nous  trouverons 
pour  l'équation  générale  du  lieu  du  point  P  : 

{'ix-  —  y^—  3  Rx  —  6nx  -h  i  my  -r-  ^n'^-k-  2  R  n  —  2  R^) 
X  {jc-  —  27-  —  3  R  r  —  2  rt.r  -i-  6  mj  -—  4  m-  -i-  2  R  n  —  2  R^  j 

-i-  (2R/«  —  4  '"  n  -r-  ^mx  -\-  4  ny  —  3Rj'  —  '^x  yY  =  o 

enveloppe  d'une  conique  X-U  -i-2X\  —  W  =  o. 
Réduisant,  nous  obtenons  la  quartique  unicursale 

■i{x-'^  -r  y-  y-  —  iom{x^-  -v  y-^  )  y 

—  ( ro «  -4- ^  R  )  a^M-  (  27  R  —  ion)  xy"^ 
^(i6n-^-H  8/n2-i-3oRn  +  iiR2)a72 
-H  (8n2-M6m2_  3oRn  +  II  R2)jk2 

—  4  "i  (  •  5  R  —  ^n)  xy 

—  -  4  /«  (  2  /«2  -^  ■2/1-  —  1 4  R  «  -+-  5  R-  )  y 

—  4 (2 «3  -4-  2 /n2 /i  —  7  R  m2  4-  7  R «-  -h  5  R2 n  )  r 

—  4  R*  —  24  R  /«2  /<  4-  1 2  R2  ni'i  4- 1 2  R2  «2  -+-  8  R  /<3  =:  o, 


^'7) 
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courbe  qui  enloure  le  triangle  ABC  en  passant  par  les  sommets 
et  en  louchant  chacun  de  ces  côtés. 

De   même,  pour  l'élimination  de  (y  entre  les  équations   (8) 
et  (i  i),  nous  aurons 

Ces  valeurs  étant  portées  dans  la  relation  (i6),  nous  trouve- 
rons pour  l'équation  de  l'enveloppe  de  la  droite  MP  : 

[3j-2_,ï::;_3R(3R_H2a7jJ  [y^ -  3a?2 -f- 3  R( 3 R  — '^iP)] 

-T-  4jK^(3R    -  -i-xf  =  o, 
soit  en  réduisant 

(^2_^^2_  R2)2_^  8RiP(a72^  3jK-') 

-T-  20  R2  (  ^2  _^  j2  )  __  28  R4  ^  O 
OU 

(18)  (a72-)-j2_gR2_i2Ra7)2—  4R(3R  —  237)2^=  o. 

Cette  enveloppe  est  une  quartique  tricuspidale  ou  hypocy- 
cloïde  à  trois  rebroussements,  courbe  connue,  tangente  au 
cercle  circonscrit  et  dont  les  trois  rebroussements  sont  les 
sommets  d'un  triangle  équilatéral  inscrit  dans  un  cercle  de 
rayon  triple. 

En  effet,  si  nous  cherchons  les  abscisses  des  points  de  tan- 
gence  de  la  quartique  (18)  avec  le  cercle  circonscrit 

^2-4-/^/2=    R2, 

nous  aurons 

(IX  ^  R)2  (.r  —  K)  =  o; 

de  là,  deux  racines 

37  =  R ,         x  = ; 

'2 

dont  la  dernière  est  double.  Si,  dans  la  même  équation,  nous 
remplaçons  x^-'t-y-  par  9R*,  elle  se  décomposera  encore  en 
produit  de  deux  facteurs 

(3R  — 2a7)2(3RH-.r)  =  o 


(  ^"^Tl  ) 

qui  sont  les  racines  de  l'équation 

4  x"'  —  27  R2  a^  -i-  27  R3  =  o 

donnant  les  abscisses  des  trois  points  de  rebroussement. 

Enfin,  si,  des  équations  (8)  et  (11),  nous  tirons  la  valeur 
des  coordonnées  de  chaque  point  de  l'hypocycloïde  (18), 
nous  trouverons 

.1    —  R('2  COS'4)  —  C0S2O  I, 

(19)  j>- =  R('i  sincp  H- sinacp  I. 

Or,  pour  que  les  quartiques  (17)  et  (18)  aient  des  points 
communs,  il  faut  que  leurs  coordonnées  soient  les  mêmes;  de 
là,  les  deux  relations 

'\  R(  Jicos'i  —  cosaœ  ) 

—  2rt(i  —  cosœ)  -1-  im  sincp   —  R(3  cosœ  -^  cosîcp'i. 

4  R(2sin  ip  —  sin  2tti  ) 

—  in  sincp  -^  im^x  -^  cos<j>  j  -+-  R(3  sin  'f  —  sinicp). 

Réduites,  elles  deviennent  : 

î/n  I  —  cosiy)  4-  2»i  sin  o 

—  5R(2coso  -:-  I  )  (  [  —  costp)  =  o, 
( 20  )  <  _ 

i  •2/îsincp-i-2/n(i-i-  cos  cp  ) 

l       —  5  R  sin©(2coso  -î-  1)  =0. 

F^ortani,    par    exemple,    dans    la     première    la    valeur    de 

2  tYl (  î  -^-  cos  C&  ) 

siiic  =  — ; — '- — - — '—^ tirée  de  la  seconde,  nous  aurons 

5R(2COSCp  +  l) 2«. 

/\m-(i  -+-  cosœ)  —  (i  —  cosç  )  [5  R(2C0S(f  M-  i  )  —  2«]-=  o, 

relation  du  troisième  degré,  qui  montre  que  les  deux  quar- 
tiques (ly)  et  (18)  ont  trois  points  communs,  comme  il  était 
facile  de  le  voir  d'après  le  mode  de  génération  de  ces  courbes. 
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QUESTIONS. 


1945.  Déterminer  les  complexes  tels  que  le  couple  [M,P| 
formé  sur  chaque  droite  par  le  point  central  M  de  la  corréla- 
tion normale  et  par  le  plan  P  mené  par  la  droite  perpendi- 
culairement au  plan  central  de  cette  corrélation,  forme  un 
groupe  de  contact. 

(On  entend  par  là  que  les  points  M  peuvent  être  distribués 
sur  une  famille  de  surfaces  telles  que  le  plan  tangent  en 
chaque  point  M  à  la  surface  qui  y  passe,  soit  précisément  le 
plan  P.)  (A.  Petot.) 

1946.  Soient  F  et  F'  les  foyers  d'une  conique  quelconque 
d'un  faisceau  tangentiel.  Montrer  qu'il  existe  deux  couples 
de  points  M  et  M'  (l'un  réel,  l'autre  imaginaire)  tels  que  les 
quatre  points  F,  F',  M,  M'  soient  sur  un  même  cercle. 

(E.  DUPORCQ.) 

1947.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les 
points  de  contact  des  tangentes  communes  à  deux  coniques 
soient  sur  un  cercle  est  que  leurs  foyers  soient  sur  un  même 
cercle  et  y  forment  une  division  harmonique. 

(E.   Dui'ORCQ.) 

1948.  Etant  donnée  une  quadrique,  trouver  les  surfaces  : 

1°  Telles  que  la  droite  qui  joint  chacun  de  leurs  points  au 
pôle  du  plan  tangent  s'appuie  sur  une  droite  fixe; 
2°  Telles  que  la  même  droite  passe  par  un  point  fixe. 

(A.  Pellet.) 

1949.  On  considère  dans  un  |)lan  quatre  couples  de  points  A  A', 
BB',  ce,  DD'  et  les  six  contours  quadi-angulaires  : 

D'BA'G,  DB'AC, 
D'GB'A,  DG'BA'. 
D'AG'B,     DA'GB'. 

On  peut  inscrire  à  ces  contours  six  coniques  qui  soient  bitan- 
gentes  à  une  même  conique.  (G.  Fontenk.) 
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1950.  D'un  point  M  du  plan  d'une  ellipse  on  peut  mener 
huit  droites  coupant  l'ellipse  en  Ni,  N2,  N3,  ...,  Ng,  sous  un 
angle  constant  a.  Le  lieu  des  points  M  tels  que 

8 

^MNj    =  const. 
est  une  conique.  (  E.-N.  Barisien.) 

1951.  Trouver  les  courbes  telles  que  la  distance  de  l'origine 
à  la  tangente  soit  proportionnelle  à  la  normale  limitée  à  l'axe. 

(  A.  Pellet.) 

1952.  Trouver  toutes  les  fractions  rationnelles 

jouissant  de  la  propriété  que,  si  on  les  développe  suivant  les 

puissances  croissantes  de  x,  les  coefficients  du  développement 

soient  égaux  à  zéro,  à  H- i,  ou  à  — 1    ('). 

(Laguerre.) 


ERRATA. 


4'  série,  Tome   I,   1901,   page  679,  on  a  omis  dans  la  Table  des 
matières  : 

Pages. 
M' 15b      Sur  l'hypoc^ycloïde  à  trois  rebroussements;  par  M.  E. 

Dupovcq 168 

4°  série,  Tome  II,  1902,  page  5oo,  deuxième  ligne  seulement,  au 
lieu  de  :  M.  Mansion,  lire  :  M.  Mention. 


(')  Cette  question  avait   clé   posée   par  Laguerre  dans   le  J.    S. 
{1884,  p.  19,  quest.  142),  où  clic  n'a  pas  été  résolue, 
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